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摘 要: 为了研究 Hibert空间中近似标架的性质,基于 Hibert空间中通常标架的理论,运用对偶标架的构造方法,
引入了近似标架对偶标架的概念,给出了近似对偶标架的 2 个明确表达,得到了近似对偶标架的一些扰动结果.
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  Duffin 等[1]于 1952 年在研究非调和 Fourier 级
数时引入了 Hilbert 空间中的标架概念. 标架可以

看作标准正交基的推广,可以用稳定的方式表示空

间中的任意元素但不要求是正交并且表达不一定唯

一. 小波分析[2]诞生以后,标架理论引起了众多学

者的关注. 它已被广泛地应用到信号处理、采样理

论及神经网络等诸多领域. 随着对 Hilbert 空间中

标架理论及其应用研究的不断深入,出现了许多标

架的推广形式,例如:子空间标架(Fusion 标架)、g-
标架、K-标架等[3-5],这些推广极大地丰富了标架

理论.
稀疏性在计算数学、计算机科学以及电子工程

等诸多领域扮演着举足轻重的角色,选取一组适当

的基(标架),利用稀释信号处理的方法,可以将许

多类型的信号通过很少几个非零系数来表示. 据

此,2014 年 Sharma等在文献[6]中给出了通常标架

的另外一种推广形式,提出了近似标架的概念. 标

架的对偶问题[7]是标架理论中一个活跃的研究方

向,选择恰当的对偶标架是它的一个核心问题. 本

文首先引入了近似对偶标架的概念,并给出了 2 种

明确的表达;与经典情形相比,不但将经典情形推广

到近似标架,而且还利用算子理论,从另外的角度给

出了近似对偶标架的另外一种精确表达(详见定理

3、4);得到了近似对偶标架的一些扰动结果.

1 预备知识

文中 H表示无限维的 Hilbert空间,{mn}表示NN

中无限递增序列,K表示RR 或CC 上的标量域. 定义
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空间 l2(1,2,…,mn;n∈NN)

l2(1,2,…,mn;n∈NN) {= α = {αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

∶

αn,i∈K, lim
n→∞
∑
mn

i = 1
|αn,i | 2 < }∞

在其上定义内积

〉{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

, {βn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

〉 l2(1,2,…,mn;n∈NN) =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,iβn,i

那么 l2(1,2,…,mn; n∈NN)是一个 Hilbert 空间[6] .
定义 l2(1,2,…,mn; n∈NN)的子空间

l0(1,2,…,mn;n∈NN):
l0(1,2,…,mn; n∈NN) =

{α = {αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

:∃N∈NN,

∀n > N,1≤i≤mn,αn,i = 0}
  定义 1[6]  设{xn. i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为 H 中的序列,如

果存在常数 0 < A≤B < ∞使得对任意的 x∈H有

A‖x‖2≤lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,xn,i〉 | 2≤B‖x‖2 (1)

那么称{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 H 的近似标架,A、B 分别称

为其下、上界(约定为最优界);如果 A = B,则称

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 H 的紧近似标架;如果 A = B = 1,

则称{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 H 的 Parseval 近似标架;如果

式(1)仅有右不等式成立,则称{ xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 H

的近似 Bessel序列.
对于近似 Bessel 序列 { xn,i } i = 1,2,…,mn

n∈NN
,称有界

算子

T: l2(1,2,…,mn;n∈NN)→H

{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

→lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,ixn,i

{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

∈l2(1,2,…,mn;n∈NN)

为准(近似)标架算子;它的伴随算子

T*: H→l2(1,2,…,mn; n∈NN),
x→{〉x,xn,i〉} i = 1,2,…,mn

n∈NN
, x∈H

为(近似)分析算子;对于近似标架{ xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

,

称有界算子

S = TT*:H→H, x→lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉xn,i

式中:x∈H为(近似)标架算子;S 是一个线性有界、

自伴、正的可逆算子. 特别地,如果{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的

标架界是 A、B,则

{ ~xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

= {S - 1xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

也是 H上的近似标架,标架界分别为
1
B 、
1
A ,并且该

近似标架的标架算子是 S - 1,称 { ~xn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

为

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的近似典范对偶[6] .

定理 1[6]  设{xn. i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 H 中的序列,则

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 中界为 B 的近似 Bessel 序列当

且仅当算子

T:l2(1,2,…,mn;n∈NN)→H

T({αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

) = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,ixn,i

{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

∈l2(1,2,…,mn;n∈NN)

是有意义的、线性有界且‖T‖≤ B.
定理 2[6]  设{ xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为 H 中的序列,则

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H中近似标架当且仅当算子

T:l2(1,2,…,mn;n∈NN)→H

T({αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

) = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,ixn,i

{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

∈l2(1,2,…,mn;n∈NN)

是有意义的、线性有界且到上的.
引理 1[8]  假设 X是 Banach 空间,T 是 X 上的

线性算子. 如果‖I - T‖ <1,则 T是 X上的线性有

界可逆算子且 T - 1 = ∑
∞

k = 0
( I - T) k,其中 I 是 X 上的

恒等算子.
引理 2[9]  设 x,y∈B,其中 B 是具有单位元 e

的 Banach代数,‖·‖B 表示其上的范数,如果 y是
可逆的,α < 1 满足

‖x - y‖B≤α‖y - 1‖ - 1
B

则 x是可逆的且

‖x - 1 - y - 1‖B≤‖y - 1‖ - 1
B α(1 - α) - 1

2 近似对偶标架的刻画

与 Hilbert空间上通常对偶标架一样,首先给出

近似标架的对偶标架的概念.
定义 2 {xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为 H 的近似标架,如果

存在 H 的近似标架{ yn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

,使得对任意的
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x∈H有

x = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,yn,i〉xn,i (2)

则称{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为近似标架{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的近似

对偶标架.
由 定 理 1 知, 如 果 { xn,i } i = 1,2,…,mn

n∈NN
和

{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

均为 H 的近似 Bessel 序列,则对任意

的 x∈H,级数 lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,yn,i〉xn,i收敛,从而式(2)有

意义.
注 1 如果{yn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为{xn. i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
的近

似对 偶 标 架, 则 容 易 证 明 { xn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

也 为

{ yn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

的 近 似 对 偶 标 架. 可 以 称

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

和{ yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为相互近似对偶标

架;如果{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

和{ yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的准标架算

子分别为 T、U,则式(2)意味着 TU* = I,其中 I 是 H
上的恒等算子.

注 2 若 S是近似标架{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的近似标

架算子,{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的近似典范对偶标架满足式

(2),即

x = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,~xn,i〉xn,i =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉 ~xn. i,x∈H

因此满足式(2)中{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的存在性是不容置

疑的.
首先给出一些近似对偶标架的等价表达.
引理 3 假设{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
和{yn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
均

是 H的近似 Bessel序列,那么下面 3 条等价:

1) ∀x∈H, x = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,yn,i〉xn,i

2) ∀x∈H, x = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉yn,i

3) ∀x,y∈H, 〉x,y〉 = lim
n→∞
∑
mn

i =1
〉x,xn,i〉〉yn,i,y〉

更多地,3 个条件中的任何一个成立都能推出

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

和{ yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 的相互近似对

偶标架.
证明: 1)⇒2) 对任意的 y∈H,由于

{〉y,xn,i〉} i = 1,2,…,mn
n∈NN

∈l2(1,2,…,mn;n∈NN)

因此由近似 Bessel 序列的性质知, lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉 y,xn,i〉

yn,i收敛. 令

~y = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉y,xn,i〉yn,i

对任意的 x∈H

〉x,y〉 = lim
n→∞
〉∑

mn

i = 1
〉x,yn,i〉xn,i,y〉 =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,yn,i〉〉xn,i,y〉 =

lim
n→∞
〉x,∑

mn

i = 1
〉y,xn,i〉yn,i〉 = 〉x,~y〉

所以 y = ~y,即 2)成立.
2) ⇒3) 显然成立.
3) ⇒1) 类似 1)⇒2)中的证明知,任意的 x∈

H,级数 lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,yn,i〉xn,i收敛. 令

~x = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,yn,i〉xn. i

由 3)知,对任意的 y∈H

〉y,x〉 = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉y,xn,i〉〉yn,i,x〉 =

lim
n→∞
〉y,∑

mn

i = 1
〉x,yn,i〉xn. i〉 = 〉y,~x〉

由 y的任意性知,x = ~x. 故 1)成立.
在 3 个条件中任一个成立的前提下,对任意的

x∈H有

‖x‖2 = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,yn,i〉〉xn,i,x〉≤

lim
n→

(
∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,yn,i〉 | )2

1

(2 ∑
mn

i = 1
| 〉xn,i,x〉 | )2

1
2
≤

lim
n→

(
∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,yn,i〉 | )2

1
2
(B1‖x‖2)

1

(

2

或 lim
n→

(
∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,xn,i〉 | )2

1
2
(B2‖x‖2)

1

)2

(3)
其中 B1、B2 分别为近似 Bessel序列{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
和

{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的界. 由式(3)知,{ xn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

和

{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

均是 H的近似标架.

证毕.
注 3  由 注 1 可 知 如 果 { xn. i } i = 1,2,…,mn

n∈NN
和
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{yn. i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的准标架算子分别为 T、U,则式(2)

意味着 TU* = I,则(TU* = I)* = UT* = I,这意味着

1)⇒2) .
引理 4 假设{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为 H的近似标架,T

为其准标架算子,{δn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 l2(1,2,…,mn;n

∈NN)的标准正交基,其中 δn,i是 Kronecker 符号,那
么{yn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
的近似对偶标架当

且仅当 yn,i = Vδn,i( i = 1,2,…,mn;n∈NN),其中 V:l2

(1,2,…,mn; n∈NN) →H 是 T*的线性有界左逆

算子.
证明: 设{yn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
是{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
的近似

对偶标架,则{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 的近似标架. 设其

准标架算子为 U,这样由式(2)知
TU* = I或者 UT* = I (4)

又 Uδn,i = yn,i,所以要找的 V = U,且式(4)表明 V 是

T*的左逆算子.
反过来,设 V: l2(1,2,…,mn;n∈NN)→H 是 T*

的线性有界左逆算子且 yn,i = Vδn,i, ( i = 1,2,…,
mn;n∈NN),注意到 VT* = I,所以 V为线性有界满射

算子,从而由定理 2 知,{ yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 的近似

标架,再由 VT* = I知,对任意的 x∈H有

x = VT*x = V({〉x,xn,i〉} i = 1,2,…,mn
n∈NN

) =

(V lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉δn, )i = limn→∞∑

mn

i = 1
〉x,xn,i〉yn,i

  因 此 由 引 理 3 知, { yn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

为

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的近似对偶标架.

证毕.
由 引 理 4 可 以 看 出, 得 到 近 似 标 架

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的近似对偶标架{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的关键

是得到{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的准标架算子 T 的共轭算子

T*的左逆算子,那么 T*的左逆算子具有什么样的

形式呢?
引理 5 假设{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为 H的近似标架,T

为其准标架算子. 那么 V 为 T*的线性有界左逆算

子当且仅当

V = S - 1T +W( I - T*S - 1T)
其中 S为{ xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
的近似标架算子,W: l2 (1,

2,…,mn;n∈NN)→H 为线性有界算子, I 为 l2 (1,

2,…,mn;n∈NN)上的恒等算子.
证明: 设 V是 T*的线性有界左逆算子,令 W =

V,则
S - 1T +W( I - T*S - 1T) =
S - 1T + V( I - T*S - 1T) =
S - 1T + V - VT*S - 1T =
S - 1T + V - S - 1T = V

  反过来,设
V = S - 1T +W( I - T*S - 1T)

则

VT* = S - 1TT* +W( I - T*S - 1T)T* =
S - 1S +W(T* - T*S - 1TT*) =
S - 1S +W(T* - T*S - 1S) = I

因此 V是 T*的线性有界左逆算子.
证毕.
定理 3 假设{xn,i} i =1,2,…,mn

n∈NN
为 H的近似标架,T、S

分别为其准标架算子和标架算子,{yn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

为 H

中的序列. 那么{yn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

为{xn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

的近似

对偶标架当且仅当存在 H 中的近似 Bessel 序列

{zn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

,使得对任意的 x∈H有

yn,i = S - 1xn,i + zn,i - limk→∞∑
mk

j = 1
〉S - 1xn,i,xk,j〉 zk,j (5)

  证 明: 必 要 性. 设 { yn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

为

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的近似对偶标架,则由引理 4 和引理

5 知

yn,i = [S - 1T +W( I - T*S - 1T)]δn,i (6)
式中:W:l2 (1,2,…,mn;n∈NN)→H 为线性有界算

子;I 为 l2 ( 1, 2,…, mn; n∈NN) 上 的恒等算子;
{δn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为 l2(1,2,…,mn;n∈NN)的标准正交

基. 令 zn,i = Wδn,i,由定理 1 知,{ zn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 H

的近似 Bessel序列. 由式(6)知
yn,i = S - 1Tδn,i +Wδn,i -WT*S - 1Tδn,i =

S - 1xn,i + zn,i -WT*S - 1xn,i =
S - 1xn,i + zn,i -W({〉S - 1xn,i,xk,j〉} j = 1,2,…,mk

k∈NN
) =

S - 1xn,i + zn,i - (W lim
k→∞
∑
mk

j = 1
〉S - 1xn,i,xk,j〉δk, )j =

S - 1xn,i + zn,i - limk→∞∑
mk

j = 1
〉S - 1xn,i,xk,j〉Wδk,j =

S - 1xn,i + zn,i - limk→∞∑
mk

j = 1
〉S - 1xn,i,xk,j〉 zk,j
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  充分性. 设式(6)成立. 注意到对任意的 i = 1,
2,…,mn,n∈NN,{〉 S - 1 xn,i, xk,j 〉} j = 1,2,…,mk

k∈NN
∈ l2 (1,

2,…,mn;n∈NN),所以由{ zn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 中的近

似 Bessel序列知,lim
k→∞
∑
mk

j = 1
〉S - 1xn,i,xk,j〉 zk,j收敛,并且

对于任意的 x∈H,x = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉 x,xn,i〉 S - 1 xn,i,因此

对于任意的 x∈H

lim
k→∞
∑
mk

j = 1

〉 lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉S - 1xn,i,xk,j〉 zk,j =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉 limk→∞∑

mk

j = 1
〉S - 1xn,i,xk,j〉 zk,j

从而对于任意的 x∈H

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉yn,i =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉S - 1xn,i + limn→∞∑

mn

i = 1
〉x,xn,i〉 zn,i -

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉 limk→∞∑

mk

j = 1
〉S - 1xn,i,xk,j〉 zk,j =

x + lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉 zn,i -

lim
k→∞
∑
mk

j = 1

〉 lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉S - 1xn,i,xk,j〉 zk,j =

x + lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉 zn,i - limk→∞∑

mk

j = 1
〉x,xk,j〉 zk,j = x

因此由引理 3 知,只需要证明{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 H 中

的近似 Bessel序列.
事实上,由式(5)知,对任意的 x∈H

| 〉x,yn,i〉 | 2 = 〉x,S - 1xn,i〉 + 〉x,zn,i〉 -

lim
k→∞
〉∑

mk

j = 1
〉x,zk,j〉xk,j,S - 1xn,i〉 2

≤

(C | 〉x,S - 1xn,i〉 | 2 + | 〉x,zn,i〉 | 2 +

lim
k→∞
〉∑

mk

j = 1
〉x,zk,j〉xk,j,S - 1xn,i〉 )

2

从而由{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

和{S - 1 xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

均是 H 中

的近似标架

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,yn,i〉 | 2

≤ (C lim
n→∞
∑
mn

i =1
|〉x,S -1xn,i〉 |2 + limn→∞∑

mn

i =1
|〉x,zn,i〉 |2 +

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
lim
k→∞
〉∑

mk

j = 1
〉x,zk,j〉xk,j,S - 1xn,i〉 )

2
≤

C (1 limn→∞∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 1xn,i〉 | 2 +

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,zn,i〉 | 2 + limk→∞ ∑

mk

j = 1
〉x,zk,j〉xk,j )

2
≤

C (2 limn→∞∑
mn

i =1
|〉x,S -1xn,i〉 |2 + limn→∞∑

mn

i =1
|〉x,zn,i〉 | )2

≤C3‖x‖2

这里 C、C1、C2、C3 均是常数. 所以{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为

H中的近似 Bessel序列.
证毕.
定理 4 假设{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
是 H 的近似标架,

其标架界分别是 A、B,标架算子和准标架算子分别

为 S、T,则{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的近似对

偶标架当且仅当存在算子

Ψ∈B(H,l2(1,2,…,mn;n∈NN))
满足 TΨ = 0 使得

yn,i = S - 1xn,i +Ψ*(δn,i)
其中{δn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
为 l2 (1,2,…,mn;n∈NN)的标准

正交基,δn,i是 Kronecker符号.
证明: 首先假设{yn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
是{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN

的一个近似对偶标架,令它的准标架算子为 U,定义

算子 Ψ:H→l2(1,2,…,mn;n∈NN)
x∈H, Ψx = U*x - T*(TT*) - 1x

易知,Ψ是有界的算子,由引理 3 知

TΨx = TU*x - TT*(TT*) - 1x = x - x = 0
由 Ψx = U*x - T*(TT*) - 1x可知

Ψ* = U - S - 1T
这样 Ψ*(δn,i) = U(δn,i) - S - 1T(δn,i)即有

yn,i = S - 1xn,i +Ψ*(δn,i)
反之,设 Ψ∈B(H,l2(1,2,…,mn;n∈NN))满足

TΨ = 0 并且{δn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

为 l2(1,2,…,mn;n∈NN)

的标准正交基. 记

yn,i = S - 1xn,i +Ψ*(δn,i)
则对任意的 x∈H

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,yn,i〉 | 2 =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 1xn,i +Ψ*(δn,i〉 | 2 =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 1xn,i〉 + 〉x,Ψ*(δn,i)〉 | 2 =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 1xn,i〉 | 2 +
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lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,Ψ*(δn,i)〉 | 2 +

2 lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 1xn,i〉〉x,Ψ*(δn,i)〉 |≤

(A - 1 +‖Ψ‖2 + 2A -
1
2‖Ψ‖)‖x‖2

因此{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H的近似 Bessel序列. 并且

UT*x = lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉yn,i =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,xn,i〉(S - 1xn,i +Ψ*(δn,i)) =

x +Ψ*T*x = x

3 近似对偶标架的扰动

本节将给出近似对偶标架的一些扰动结果,首
先给出一个定义.

定义 3[10]  设{ xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 的任一序列

μ > 0,如果对任意的 x∈H,

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,xn,i - yn,i〉 | 2≤μ2‖f‖2

则称{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的 μ-扰动.

定理 5  假设{ xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

和{ xˊn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

均是 H的近似标架并且它们的界分别为 A1、B1 和

A2、B2,{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的一个给定的

近似对偶标架. 如果{x ń,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的 μ-扰 动 并 且 有 充 分 小 的 μ > 0, 则 存 在

{x ń,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的一个近似对偶标架{y ń,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

使

得{y ń,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的 μˊ-扰动.

证明: 假设 T1 和 T2 分别是 { xn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

和

{x ń,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的准标架算子,则 S1 = T1T*1 和 S2 = T2

T*2 分别是{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

和{xˊn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的标架算

子. 根据定理 4,存在线性有界算子 Ψ∈B(H,l2(1,
2,…,mn;n∈NN))满足

T1Ψ = 0
和

yn,i = S - 1xn,i +Ψ*(δn,i) (7)
其中{δn. i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
是 l2(1,2,…,mn;n∈NN)的一个

标准正交基. 令

zn,i = S - 12 x ń,i +Ψ*(δn,i) (8)
则

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| < x,zn,i > | 2 =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 12 x ń,i + Ψ*(δn,i)〉 | 2 =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 12 x ń,i〉 + 〉x,Ψ*(δn,i)〉 | 2 =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 12 x ń,i〉 | 2 +

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,Ψ*(δn,i)〉 | 2 +

2 lim
n→∞
∑
mn

i = 1
| 〉x,S - 12 x ń,i〉〉x,Ψ*(δn,i)〉 |≤

(A - 12 + ‖Ψ‖2 + 2A -
1
2

2 ‖Ψ‖)‖x‖2

记{ zn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的准标架算子为 T3,则

‖x - T2T*3 x‖ = x - lim
n→∞
∑
mn

i = 1
〉x,zn,i〉x ń,i =

‖T2Ψx‖ =‖T2Ψx - T1Ψx‖≤
‖T2 - T1‖‖Ψ‖‖x‖≤μ‖Ψ‖‖x‖

由引理 1 知,取 μ充分的小,使得

‖I - T2T*3 ‖≤μ‖Ψ‖ <1
则 T2T*3 是线性有界可逆算子. 记

{y ń,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

= {(T2T*3 ) - 1 zn. i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

下面来说明{(T2T*3 ) - 1 zn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

就是所需要的

近似标架.
另一方面,有

‖S1 - S2‖ =‖T1T*1 - T1T*2 + T1T*2 - T2T*2 ‖ =

‖T1 -T2‖(‖T1‖ + ‖T2‖)≤μ( B1 + B2)
对任意 α∈l0(1,2,…,mn;n∈NN)有

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i(yn,i - zn,i) =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i(S - 11 xn,i - S - 12 x ń,i) =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i(S - 11 xn,i - S - 12 xn,i) +

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i(S - 12 xn,i - S - 12 x ń,i) ≤

‖S - 11 - S - 12 ‖ T1({αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

+

‖S - 12 ‖ (T1 - T2)({αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

=

(‖S - 11 ‖‖S1 - S2‖‖S - 12 ‖‖T1‖ +
‖S - 12 ‖‖T1 - T2‖)‖{αn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
‖≤
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μ
A (
2

B1 + B1B2
A1

)+ 1 ‖{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

‖

如果令

W = (T2T*3 ) - 1

由‖I-T2T*3 ‖≤μ‖Ψ‖ < 1 知

‖W‖ = ∑
∞

k = 0
‖I -W - 1‖k≤

1
1 -‖I -W - 1‖

< 1
1 - μ‖Ψ‖

‖I -W‖ =‖W‖‖I -W - 1‖ < μ‖Ψ‖
1 - μ‖Ψ‖

因此

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i(yn,i - y ń,i) =

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i(yn,i -Wyn,i +Wyn,i -Wzn,i) ≤

‖I -W‖lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,iyn,i +

‖W‖lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i(yn,i - zn,i) ≤

(μ Ψ Bˊ +
B1 + B1B2
A1A2

+ 1A )
2

{αn, i}i =1,2,…,mn
n∈NN

1 -μ‖Ψ‖
式中 Bˊ是{ yn. i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
的上界. 即{ y ń,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN

是{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的 μˊ-扰动,其中

μˊ =
(μ ‖Ψ‖ Bˊ +

B1 + B1B2
A1A2

+ 1A )
2

1 - μ‖Ψ‖
证毕.
定理 6 假设{xn,i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
是 H 的近似标架,

其 标 架 界 分 别 是 A、 B, 若 { yn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

是

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的 μ-扰动且 μ < A,则{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H的近似标架,其标架界分别是

(A 1 - μ )
A

2

(B 1 + μ )
B

2

可以用类似于文献[6]的定理 4. 1 方法证明,
此处略去证明过程.

定理 7 假设{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 的近似标架,

其 标 架 界 分 别 是 A、 B, { yn,i } i = 1,2,…,mn
n∈NN

是

{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的 μ-扰动,其中 0 < μ < A + B - B,

则{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 的近似标架且对任意有限数

列{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

∈l2(1,2,…,mn;n∈NN),有

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i( ~xn,i - ~yn,i) ≤λ‖{αn. i} i =1,2,…,mn

n∈NN
‖

其 中 λ = μ (A 1 + ( B + μ)(2 B + μ)
A - (2 B + μ)

)
μ

{ ~xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

和{ ~yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

分别是{xn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

和{yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

的典范近似对偶标架.

证明: 因为 A + B - B < A,由定义 3 及定理

6,知道{ yn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

是 H 的近似标架且其标架界

分别是

Aˊ = (A 1 - μ )
A

2

Bˊ = (B 1 + μ )
B

2

记{xn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

和{yn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

的近似标架算子分

别是 Sx 和 Sy,准近似标架算子分别是 Tx 和 Ty,对任

意有限数列{αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

∈l2(1,2,…,mn;n∈NN),有

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i( ~xn,i - ~yn,i) =

‖S -1x Tx({αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

) - S -1y Ty({αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

)‖ =

‖S -1x Tx({αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

) - S -1x Ty({αn. i} i =1,2,…,mn
n∈NN

)‖ +

‖S -1x Ty({αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

) - S -1y Ty({αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

)‖ =

‖S -1x ‖Tx({αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

) -Ty({αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

)‖ +

‖S -1x - S -1y ‖‖Ty({αn,i} i =1,2,…,mn
n∈NN

)‖ =

μ‖S - 1x ‖‖{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

‖ +

Bˊ‖S - 1x - S - 1y ‖‖{αn,i} i = 1,2,…,mn
n∈NN

)‖

下面去估计‖S -1x - S -1y ‖,由定义 3知
‖Sx - Sy‖ =‖TxT*x - TyT*y ‖ =
‖TxT*x - TxT*y + TxT*y - TyT*y ‖≤

‖Tx(T*x - T*y )‖ + ‖(Tx - Ty)T*y ‖≤

μ( B + Bˊ)≤‖S - 1x ‖ - 1μ( B + Bˊ)
A

令 β = B + Bˊ
A . 由于

Bˊ = (B 1 + μ )
B

2
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知

Bˊ = B + μ
因此

βμ = 2 B + μA μ

又因为

μ < A + B - B
因此

βμ < 2 B + ( A + B - B)
A ( A + B - B) < 1

由引理 2 知

‖S - 1y - S - 1x ‖≤
βμ
1 - βμ‖S

- 1
x ‖

综上可知

lim
n→∞
∑
mn

i = 1
αn,i( ~xn,i - ~yn,i)

(

≤

μ
A +

Bˊ
A

βμ
1 - )βμ ×‖{αn. i} i = 1,2,…,mn

n∈NN
‖

因此

λ = μA +
Bˊ
A

βμ
1 - βμ =

μ (A 1 + (2 B + μ)( B + μ)
A - (2 B + μ)

)
μ

证毕.

4 结论

1) 引入了近似对偶标架的概念,得到了一些等

价表达,见引理 3.
2) 利用引理 4、5,得到了任一近似标架的所有

近似对偶标架的一种精确表达,见定理 3.
3) 依据实际应用中的需要,得到了任一近似标

架的所有近似对偶标架的另一种精确表达,见定

理 4.
4) 利用定理 4 的结果,得到了近似对偶标架的

扰动结果,见定理 5.
5) 得到了典范近似对偶的扰动结果,见定

理 7.
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