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摘 要

本文推导 出网壳的等效连续壳的各项物理常数通用计算公式
,

适用于任意形式

的网格单元 ; 并给 出一般形式网格的等效正交各 向异性园柱壳的内力和位移计算公

式
。
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一
、

概 述

用等效连续法分析网壳是一种近似的实用计算方法
。

其基本依据是认为网壳中的网格尺

寸较跨度尺寸小得很多
,

因此可近似地假设杆件中的应 力和应变是连续变化的
,

将网壳的模

型置换为连续壳的模型
,

应用连续壳的各种计算方法来分析
,

以后再推求出网壳中杆件的内

力和节点的位移
。

近少汁年来
,

国内外已有不少文献 二` 」一 二。 〕论述了用等效连续壳分析常用网壳的 方 法
,

也

有不少工程实践的经验
。

对于中
、

小型网壳来说
,

共计算结果一般能涌足工程精度的要求
。

与其他各种分析方法相比
,

该法较为简捷实用
,

可用手算或用小容量计算机求解
。

因此
,

既

使在电子计算机使用非常普及的国家中
,

目前此法也没有失去其实用价值
。

但网壳的等效连

续分析法至今仍存在一些问题有待研究解决
。

1
.

如何将计算模型合理地简捷地置换 ? 即是如何确定等效连续壳的各项物理常数
,

这

是等效连续法的关键
。

在有些文献中沿用一般网格结构连续化分析的习惯做法
,

采用所谓等

效的 (或折算的 ) 弹性模量
、

波桑系数
、

厚度等物理常数
,

这对各向同性的网壳来说是适宜

的
,

但对一般网格情况的各向异性壳来说就比较困难
,

同时以上各物理常数在有些文献中有

不同的含意
,

不易统一
。

此外
,

在大部份文献中均为在附加一些简化假定条件 下 ( 如 忽 略

网格杆件的扭矩等 )
,

针对某一特定的网格形式来计算出各项物理常数
。

因此
,

需要针对任

意形式的网格单元建立一般性通用的较为准确的计算公式
。

2
.

置换后的等效壳一般是各项异性的
,

目前对各向异性壳求解的现成公式 和 图 表 较

少
,

需角时尚需再进行推导
,

较为繁复
。

如何迅速地计算出各向异性壳的内力和位移也是要

介决的一个问题
。

3
.

计算结果的精度常常不易控制
。

本文就是对上述前两个 l句题作一些探讨
,

级网格单元的薄膜柔度系数
。 ` , 和弯曲刚度系

数 d
` , 为基本杨理常数

。

推导出一般性的计算公式
,

拜给出几种常用网格较为准确的 物理常

数
。

对于正交各向异性园柱壳
一

也给出了内力和位移的一般公式
,

为电算或手算都创造了方便

的条件
。

二
、

各项物理常数的确定

由广义虎克定律
,

连续壳中应变和内力有如下线性关系式

{
“ ·

)
1介 }

-

、 r X Y I

党{
-

( 1 )

.二,̀,占`止吕日
aaa

或

交万
: Y

夕

1 1

昌 1

8 1

口 二 :

口 吕 :

口吕 :

b
, :

b
: :

b
: :

口 1 .

Q 昌 a

0 a a

b
, 。

b
: :

b
。 :

{ 己 丫

伙y x y _

( 2 )

价

O
,O

/11
.

weli、
山

/
.

l
eel、
.̀

一 4 8一



/了l eelse
we、̀ ls e

s e.
..

. /

C i :

C 2 . ( 3 )

CCC
了产̀ws|11ee了仁

一一

ì |
t

|
.

|l少同样 K
x

K
Y

K
x Y

C i a

C 昌 s

C 5 5 )
产i万wllwwl eee又

气

|
一一KK383

Jl23
ddd

222

21叭曰3

、

嗯 dddC̀̀̀

dd或 M
x

M
,

M
x Y

) t d

1 1

么 1

8 1

( 4 )

K
、 ,

夕

式中
: a ` 了、

b
; 了
分别为薄膜柔度和薄膜刚度 ; c ` 了 ,

d
` , 分别为弯曲柔度和弯曲刚度

。

为耍建立等效连续壳的基本微分方程
,

需先确定出等效连续壳的各项物理常数
。

由于柔

度矩阵和刚度矩阵都是对称的
,

因此一般只需确定 12 个物理常数
,

其中常包括六个薄膜 柔

度 a ` 了和六个弯 曲刚度 d
` , 。

确定物理常数一般是根据网壳的基本网格单元与其相应的连续壳单元内力和变形等效或

形变能等效的原则
。

所取的基本网格单元应该是最简单的
、

包括网壳中所有各种类型杆件在

内的
、

有代表性的一部分
。

网壳中杆件布置的形式很多
,

单层园柱形网壳常见的类型有
:

三

向网格型
、

单斜杆单向型
、

单斜杆双向型
、

双斜杆型
、

联方网型等
,

如图 1 所示
。

其基本网

格单元的选取也可见图 1 的示例
。

这些网格中杆件的内力一般均假设在网格单元中面内只承

受轴向力 (联方网型除外 )
,

在 中面外承受弯矩和扭矩
。

\\\\\ 比比盏盏 ///
冈冈冈黝黝淡淡 [///
入入

’’

川川习习川川

( a) 三向网格型 ( b) 单斜杆单向型 ( c) 单斜杆双向型

义义义汉汉义义
又又又狱狱义义
冈冈冈叹叹义义
( d )双斜杆型 ( e )联方网型

图 1

(一 ) 一般公式的推导

1
.

抗弯刚度 d
` ,
的一般公式

取结构的整体坐标 劣
、

y 如图 2 所示 (基本网格单元不一定与 劣
、

y 平行
,

可成任意角

度 )
。

设基本网格单元中任一类型的杆件 ￡与 二 轴正向的夹角为 甲 ` ,

i 杆的间距为
e ` ,

以 i 杆

身的方向为局部坐标
s ` ,

与 i 杆垂直的方向 为
s ` 。

将图 Z a
中假想的 f 杆内力分别在 劣 方向和 y 方向等效变换为分布力

。
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( 12 )即可求出各种类型网格单元的等效连续壳弯曲刚度 d
` , 。

式 中 切
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为
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( 2 二 )
。

为了计算方便
,
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,
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到
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刃

”
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,

即使刃符号仅表示各斜杆的总和
。
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, x 方向和 y 方
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、
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取
“
十

”

号 ;

当斜杆方向为图 3 b 时
,

取
.

“
一

”

号
。

( a ) ( b )

图 3

一 5 3 一



2
.

薄膜刚度 b
` ,
的一般公式

用求弯曲刚度 d
; , 同样的方法可求得薄膜刚度 b

` , ,

只需将式 ( 1 3) 中的抗弯刚度 D
`

用

杆件的抗拉刚度 B
`

代替
,

拜用 。 代替 D
T ` ,

即得各种网格单元 (除联方网型 外 ) 的 b
` ,
一

般公式

。 : : 一
鱼 + 刃

,

夕区。 。 5 4

口于-

b
, : = 刃

j
一

` ~

5 i n
“

切
叼 `

e o s , 甲 ,

.

o B
; _ .

0 2 :

= 士 二—
s i D 华 2 c O S

”

沪 s

B
o

.

o B
, _ .

口 2 2 = — 十 舀 — 只 n
- ( 1 4 )

仑 v j 召萝

.

o B
` .

O a :
二 士 乙 —

s i n 卯 2 c o s 甲了

l!
/z

b
: :
一 刃 鱼

, i n
, , , 。 。 : 艺切 ,

j C i

式中 甲 , 为斜杆
,与 二 轴所夹的锐角

。

薄膜柔 度
a ` , 的计算

b
, : ,

b
: :

正负号的取法与弯曲刚度相同
。

薄膜柔度
a , , 可以由薄膜刚度的一般计算公式来表示

A
,

a J `

二 一
二二

刀

{
“ 1 ! “ 1 : “ 1 3

D 一
1
“ 2 1 “ : : “ 艺 3

J b
: ,

b
。 :

b
: :

( 1 5 )

式中A
` ,
为行列式 D 的各代数余子式

。

各种网格单元在求出薄膜刚度 b
、 , 以后

,

薄膜柔度
a , , 不难用上式求得

。

对于静定的网格单元
,

有时直接计算薄膜柔度也比较方便
,

此处不再详述
。

(二 ) 九种常用网格物理常数的计算公式

1
.

三向网格型单元的物理常数公式

/////
\\\\\ 儿 二从

几 二
1之

图 4
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单斜杆型单元的物理常数公式

梦 护

( a ) ( b )

图
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A
,
~ A

:
一 A ; 过

:
-

物理常数 任 意 甲 角 甲士 4 5

A

丫百

I

丫百

d
: ,

含〔
D

l
+ D

: “ 。 , ’ 切 + D 一 , “̀ “ 甲 “ 。“ 甲 J

d
: : 工 [刀

。
一 刀

T 。

] s恤切 e o s , 二

g

I
:
= I

:
= I ; I

SD + D
T

4 C

D 一 D
T

4 口

、少一a矛工! J任

一士[
D

S , in 甲 “ 。 ,1万士d
; : , 一喜刀

, : : in , ( c o , ’ *

`

一 ` in
’ 甲 , 」

d
: :

含〔
D

:
+ D

。 “ 。 , ’ 切 + D 一 ,垃沪 “ 。“ “ 切 ’ SD + D
T

4口

一

1ù口
1声ù Jùùù

士d
: : 士工「刀

: : i。
, , 。 。 :

a L.

, +

音
D 一 “ 。” * `“ 。 , ’ 甲

d
. 。

一 ’纽
’
, ,」

豁
+

耗夸
+ 刀

。 ,。 :
, 。。: , Z D

T
+ D

4口

+ 工 D
, ,

4

1

C O S甲

( 。。 : : , 一 , 、 : , )
:

]

………
、

、

…一…
,

: 二

一…
Q

.

一一
一

- _ _

一 戈

当图 ( a ) 时取上面的正负号
,

图 ( b) 时取

下面的正负号
。

3
.

双斜杆型单元的物理常数公式

区区区
疚疚疚

`

梦 图 6
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物物理常数数 任 意
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卯
一
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角角
_

AAA

AAAAAAA l叹才卜今儿
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沪沪沪沪一

叮
`
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、
, 一 , ; ` 2

一

六六
,,,,
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乍

,,

ddd
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含〔
D
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_
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··

一
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ddd
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导工
D
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矗声̀
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ddd
: 。。 000
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矗
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ddd
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OOO

ddd
: ::: 000

矗
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·
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ddd
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鑫
刀一 +

矗
D 二 +

含仁
Z D

2 5̀ n “ 切一 沪沪 000

+++++ 李。 T:

份李
`

( 。 。 : : 、 一 、 i。 , * 久门门
一

矗
( “ + 且

·
,,

匕匕匕 U U 3甲 司司司

才卜今
A

三
、

基本微分方程的解及内力位移计算公式

由常用类型网壳的物理常数可以看出
,

多数基本网格单元是属于正交各向异性的
,

有的

虽不属正交各向异性
,

但有时为了使计算简化
,

常设法近似地按正交各向异性壳 来 进 行 计

算
。

这里仅针对正交各向异性园柱壳情况来讨论基本微分方程的解
。

-
- 一 `

壳微小单元薄膜内力见图 a7
,

弯曲内力见图 7b
。

当 q :
= O时

,

园柱形正交各向异性壳基本微分方程为

d
: : 9

弓

瑟
+ 2 ( `

1 :
+ 2“

吕 a
)二票望厅

.

d 自
一
沙p

-

9
名

十 “ : 吕

穿
一 “

黔
-

Q 忍 2
9

`中

9雪
`

+ ( 2一 + 一曙箭
了

+ a , :
9

4 甲

9诱
`

.

0 9
: 叨

~宁
,

J t 一 - ; 二二尸
,

9 互
`

“ ` “ `

{
~

…
( 16 )

一 R
,

一 )黔
d ` + R

”

一爵
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小洲 \弓

岭,

,

粤献

、 尝粼

( a ) ( b )

图

式中平面内力与应力函数之间的关系为

N
,
=

婀
.

刁y
. ’

君
,

功为无量纲座标

N
: 星里 _

a x “ {
。 :

J , ,

一

簧
。

N
x 、

= 一
9
艺中

刁x g y

雪= 票
,

功
J I

的解是齐次方程的解和特介两部分的和
。

齐次方程的解
、
飞

.

卜l、

…0一一
一 “

鑫
叨ǔ产
截一2价
`

9
1

刁
+ d

: :|一又妙
`

以一几口9一
卜g

一刁

方程 ( 1 6 )

(一 )

齐次方程 d
9

4功
` 1

百者、
, + 2 ( d

, :
+ Zd

: 。

)

口 , :
2

4 卯

刁占
么

+ ( Z a , :
+ a 。 。

)
9

` 甲

公省
,
9诱

+ 一穿
+ R

穿
一 ”

( 17 )

设壳体两端简支在横隔上
,

横隔在其本身平面内是刚性的
,

切
、
切 按余弦级数在 雪方向展开为

所取坐 标 如 图 8 所 示
,

将

叨一 刃田
·

(功) “ o s k
·

雪 飞
切 = 刃切

。

(诱) e o s k
,

占 )

(无量纲量 )
,

该式显然满足两端横隔处的边界条件
,

即当 劣

( 1 8 )

式中 k
。

二
n汀 R

l

一 士李或 舀
乙

l
= 士 二丁下布浏

.

,

若 才r

功 = 0
0

一 5 8一



为简便起见
,

只取 。 = 1 一项
,

将式 ( 1 8) 代入式 ( 17 ) 拜消去 甲 (砂), 得 。 (价) 的八

阶常微分方程为

尘掣 )舆
~

+ 。

些蜒之
+ 。竺尊蝉

+
厂华军弊十 d -

d 价
。

a 必
“ a 势

一 a p
-

( 1 9 )

尸
ǐ IJ旦叭一十一二。 "一口

a一

十
d一,

d式 朴
a - 一 [业

,

2 ( d
, :

+ Zd
。 :

) ( Z a

侧 r

—
一 -

—
- 一万 一 一

a 1 1 a Z 盛

乡口+ 丛
-

口 1 1 一血九
一|

.

|ì
,

一一犷O

6
,

白
一eelJ。

一仁
( Z a : :

+ a 。 :

) d
, 1

a : ,
d

: :

,

2 ( d
: :

+ Zd
: :

) a
: :

门一

一
Q 1 1 口 昌 ,

8
甘

倪
ǐ lJ |“ 一

仁
口 名 2

Q 1 1

R
“

十一一
石一一下 一二

设式 ( 19) 的解为 。 (必) -

Q 1 1

r 诱
已

d一d

( 2 0 )

代入 ( 19) 式
,

消去公因子
,

得特征方程
r ”

+ a r “
+ b r 通

十 e r “
+ d 二 0

令
; 2

= , 代入上式得

粉 盛
+ a , ”

+ b 7] 忍
+ c粉 + d = 0

式 ( 2幻 有下列四个解

( 2 1 )

( 2 2 )

\
口

!!
,、

/||
.

/
。 : 一

音「
一

(争
。 : 一

音仁
一

(昔
-

了弃而

了荟石不

、士 {仁
+

丫立舜公、一 4 (立
+

丫口二丁、刁
可

“ 艺
’

4 一 / 、 2
一

4 /
_

J

( 2 3 )

)
·

了晤丁7譬二厂)
“

一再刁零万刁」

式中

3 1一万一万7瓦斤一万犷 3 1
一

二勺万瓦于一万了
f

:
= l 一答十 丫岑十老

二一
十 /一答一 y 岑十男二一

+ 答
材

乙 任 艺丫 V 艺 4 艺丫 吕

= 一 Zb
’
+ g a b e 一 2 7 a ’

d + 7乓b d 一 2 7 c ’

2 7

3 a c 一 1 2 d 一 b
,

8

由此求得特征方程 ( 2 1) 的根
, = 士侧不

,

共有八个
。

r : , :
~ 护士 刀̀ ; ; : , `

~ d士 料`

r 。 , 。
~ 一 ( 尹士刀f ) ; , , , 。

= 一 ( J 士 拼 i )
( 2 4 )

式 中 夕
、

刀
、

d
、

拼 是四个壳常数
,

仅与壳的各项物理常数和 R
,

l 有关
。

微分方程的解为

叨三 [ (
a : 。 ( , + 刀i )必 + 。 : 。 ( ? 一刀i )必 + a 。 。 ( d + “ i )协 + a ; 。 ( 6一 “ i )诱

+ 。 : 。 一 ( , + 刀i )功 + 。 。 。 一 (卜刀i )功+ 。 : 。 一 ( d+ “ f )必+ 。 。 。 一 ( d一 “ i )功 z。。 : * 雪

上式中每两项
e 的指数为共扼复数

,

待定系数
a : , a : … a 。

亦为复数
,

由于位移 叨 的解为 实

数
,

各待定常数之间必需满足一定的关系
。

因此
,

位移 。 可改写为下式

叨 一 〔。 一 夕功( 过
: 。 0 5夕必+ 过

: s垃 刀协) +
。 一 占必( 过

。 e o s 。功+ 过
` s垃 。功)

J ,
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+ 。 一 , 口(过
。 。 。 : 刀e + 刁

。 , i n 夕。 ) + 。 一 6 0 (才
, 。。 : 。 夕+ 月

。 : i n o e )】。。 : 吞舀
( 2 5 )

式中月
: ,

A
: … 且

。

为待定常数
,

由边界条件确定
。

功为自左边量起的角度
,

e 为 自 右边量

起的角度
,

必一 2必
。
一 0

,

见图 8
。

为表示简单起见
,

取

尸
:

一 。 一 下必
。。 s
刀必士

。 一 下 0 。 。 s
刀。 ;

尸
。
一 。 一 d必

。 。 s 。必士
。 一 d o 。 。 5 0 0 :
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一 月
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十 姓
:

F
:

+ A
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F

。
十 左

`
F

`

) c o s 壳占

壳体各项内力和位移的齐次方程的解分别为以下各式

齐次方程的解可写为

( 2 6 )
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A
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:

刁
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A
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二 a : 【( B
:
A

,
一 B

:

A
:

) F
。
+ ( B

:
A

:
+ B

,

A
:

) F
。

+ ( B
:
A

。
一 B

`
A

;

) F
,
+ ( B

`
A

:

+ B
。
A

`

) F
。

〕s垃 k 君

( 2 9 )

、 |
.

1

!
z

YYù
。

ù
ó

YXXō
.

卜
.

r
.

X沙

1
llllJ,争

.

、

二 a x

【( B
I

A
:

一 B
:

A
:

) F
。
+ ( B

:

搜
,

+ B
:
A

:

) F
。

+ ( B
:

A
。 一 B

`
A

`

) F
,

+ ( B
;
月

。
+ B

:

A
4

) F
。

J
e o s k 雪

( 3 0 )

、、.,了矛

Y

刀Q
了矛̀吸、 、

式中系数 a x ,

旦
, ,

B
: ,

B
: ,

B
.

根据不同的内力和位移可由下表查得
。
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的表达式与 B
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B
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相对应
,

仅将 B
: ,

B
:

中之 a ,

刀换为 d
, 拼 即 可

。

(二 ) 非齐次方程的特解

计算中常用薄膜介来代替特解
。

下面仅给出在横向均布荷载及均布自重荷载作用下薄膜

解的结果
。
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上述推得的微分方程的解中
,

包含有四个待定积分 常 数 A
: ,

义
: ,

A
: ,

A
`

(对 称
J

情

况 )
,

须用壳体的两个纵向边绿所提供的边界条件来确定
,

此边界条件的取法与一般壳体理

论相同
,

这里不再详述
。

根据内力等效原则
,

将相应等效壳单元的内力平均值加于网壳基本单元上
,

即可计算出

网壳各杆内力值
。
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