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空间连杆机构位移分析和轨迹分析

( 81 届研究生 ) 陈明哲

摘 要

本文运用了约束关系式
’

投影和矩阵运算等方法对空间 R S C R
、

R R S R R
、

R R R S R
、

R E R R R 和 R R E R R 等机构的位移进行分析
。

所用方 法 简 单
,

推导过程直观
。

在这基础上
,

作者导出空间 R
几

R R S R 机构连杆曲线的参数表达式
,

并首次求得该连杆曲线的阶数为 32 阶
。

此外
,

还讨论了连杆曲线的虚点 问 题
。

T h e D is p l a e e m e n t a n d t h e C o u p l e r

Cu r v e A n a ly s e s o f S o m e S p a t i a l M e e h a n is m s

`

飞

二
C h e n M i n g 二 z h e

A b s t r a c t

T h e a u t h o r a p p l i e s e o n s t r a i n t r e l a t i o n s , p r o j e e t i v e m 七 t h o d a n d

m a t r i x o p e r a t i o n s t o t h e
d i s p l a e e m e n t a n a l y s e s o f s p a t i a l R S C R

,

R R S R R
,

R R RS R
, ,

R E R R R , a n d R R E R R m e c h a n i s m ,
.

D e r i v a t i o n s o f d i s p l a c e 一
砰

e n t

e q u a t i o n s a r e s i m p l e a n d i n t u i t i v e
.

B a s e d o n t h i s , t h e a u t h e r h a s

d e v e l o p e d a p a r a m e t r i e e q u a t i o n f o r t h e e o u p l e r e u r v e o f t h e s p a t i a l

R R R S R m e e h含n i s m
, 乒n d P r o v e d f o r t h e f i r 乓t t i m e t h a t

一

t h e e o u p l e r e u r v e

1 5 o f t h e 32 n d o r d e r
.

F i n a l l y
, t l: e i m 压g i n a r y p o i n t o n t h e e o u p l e r e 以 r v e

55 d s s e u s s e d
.

一
、

空间连杆机构的位移分析

空间连杆机构位移分析是轨迹分析的基础
。

从封闭形式位移方程才能导出准确的连杆曲

线方程
。

因此
,

在作机构的轨迹分析前
,

必须对机构位移分析作较为深入的研究
。

很多著述

[ ` 一 “ 】在这方面作出了贡献
。

关于位移方程的准确阶数
,

文 〔 ` ]提出一种 几 何 判 断 方 法
。

文 「” 对同一机构不同阶数的位移方程式作出了解释
,

指出带圆柱副机构的位移方程式 只 包

本文于 1 98 3 年 z 月 23 日收到
。
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’

项时
,

4 阶和 8 阶的位移方程式都是正确的
。

但文【8 」对此有异议
。

因此耍用 机 构 模

型来验证所得结果
。

但是对于杆数大于 4 的空间机构
,

模型的设计也并非易事 (即结构参数

选得不好
,

机构不能作成最大的构形数 目 )
。

关于这一点
,

文 〔5
,

一

e l均教提及
`

_
.

下面作者运用了各种方法对空间 R S C R
、
4 R 一 S 和 4 R 一 E 等机构的位移进行分析

,

推导过程比较简单直观
。

(一 ) 坐标系迭取和符号说明

对于用有轴线运动副连接的空间运动链
,

坐标系的选取可沿用通常取法
,

见文 〔7 (] 图 1 )
。

在图 1 中
:

_
`

幻 沿 x , 轴计量的两运动副轴线间最短距离 ;

a , 相邻两运动副轴线夹角
,

绕 x j 轴按右手法则从 之 `
轴转到 jz 轴计量 ;

-

6 , 绕
: `
轴

,

按右手法则从 x `
轴转到 戈 , 轴计量 ;

` ·

s , 沿 幻 轴计量的 戈 , 和 戈 。
轴间最短距离

对于带球副的运动链
,

坐标系选取见文〔7〕
_

( 图 2 )
。

今 黔

图 2

按上述确定坐标系以后
,

可以得到齐次坐标变换矩阵和方 向 余 兹矩 阵
,
式 中 S 表 示

s in
、

C表示 co s
。

’

、、llesllesleseel/`C O ,

〔M ` , : 一…
“ “ ,

{
”

l\ O

[人f , ` ]三 [M
` 5 1

-

/ C O了

f C
;

门 ~ 1 5 0 ,

气 0

〔C , ` 〕二 [ C ` J〕
一 `

一 5 8 , C a j

C O , C a ,

S a J

0

5 0 夕 S a 了

一 C O J S a J

C a J

0

h夕C B J

h J S口 ,

S `

1

一 5 8 j C a J

C O J C a ,

S a s

5 8 J S a ,

一 C S , S a ,

C a , {
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(二) R SC R机构

关于该机构
,

文〔7
,

11 〕推导 了 它

的位移方程式
,

文【10 ]对这一类机构有

一综述
。

图 8 示出了 R S C R 机构简图
。

现在我们对点 B 作坐 标 变 换
,

得

/ 0 、 厂一 h
,

、
。 : , , 。 : , ,

} O }
r : , ,

} O !
, . 、

[M
: `

1 [M
` , 〕 卜笠 l= [M

: :

引 艾 l( 1 )L ` ’ ` . ` J

“
’

“
I J

} 0 }
“

“
. : “

} 0 }
、 ` 了

气1 夕 气 1 夕

上式展开后
,

依次消去 S
: 、

e
: ,

可 得

到 0
:

和 0
`

的关系式
。

化为半角正切
,

可得 4 次代数方程
。

关于该机构最大封

闭环数目
,

可考虑给定 e
.

(即 杆 3 固

定
,

而杆 4 定为机架 )
,

这时点 B 由圆

和圆柱的交点来确定
,

圆和圆柱可以有

4 个实交点
,

因此该机构的最犬封闭环

数 目为 4
。

所以位移方程的次数是正确

的
“

关于用曲面相交法研究空间机构见

文 [ 1 2 ,
1 3 ]

。

z :
( ! 12 , )

作者曹从式 ( 1 )的展开式中依次消去 S
: 、

切
,

也得到 4 次代数方怪
。

( 三 ) RR SRR 机构和 RR RSR 机构

图 4 示出了 4 R 一 S 机构
。

我们注意到
,

保持不变
,

因此可得到约束关系式汇1 4〕,

即

O
: ,

得到 0
.

和 O
`
的关系式

。

化为 半 角 正

D 点和 E
尸

点之间的距离在机构的运动过程中

1 1 户

( x 公一丫荟 )
,

+ ( y 公一 y 套 )
.
+ (之公一 z 若

E
产

点在坐标系 二 。
y

。 z 。

中的坐标为 ( 一 h
。 ,

O
,

O )

)
,
~ h牛+ S 之 ( 2 )

。

D 点在坐标系 戈 . y . 之 .

中的坐标为

、
、

l

!
11
.
,

,wees
eses.

`

,
J

000
,l

尸|

|
1

1
.

l
.

es
.

ù

= [M
。 :

〕[M
: :

] [M
: .

1

、 lesesl

es
.J

l

we
.

II“

Ò0.0̀
Xy之1

/

!…
.
.

!

将上述两点坐标代入式 ( 2 )
,

得

A
:
5 8

。
+ B

,
C 口

。
+ C

:
= 0 ( 8 )

式中
月

1 = E
:

C 口
:

+ F
,

5 0
:

+ G
:

C夕
:

夕夕
:
+ M

。
夕0

、
C O

:
+ K

。
S 口

,

+ L
。

B
: = E

:
C O

:

+ F
:

5 0
:

+ G
:

C S
;

C S
:
+ 材

,
S 口

:
5 0

:
+ K

.

e ; = E
.

5 口
:
+ F

。
C o

:

5 0
:
+ G

.

5 0
:

5 0
:
+ M 夕 C o

, + K
,

5 0
; C e ,+ L

,

C o ; C 口;
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+ N
,
5 0

:
+ R

,
C O

:
+ 5

7

又 E
, ,

F
, ,

…
,

S
,

为由结构参数组成的系数
,

因限于篇幅
,

不再详表
。

其次
,

将矢量封闭形 D E E
声
注 A ` B B

`
C C

`
D 向

二 ;

轴投影得

S
`
+ S

。 e o s (之
。 , z ;

) + h
, e o s

.

( x , , 之 `

) + S
; e o s ( z : , z `

) + h
: e o s ( 劣

: , 之 .

)

+ S
: e o s ( z : , 之 `

) + h
。 e o s (叉

。 , 二 `

) = 0 ( 4 )

式中的方向余弦值可从下式中的相应项得到

( 0 0 1 ) [ C
` 。

] [ C
。 , 〕〔C

: : 」[ C : 。

]

/ 0 (

例如
, c o s (

z 。 , : 。
) = ( 0 0 1 ) L(J’

` 。

」! 0 {
,

等等
。

( 5 )

火 1 `
’

将式 ( 5 )具体表出后
,

代入式 ( 4 )得

A
:

5 0
。
+ B

:

C O
:

+ C
:

二 o ( 6 )

式
`

1
,

月
; 一 u

1

5 0
,
夕0

。
+ U

:
c 口

,

C O
:
十 U

3

c 夕
: 一

卜U
。

亡口
,
+ U

。

B
: = 厂

,
C O

,

5 0
:

十 厂
:
S 口

:

+ 厂
:

5 0
,

C S
:

C 。 一砰
:

5 0
:

5 0
:
+ 碎

:

c o
:

5 0 ; + 万
.

5 口
:
+ 班

.

5 口
:

C o
:
+ 研

。

C 。
:

C o ;
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又 U

从式 ( 8 )
、

+ 珍
。
C 口

:

+ IF/
,
5 8

:
+ 牙

。
C O

:
+ 班

.

: ,

U
: ,

…
,

附
。

为由结构参数组成的系数
,

不再详表
。

( 6 )消去 泞0
:

和 C O
。 ,

引入置换

= Z x 。

1+ x 置

。 。
1一 劣 里

七 U 。 二二

—
1 + % 落

\ 1
.

|
.

.

了

一

S 0

.

厂0
.

双甲 戈 :
= t 酬 一 苏

火
`

我们得到
.

式 + A
。

对 + B
:

对 + C
. 劣 :

+ R
` 一 0

_ . 、

( 7 )

式 中 A
: ,

B
。 ,

c
。

和 R
;

为由结构参数和 。 ,

角正
、

余弦函数组成的系数弓不再详表
。

在图 4 中我们若取杆 1 为机架
,

令 夕
:

为输入角
,

即得到 R R S R R机构
。

式 ( 7 )是它的位 移

方程式
。

这和文 〔 ” ’ 的结果一致
。

对于 3 R S R 机构
,

作者曾从下式

00
,上

[M
: :

] [M
: 。

] …
- 【M

! 。 〕【M一

…
一
h

`

000
月l厂11|!

、

` 欲
_

,
、

山 。 。 、
, : _ 、 , , , _ *

_
.

_ 一
, . 一

, 、 二

~
.

0
,

、 油

0
二 , , .

J
_ _ , _ , 。 ,

~ 一 ~
, 。

依次消去 e
: 、

0
3

角
,

化为半角正切后
,

得到关于 t g
架

we 或 子夕共冬的 4 次方程
。 _

L述两种机` ’ 寸

” 一 ”
了 刁

一 ~ ”
’

“ 一 “
’ ` “ 一

卫 ~
’ ~ 2 ” ’

一 ”
`

一
- -

一一” ” 一

构的最大封闭环数目都可以认为是圆和圆环面的交点数 目
。

圆和圆环面一般 只 有 4 个 实 交

点 * ,

因此最大封闭环数 目是 4
。

( u
l +

u置+ u里)
2

= 0 ( 圆环方程 )

u
t +

u重+ u聋= 0和 u ,
+ 。 u :

+ n u : 二 0 ( 圆方程 )

u `
= O ( 无限远平面 方 程 )

_

(四 ) R住RRR机 构 和 RR E R R机构

这两种机构简图如图 5
、

所示
。

将机构的矢量封闭 形 A A
`
B B

’

C D D
’

E E
`

A 向
z :

轴

投影得

S
。 e o s (之

。 , 之 :

) + h
: e o : (戈

, , 二 :

) + S
:
C a :

+ S
。
C a 。

+ h
; e o s ( 戈

` , 之 :

) +
`

+ 5
4 e o s (之

` , 之 :

) + h
。 e o s ( x 。 , 之 :

) = 0 ( 8 )

通过求
二 :

轴在 二 。 夕 : z 。

坐标系中的方向余弦
,

建立纯角度关系式

厂0 ) ` 0

[ C 3 4了【C
` 。〔C

。 ,

]〔C : : 〕 } 0 }= } S a :

仁1 / \ C a :

( 9 )

将式 ( 8 )改写为

一 。
,

S a :

s “
:
一 S

,

C a :
+ 夕

。
C a 3

+

{
S

。 ·

( 0 0 1 ) + ” 4 ·

( 1 0 0 )〔C “ “

* 月为圆都经过虚圆成各一次
,

而网环面都经过虚球卿两次
。

这些璨圆咸可由下列齐次方程术来确碑
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00
月l

+ S
`

( 。 0 1 )〔C
; 。 〕+ ”

。 ·

( 1。 。 )
}
〔C

。 ! 〕〔C
! : “

( 1 0 )

将式 ( 9 )改写为

/ 0 、
[ C

。 ,

1 f C
, 。

1 } 0 }= f C
: ,

l r C
, .

1

、
、

1 少

将式 ( 1 1 ) 代入式 ( 1 0 )
,

得

( 1 1 )

厂 0

一 h
:
S a :

5 0
: 二

.

5
。

( 0 0 1 ) [ C
。 . 〕[ C ` :

] 1 S a 。

L C a 。

+ h二 ( 1 0 0 ) [ C
` 。

] S a .

}+ S
` ·

C a 。

)

、
.

!l
we少、

.

|日21ù

` 0 0 ` ’ 〔c ` 。

,

咭a
。

a 吕

` O

+ h
。 ,

( 1 0 0 ) [ C
。 ` 〕[ C ` :

] }S a

伙C a

+ S
:
C a :

+ S
。
C a 。

式 ( n ) 的第三个分量为

厂 0 、
一 S a :

S a :

C O
: = ( 0 0 1 ) [ C

。 ` 」[ C ; :

] …S a 。

卜 C a :
C a :

火C 。 。

)

( 1 2 )

( 1 3 )

我们注意到式 ( 1 2 )
、

( 1 3 ) 右边仅包含 0
` 、

0
。

的三角函数
。

将式 ( 12 ) 和 ( 2 3 ) 消去 8
:

角
,

化为半角正切
,

得到关于
0

, . , _ .

e
。

二 , .

r g 一面 或 ` g
~

茵阴 压次方程式
。

这个结果 和 文
r “ ’ . ’ 一致

但推导过程要简单得多
。

对于 R R 刃 R R 机构
,

将式 ( 8 ) 展开后和式 ( 。 )第三分量表示式消去 5 0 ; 、
c o 。 ,
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化为半角正切
,

得到关于
, 。

粤
或 ,。

李
的 4 次方程

。

这个结果 与文 : 1 ,一致
。

R R E R R

石 石

机构可用作联轴节 「, ] 。

二
、

空间 RRR SR 机构的轨迹分析

在机构学研究中
,

连杆机构的连杆曲线研究一直是引人注目的
。

很多学者从事平面连杆

机构连杆曲线的研究
,

获得许多成就
。

这里不一一列举了
。

对比之下
,

空间连杆机构连杆 曲

线的研究就显得少了一些
。

有关这方面研究的早期 著 述 有 [ ’ “ 一 ` ’ ]
。

1 9 6 9年
,

P ir m or
s e
和

rF
e ” 一 d “ ” 朴 ” in 发表重耍论文 〔 ` ”

,

对空间三杆和四杆机构连杆曲线的性质作 了 较 详 细 研

究
。

以后陆续有论文 [ ’ 。 一 ’ 吕〕发表
。

但是到 目前为止
,

尚未见到有关空间五杆机构连杆 曲 线

的一般表示式及共性质研究的论文
。

因此作者打算从
“

代数连接
”

机构
* 〔 ’ 3 〕着手

,

先 对 空

间 3 R S R 机构连杆曲线作一些探讨
。

从原则上 t ` . ]来说
,

可以用消元法得到连杆曲线方 程

式
。

但这往往会使方程式阶数不必耍地升高
,

因此不宜单纯地使用
。 `

`一 )
、

R RR SR机构连杆曲线方程

在图 4 中
,

合杆 5 为机架
,

01 角为输入角
,

即得到 3 R S R 机构
。

这里仅讨 诊杆 3 上

的连杆曲线
,

杆 2 上的连杆曲线等也可类似地讨论
,

不再赘述
。

已知构件 3 上一点 P
,

它在坐标系 劣 。 y : z :

中的坐标为 ( a ,

b
, c )

,

在固定坐标系 戈 。

y
。 z 。

中的坐标为 ( 劣
, y , 二 )

。

现求点 P 在固定坐标系中的轨迹曲线方程
。

据坐标变换

)
- 〔M

O I 〕【M
1 2 〕〔

一 {C {
1 夕

( 1 4 )

Xy之1

儿 ( 14 ) 展开后得
“ = A

.

S B
。
+ B

`

C S
。
+ C

`

y = A
。

S 口
。
+ B

。
C 6

。
+ C

。

之 = A
。
S 夕

:
+ B

。
C 口

:
+ C

。 } ( 1 5 )

式中

。 。
一 A

:

c
,

* B
,

侧下牙弃互厂决
一

)
口 U .

~

——
~

.

二- - ~ - - ; 二二

—
}

丑 二

巡一一
-

.

_ {
。 。

一 B
,

C
,

干 A
,

侧 A 盆+ B 套一 C 全 !
气2 口 .

一— — — — —
一二二

-

一
; ; 二 一 一一 一 - -

—
一 {

A 孟+ 万毒 /

( 16 )

( 解自式 < 6 > )

A
`
= ( L

1

5 0
1

+ L
:
C 6

:

) 5 0
:
+ ( L

:

5 6
,
+ L

`
C O

:

) C O
:
+ L

。

5 6
:

B
` 二 ( M

,

S 夕
:
+ M

:
C 口

:

) S 夕
:
+ (M

。

S 夕
:
+ M

`
C 夕

:

) C 夕
:
+ M

。
S 夕

:

. 所谓
“ 代数连接

” 是指由转动副
、

球副等等构成的连垮
。

因为肉这些运动副烤接的机构的连杆曲线为代数曲线
。

娜婉副为
“ 非代教连接

”

的通动副
。
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又

C
; 一 ( N

1

5 0
,
+ N

:
C 0

1

)
`

夕0
:

+ ( N
·
5 0

:
+ N

`
C口

1

) C 夕
:
+ N

·

S e
:

+ N
O

C夕
:

A
。 = (O

:

5 0
:
+ O

:

C O
,

) 5 8
:
+ ( O

:

5 0
:
+ 0

4
C 0

:

) C O
:

+ O
。

C O
,

B
。 ~ ( P

1

5 0
:

+ P
:
C O

,

) 5 8
:

+ ( P
:
5 0

1

+ P
;

C O
:

) C O
:
+ P

`

C S
:

二
, .

C
。 = ( Q

,

5 0
:
+ Q

:

C O
,

) 5 0
:
+ ( Q

。
亏8

,
+ Q

;
C O

:

) C口
:
+ Q

。
5 0

:
+ Q

。
C S

:

A
。
~ R

:
5 0

:
+ R

:
C 夕

:
+ R ` 一

,

B一 S
:
5 0

:
+ S

:
C S

:
+ S

:

C
。
~ T

:
5 8

:

+ T
:

C 口
:
+ T

。

乙
:

L
: , … ,

T
:

为由结构参数组成的系数
,

不再详表 ;

昌二一目留

又 S 夕
: =

2戈 :

1 + x

1一 X

1 + x

X :
一 “ : ( ` ’ , ’ 3 ’ 4 ) 一

令
·

因此
,

式 ( 15 ) 就是以 O
:

为参数的连杆曲线参数方程
。

对于共他带球副的五杆机构
, ;

也可

用类似方法推导连杆曲线方程
。 ,

一
_

! 么 : 件

(二 )
、

RR R SR 机构连杆曲线的阶数

为了求出由式 ( 1 5 ) 所确定连杆曲线的阶数
,

据空间中的 B “ 。
对 定理吧

` 〕 ,

我们必须

求得该曲线和任意平面的交点数目
。

设三维空间中任意平面方程为
、

K
: x + K

: y + K
: 之+ K

4 一 O

( 1 5 ) 代入式 ( 17 ) 中
,

得

( 1 7 )

一3昌

(K
:
A

;
十 K

Z
A

。
+ K

:

A
。

)
· 一 月

:
C

,

士 B
:

侧
`

A 里+ B 聋一 C

+ ( K
:

B
`
+ K

:
B

。
+ K

。
B

。

)
· 一 B

:

C
:

干」 :

杯 A 重+ B聋一 C二

A 孟+ B 夏

+ ( K
:

C
`
十K

:
C

。
+ K

3

C
。
+ K

`

) 一 0 ( 1 8 )

( 1 8 ) 中带根号的项移到方程右边
,

两边平方
。

然后作置换

月口乃
U

CC
昌,
`

2 x l

1十 x 贾

1一 工

1十 %

,含一2吕

昌2

Z x :

1 + x

1 一 X

1 + 劣

( 1 9 )

n仔n“SS

式 中
0

,

戈 1
~ Tg

一 凡七一

乙

. _

夕
。

劣 :

= 1 9
一

.

好一
乙

拜引入齐次坐标

劣
y ,

y 3

戈 昌 —
y :

y 。
( 2 0 )

*

从式(7 )解得
x : , 一般 4 次代数方程的解法见库洛什 《 高等代数教捍》 。
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整理后得

2 1 12
习 艺D ` y 了y 雪y 盆

—
一 「

j= 0秃 ~ 0

4 4

艺
.

艺 厂 y p俨 y “ ’
y 孟

`-

= m o n= 0

3 3
` ” ” ’

+ 艺 艺 厂g 夕全
护 ’ ` 夕盖“

` 夕轰
“ 一 ’ ` 护 “

`
”

r= o t= 0

~ 0

式中

(2 1 )

D ` (`1 =
, … ,

1 6 9 ) 为由结构参数和 k
; ,

…
,

k
`

所确定的系 数 ; r p ( P二 1
,

…
,

25 和 厂 q ( q 二 26
、 … ,

41 ) 是由结构参数所确定的系数 ; 一般它们都不等于零
。

在射影平面上
,

点 I
:

( 1 ,
O

, O ) 和 I
:

( O
, 1 , O ) 分别为式 ( 21 ) 分子 所 确 定 曲 线

的 1 2 重点
,

也分别为式 ( 21 ) 分母所确定曲线的 8 重点
。

因为
,

此如
,

式 ( 21 ) 分子 的 曲

线对于奇点 I
,

和 I
:

直至 n 阶的偏导数均等于零
。

拜且奇点 I
, 、

I
:

与 D
` 、

r P 和 厂 q 的

值无关
。

对式 ( 7 ) 作置换 ( 1 9 )
,

拜注意到 二 ,

和 戈 :

还必须满 足 式 ( 7 )
。

引入式 ( 20 ) 齐

次坐标
,

则式 ( 7 ) 化为

4 4
艺 艺 H

` y 犷y 尝y :
一

了
一 ’ = 。 (2 2)

了= O 儿= 0

式中 H
` ( i一 1

,

…
,

25 ) 为由结构参数组成的系数
,

一般不等于零
。

在射影平面上
,

点 I
,

和 I
:

分别为式 ( 22 ) 确定曲线的 4 重点
。

而且 奇 点 I
: 、

I
:

与

H
`
值无关

。

这样
,

求空间连杆曲线与任意平面交点数目的问题就化 为 求 由 式 ( 21 ) 分 子 的 曲 线

与式 ( 22 ) 曲线交点数 目的问逻
。

这两条曲线的交点数目为 8 x 24 址 19 2 个
。

但是奇点 I
: 、

I
:

不属于机构位移方程 (7 ) * ,

因此首先必须除掉在奇点 I
、 、

I
:

处相交的交点数 目 2 火 4 K 1 2

二 96 个
。

其次
,

还须除掉使式 ( 21 ) 分母为零的交点
。

从式 ( 18 ) 可以发现 式 ( 21 )
’

分 母 的

曲线 ( A 聋+ B雪= O ) 包含在分子的曲线中
、 因此式 ( 22 ) 曲线与式 ( 21 ) 分母曲线 的 交 点

数 8 x 16 一 12 8 个都应除丢
。

但上面已除去该两曲线在奇点 1
1

和 I
:

处的交点数 2 只 4 、 8 ~ 64

个
,

所以还须再除去 64 个交点
。

因此
,

由式 (通5) 所确定的连杆曲线的阶数为 32 阶 ( 1 9 2一

9 6 一 6 4一 3 2 )
。

(三 ) RRR S R机构连杆曲线的虚点问翅

我们知道
,

平面四杆机构的连杆曲线是虚圆点曲线
。

现在来考虑是否空间 R R R S R机

构的每条连杆曲线均通过某一虚点
。

对式 ( 1 5 ) 引入齐次坐标

( 2 3 )、
一
、

一一
,̀、

一
、

一一y
lu

一
u4

一一X

份 比如对于奇点卜
, x , = ;

, x : =

夸故
。 , = 二 ,

。 ; 二 。 , ,

并不适合式 ( 7 ) ,



北 京 工 业 大 学 学 报 总第9 卷9 18 3年 第 3期

我们将 S夕
。 、

C 夕
。

以式(2 6) 代入
,

对 9
: 、

夕
:

的三角函数作置换 ( 1 9 )
,

则式 ( 1 5 ) 化为

u , 二 了
`

(一 J
:
J

:
士 J

:
J

: :

) + J
。

一

( 一了
:
J

。
干 J

,
J

: :

) 十 J
。
( J 受十 J : )

。 : 二 J
,

( 一 J
,
J

。
士 J

:

J
l :

) + J
。

( 一 J
:
J

:

干 J
:
J

: :

) + J
。

( J 全+ J 君)

。 : = J
: 。

( 一 J
,
J

:

士 J
:
J

, 。

) 十 J
, ,

(一 J
:

J
。
干 J

:

J
, 。

) 十 J
: :

( J 全午J 封

“ ; 二 ( 1 + 对 ) ( 1 + 式 ) ( J 全+ J 盆)

( 2 4 )

、
、产

、 、Z尸pé门十钊9ó,曰了.
、产叮、

1
.、esz.I,少

式中 J
: 。 二材 J 璧+ J 孟一 J 彗

,

J
: ,

J
:

一

, … ,

再详表
。

我们先考虑令

1 + % {二 O ,

1 十戈 里~ 0

拜规定 二 ; ~ 二 : 一 f
。

将式 ( 2 5 ) 代入式 ( 24 ) 得

“ : 二 a h
:

+ R f

u :
二 一 R + a k

: `

u 。
二 u ` “ 0

J
: :

是 戈 , 、
x :

和结构参数的 表 示 式
,

不

式中 R 一 干 b厂 ( , : 一 。: azS
:
一 s : s乙

:

) + 2 5
:
,

:
S a “ +

+ ( a s
:

一 e h
。

) S a : ,
f = 侧一 1

.

下面对式 ( 26 ) 进行一些讨论
。

a ) 当 a 今 O
,

b今O
, c拐 0 时

,

连杆曲线不存在公共虚点 ;

b ) 当 。 二 O
,

b等 。 , c箫。 时
,

点 k
。

( i ,
一 1

, 。 ,
o ) 为 y

。 z :

平面上所有点 (原点 D 除

外 ) 的连杆曲线的二重点 ;

。 ) 当 a今 。 ,
b = o

, 。
今。 ,

S a :
= o 时

,

点 k
。

为 x 。
Z

:

平面上所有 点 (原 点 D 除外 )

的连杆曲线的二重点
,

也为连杆上所有点的连杆曲线的二重点 ;
’ .

`

d ) 当 a 今 O
,

b等 O
, 。 一 O时

,

连杆曲线不存在公共虚点 ;

e) 当 a今 O
,

b二
。 ~ S

:

= O时
,

点 k
。

为连杆 劣 :

轴上 ( 原点 D除外 ) 所有点的 连 杆 曲

线的二重点
。

我们知道
,

式
·
,+

· ,十· “一 ” 表示顶点在原点的虚圆锥 ;

《
十 “ 孟十 “ 套

而 f
u

气封 貂驾
圣一 ”表示虚球圆” 平面一

” 的交点
,

即虚 圆 点 “ 。 、

二 。表示虚球画 ;

,
士 1

,
0

,
0 )

。

如果在上述过程中分别规定 a ) x l

二 ` , 戈 :
二 一 i ; b ) 劣 :

二 一 i
, 戈 :

= 矿: c ) x :
二 一 i

,

二 : 二一八 可以得到和上述类似的结果
,

这里从略
。

我们注意到在上述情形中可得 到另一个

虚圆点 I
。

( 了
, i ,

0
,

0 )
。

下而进一步讨论三种情况
:

a ) 1 + x 全= o
, 1 + 二置今 。, 二 :

二 i ; b ) z + 二孟= o
,

z + 二圣等。
,
戈 :

~ f ; c ) J 全+ J 盖= o ;
`

对
。 )

、

b) 两种情况
,

我们分别将上述式子代入式 ( 2 4 )
,

可得到与式 ( 2 6 ) 相似的表

递式
。

我们知道所有虚点都必须满足下列虚球圆方程
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时十 “ 盖+ “ 毛= 0

“ `
= 0

为了确定相应的 二 :

(x :

)

都得到恒等式
。

也就是说
,

}
值

,

必须将 “ :

等代入式 ( 27 )
。

我们发现在
a )

、

b )

( 2 7 )

( 2 8 )

两种 情 况

对于任何的 x :

( `
,

) 值
, “ 1

等表示式都表示虚点
。

不过
,

这 些

虚点一般都依赖于 P 点坐标
。

对于一些特殊情况
,

也可得到虚圆点
。

比如 对 于 情 况 b)

当 x : ` a二 O时
,

我们可得到一个虚圆点
u :

= i
,

,

u :
= 一 C a , , “ 。

= 一 S a , , “ ` = 0 ( 2 9 )

式 ( 29 ) 表示坐标系 x 。 y 。 二 。

中平面
z 二 t g a , ·

y + 。 上的一个虚圆点
。

对于情况 o)
,

可分下述三种情况讨论
:

、

1 ) J
l
+ J

: ` = 0 ,
J

: 一 J
: ` = 0 ; 2 ) J

:
+ J

: ` = 0
,

J
: 一 J

: `今 0 ;

3 ) J
:
+ J

: `今 0 ,
J

l 一 J
: ` = 0:

结果是类似的
,

这里从略
。
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