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[摘要 ] 本文给出域 G F ( 2)
_

E的矩阵具有重量保持性质的充分必耍条件
,

拜证明

了此性质关于矩阵的叉积不变
。

此外还证得一个重量不等式
,

系通常三角不等式的

推广
。

言

将二项式系数构成的矩阵按 m o
dZ 方式 (亦即奇数作为 1 ,

偶数作为 0 ) 写出可得
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一 ` ,

M as se y 川 发现这一矩阵具有一种十分有趣而又重要的性质
:

任取阵中若干行之和 (按

m
o d Z求和 )

,

所得的和向量 中
“ 1 ”

的个数总不少于所选取的头一行中
“ 1 ”

的个数
。

例 如第

4
、

6
、

7 三行之和为 ( 1 0 0 1 0 1 1 0一 )
,

有 4 个
“ 1 ” ,

而所选取的头一行 (即第 4 行 ) 中 1

的个数镇 4
。

一般对于由 。
、

1 组成的向量
,

我们称其中等于 1 的分量 个数为此 向 量 的 重

量
。

于是由 B
`几 ’
的这一性质尤可推知

:

若将阵 B
` 几 ’
中重量小于尤的行向量去掉

,

得到子矩

阵 K
,

则 K 的任意几行的和向量
,

共重量必大于等于 k
,

这一性质正是现代代数编码理论所企
` , _

一
。 。 _ I _

~
. , , _ 二 , , , , 。

二 ~ 一
_

,

一
, 、 ,

一
, , _ 二 二 , L

,t
,

一 厂 k 刁 /
, , _

k
_

、
二 L
二

求的
,

它表明由 K 生成的纠错码
,

至少可以查知几一 1 个错
,

纠正 [言」\或亏一 1
夕个错

。

M as
: e y 还利用 B

`九 ’
的这种重量保持性质于组码及卷积码的研究

,

得出了一系列重耍 的结

果
。

其后
,

班 ol f 在综述文
〔 “ 三中肯定了这一重耍的发现拜予言它将有重要的应用

。

由矩阵重量保持性质的重要性
,

一个很 自然的问题便是
:

一个 ( 0 一 1) 矩阵究竟应满足什么样

的条件方具有此种性质 ? 对此本文给出了充分与必要的条件 (定理 3 )
。

由此定理进而可证

明此性质关于拒阵 的义积不变 (定理 4 )
。

亦即若阵 A 和 B 都具重量保持性质
,

则 A x B 亦
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然
,

特别因 “ 协 ) 一 “ 欠 ” /

一
`

,

而 ” 一
傲)

,

显然具重量保持性质
,

从而 “ ( ” )

亦具 重量

保持性质
。

此外
,

我们还证得了一个重量不等式 (定理 2 ) 系通常的三角不等式的推广
。

由

我们的结果将可导出许多具有重量保持性质的多项式集合
,

从而为一类新的码之构造提供了

潜在的方法
。

1 矩阵 B ,
及重量不等式

本文以 a
、

刀
,

…
,

占等希腊小写字母表示 ` F ( 2 ) 〔亦即由 0 , 1 按 m o
dZ 进行加法与

乘法构成的一种域 ) 中的元 ; 以 f
,

j, k
,

l
, 。 ,

等表 示整数
,

又以 a ,

b
, c ,

等表示向量 ;以

A
,

B
,

C等表示矩阵
,

.

弓厂 ,

g
,

令
,

等表示集合
。

设了 为才三 { 1
, 2 ,

…
, n

} 的一个子集
,

此种子集可与 O镇艺续 2乃 一 1的数 f一一对应
:

称一 1
二
聪

`。
* : 2 ”

~ 一
>

穿 (约 二 { 了}行等 0}
k = 0

这里八为 i的二进展开中的各数位
。

今考查某线性码留
,

设其生成矩阵为
、
1
.

…
g

g

式
夕 ; 三 (雪。 :

… 省、 )

行向量的全体构成集合留 = {

合必能与数 i一一对应
:

g
: ,

…
,

g 。
}

,

这样留中的每个码字 C作为诸 出 的某种线性组

C 三 C
` = 宾

夕: 二 军 i 。 夕。

k 〔
了 ( f ) k = 1

这里 i 。 二 0
,

1视为 G F ( 2 )中元
,

为强调此码 C `源 自集合子
,

有时记作

C
` (爹 ) =

宾 i * 夕。

k = 1

码字 C ` (子 )的重量 (亦即码字向量中 1 的个数 ) 记为研
`
或平

` (箩 )
:

/ 称 、

砰
` (多 )二不

` 二砰 ( C ` (子 ) ) 二不《 乏马 f 、 g 。
)二牙 ( 芝马 g 、 )

“

k = 1
·

/
k 〔 L ( i )

另一方面
,

每个二元列向量 h二 (君
,

…
,

君矽
T
也可与 i相对应

:

h = (君
: ,

…
,

省劝
T

~ 一
f = f 。

千 ; 2 无 i 。 二牙 (省。 )间写=k0
这里不 (动 表示舀

。 G F ( 2 )之重量
:

研 ( 0) 二 O
,

班 ( 1 ) 二 1
.

对任一数 f :
O( i ( 2 外一 1记

d ( i ) = ( `
, , ` : ,

…
,

i , ) T

为与 f的二进展开相对应的列向量 ` 。 二 0或 1视为 G F ( 2 )中元
,

拜记

D , 二 ( d ( 0 )
,

d ( 1 )
,

…
,

d ( 2外 一 1 ) )

一 9 一
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以

一一

共中 川
外 a 孟

外 ’ ,

以
外 ’
表示阵 D

, 的各行
。

又记

b霍
” ’

== 工二 ` 。 a
扁
” ,
二

k = I k
公

a
孟

, ,

( 1
.

2 )

萝
。 ( i )

(当 i = o ,

从而 穿 ( i ) = 萝 ( o ) = 功即空集时
,

和式约定为零 )例如 1 2 = ( 1 1 0 0 )
: ,

故 L ( 1 2 )

= { 3
.

4 }
,

于是b f晋
’ = a

奋
外 ,

+ a
乏
外 ’ = ( 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 00 1 1 1 1 1 1 1 1 … … )

由上述定义不难推出次之引理 1 与引理 2

引理 1 记 I = ( 1
, 1 ) J = ( 0

,
1 )则

( I ) a孟
几 ,

( l ) a盛
几 ,

X l = a

石
, ” ’

( I ) 1 x a孟
, , 二 o盗赞丈

` ’ ;

二 1 x I x … x 1 x J
x

I x 一 x l
、 _ _

_
/

这里 A

引理 2

( ` ’ {

k 一 1项 n 一 k项

x B 表示阵的叉积
,

定义为

A x B = ( A b
` , )

设 0 ( f ( 2外一 1
,

则

b奋
乃 “ ’

~ b ;
外 , 义 I

: ` 。 , 1 、

/
。 ( , )

下
。 、 , \

.

勺元+ ` ~ 洲
`

一

, 口 `
一

/’

( I )

( l )

b互贾“
’
= 1 x b ;

, ,
;

b百令幸
:
= 1 x b夏

朴 一

” + b f
拓 ’

= b夏令
’
+ b二

, ,

这里 。 ~ 1 , i = o ,

又 一般对于阵或向量 A ~ a(
`
户

,

记月 一 ( a `
力

伪广
,

\

定义 I A , 三 r。 、
, ,

!

厂
` , ,

…

等

、

1
ee

l
/0 0

O 1

1 1 0

0000

一一例如刁
:
二 「0 0 刁

L 0 1 」

, ,

_ , 月

厂 0 0 勺
, 广 A o A 。 门 ,

` _

~
, 、

引理 3 A
:
~ } X丫 }

,

A 。 , :

一 } “ 外
兰

几
1 ( n ) 1)

“ ~
“ 一

`
! 0 1 」

’

一 孙 于 `

l ,

二 l
、 - -

一 一 `

-L U 工 一 L A , A , J

证
:

由定义及引 2 / ( I )立即可得
。

由引 3可见
,

A , 的第一行及第一列为全零
,

故而 引出

定义 2 记 B 二为刃 , 中去掉第一行及第一列得来的矩阵
。

定理 1 记 E 三 E Z , 为 2” 一 1阶方阵
,

E 一 (“ `
户

,

` , 一 1 ; I
。 ,

为 2 , 一 1 阶单位阵
,

妇 一 沐

一 I Q一



则视 B
, 为实数阵时有

:

( I ) B
,
对称

,

每一行 (列 ) 均有 2 , 一 1

个 1 :

( I ) E B , 一 B o E 一 2朴
一 ’

E ; ( I ) B孟一 2肠
一 ’

( 1 2 , 一 z + E ) ;

(加 2B 孟一 E 凡一 2B 孟一凡 E 一 2”
一 ’

几
肠一 o1 由此尤可推知 B云

`

存在
,

且 B云
’
= 2 ` 一路

打对
ō IJ北几过一月儿为遵A厂.L

( ZB
, 一 E ) = 2

又 一 , ( B , 一 B , )
。

证
:

由 B , 之作法及 A 北 , :
-

接推出
。

对于 ( I )因

施行归纳法易证明 ( I ) ; ( I )可由 ( 1 )直

、
、产nQ

.

心王了.、

、 .

!
11… … 0

B 孟
故只须证明月孟二

0
。二 。 。 。 。 . 0 . 0 . 。 。 . 0 . 。

… 0

2 括
一 ’

( 1 2
,
一 i + E )

0
ù
UO…O

/口,....1万..、

一一
.肠A

\ 0

此式当 n = 1 时显然成立
。

归纳假设 ( 1
.

3) 当n 二 k时为具
,

于是

尹
了
.

l
se
、、、 llweeees了A 孟

, :
= A 北 A .

A 北 A 为

A
加

A
.

A . A 加

2刁孟
`

过完+ A : A 。

A孟十 A
o A o A 。 + A 孟

( 1
.

4 )

因 九十九一凡
: ,

故 A孟+ 刁
: A 。 一 刁 ,

E Z。 但 A :
除第一行外

,

每行有 2”
一 ’

个 1
,

故

( 1
.

5 )
无O自

、

l
wewe

J

J

10ù一ù护
0E

ǔ
U
J
I…
J
上

月孟十 A , A 。 = A 。 E
: : =

同理 A ; 十牙
, “ 。 一 E Z。 “ 。 一

{

{

0 1
0 . 。 二 。

1

2无
一 又

( 1
.

6 )…
.

!
.

了

0 。

三。 2招 一 1

又心 ==( E Z、 一丸 )
’
= E孙一 E Z、九一九 E Z。 + 心

,

而由归纳法假设

0 0
· · . · . . · . · · · .

… … 0

瞥
` 2、 一 1 + E Z: 一 1

0

( 1
.

7 )
儿9自

、

!
.11

/
.

1
、

一一
.几AO山

此外 E孙
= 2“ E Z、 ,

由此易得

心 + 心
二 E是

。 一 E Z。

丸一丸 E Z。 十 “
心

= 2”
一 `

( E Z。 + 1 2。 )

将此式连同 ( 1
.

5 )
,

( 1
.

6 )及 ( 1
.

7 )式代入 ( 1
.

4 )即可完归纳证明
。

( Vl )可由 ( I )及 ( l )道接撇

出
。

今对 。 维二元向量 b = (刀
: ,

刀
: ,

…
,

口矽 记

穿
:

( b ) = { j /刀,共 。 }
,

丫
。

( b ) = { j }刀, = 0 }

定理 2 (重量不等式 ) 设 b = (刀
1 ,

口
· ,

’

“ ,

刀2二 一
l) 为 B !

中任意一行
,

则对任食

一 1 1一



的向量集合了
= {。 :, 。 : ,

写

… , a ,

} 有

不
` ( j 厂) ) 工车 牙

` (
忆
戈了 )

i 。穿
:

( b )

例如
:

对 n 二 2 ,
B

: 二

i 。

彭
。

( b ) ( 1
.

8 )

)
,

取 B
艺

的最后一行 6一 “ `” ,
,

此时女
几 `6 ,一 { `

,

2 }

J

,1, .一0011
,10,上

穿
。

( b ) = { 3 }
,

因1 = ( 0 0 1 )
: , 2 = ( 0 1 0 )

: , 3 = ( 1 1 0 )
: ,

故 ( 1
.

8 ) 式化作 平 ( a ;

) + 平 ( a :

) )

牙 ( a ,

+ a :

)
,

此即通常的三角不等式
,

其中
, a : , a :

为任意的向量
。

又如对于
n = 3 ,

取 B
:

的

最后一行 b = ( 2 1 0 1 0 0 1 )
,

此时 穿
1

( b ) = { 1 , 2 , 4 , 7 }
,

穿
。

( b ) = { 3 ,
5

, 6 }
,

故有

不
:

+ 砰
:

+ 牙
`
+ 附

,

) 不
3

+ 研
。
+ 研

。

或即对任意三个向量
a : , a : , a 。

有 平 a(
;

) 十才 a(
:

) 十

那 ( a 。

) + 研 ( a :
+ a :

+ a 。

) ) 班 ( a ;

+
a :

) + 研 ( a :
+ a 。

) + 班 ( a :
+ a :

) ( 1
.

1 0 )

定理 2 之证
:

我们首先证明不等式 ( 1
.

8) 对于一维向量集合
a ; = ( ( m )

:

)
, … ,

际 = ( (。 )矽
,

亦即
.

丫 = 一 二 { ( 。 )
: ,

(爪 )
: ,

…
,

( 。 ) 二 } ( 。 固定 )

成立
。

因 B , 一 B , 二 B , 一 ( E 一 B 砂二 ZB
, 一 E

,

故由定理 1

(凡 一 几 )B
,
二 2

” 一 `
1 2 、 一 1 ) 。 (系指矩阵的每个元素大于等于零 )

因此 B
,
B , ) B , B , 。

于是对 B , 的任一列 (雪
: , … ,

夕。 ) T (件二 2 ” 一 1) 及任一行 b必有

b (雪
: ,

…
,

雪二 ) T多 b
’

(占
: , … ,

雪。 ) T 。

但由穿
:

( b) 及穿
。

( b) 之定义易知

b (占
: , … ,

省砂
T 一 或 睿。 ,

b (君
: , … ,

占。 ) T = U 舀:

k 。
丫

:

( b ) k 〔
了

。

( b )

故对 B , 的任一列 (省
, ,

… 及任一行 b 有

或
k 〔
罗

:

省, ) T

占: )
( b ) 掩〔成 如

丫
。

( b ) ( 1
.

1 1 )

另一方面
,

由“ · 及氏之作法易知凡
一

仁
、

瑟
(
{犷

’ ·」
,

`

枷从 ` 到 2 ’ 一 `
,

`为行数
, 从 为列

数
。

式中和式 、

后
( *

{
优 ’ ·

系视 (胡 ’ ·为 ` 尸 `2 ’ 中元求和
,

女9、

瑟
(
;夕
’一 ` 5’ 1 十 ( 5 ,

名 一 ` 十 。

= 1等
。

由此可见 (1
.

1 1) 式等价于对 B
、 的任一行

一

b有

, 。

夕
(。 )

(
、

石
( `

{
优 ’ ·

)
) 、 。

豪
(。 )
(
*

署
( `

{
“ ’ ·

)
将 (。 )

: ,

…
,

( m ) 二看作
, :
个一维向量

,

记一 = { ( m )
: ,

…
,

( m ) ,
}

,

则上式即

`。

夕
( 。

厂
“ ~ ’气

。

勇
(

荞
` (

’ ” ’
。

因附可取 。 ( ? ` 2 “
一 ` 的任意值

,

故上式 表 明 不 等式

( 1
.

8) 对任意
n
个一维向量组成的集合

.
.

月犷成立
。

由此不难推知 ( 1
.

8) 对任意
n
个 P维向量组

` 习了

也成立
。

注意
,

由证明中可见
,

定理也可叙述成

定理 2
产

对任意的了
= { a : ,

厂甲
1不

…
, a ,

} 成立
\ 、 |!

J/

( 刀犷 )

(
L

万
尹

)

甲 2
外

二1 (了 )
) O

!
l、、、.声/

一外B
z了医、、

一 1 2 一



2
.

矩阵的重量保持性质

对于一个
n行的矩阵 G= (氛 户

,

因它的每一列均为上一节所定义的 D , 中的一列
,

故当

G 中诸列次序无关紧要时
,

G 可以用一组数 l
`
来描述

:
G 由 l

。

个 d ( 0)
,

l
!

个 d l( ),
’

一几
,
一 1

个 d ( 2
3 一 1) 组成

,

亦即若记
「

才
`
( G ) = { j }(雪

, , ,

…
,

雪, , ) T = ( i
: ,

…
,

s , ) T
}

则 l
` = !

`

矛
,

` ( G ) !

!
、

矛
产 `

!表示集合
卜
矛

产`
中元的个数

。

一般 l ` = O或 1
,

亦即我们一般只须考查诸列互异的矩阵
。

· · 3

一
“ 一

…夏{
,

· · · · `· · 向 ·
,

· · ·

一
’

酬
`
一

k : 1镇 k (
n及标号集合旁Z C 王寿十 1

,
k 十 2

,

…
, n }有

平 ( a 。 + 工二
a , ) ) 平 ( a 。 )

j ` 每Z
( 2

.

1 )

这里研 ( b) 表示向量 b = (夕
: ,

…
,

刀动的重量
,

亦即 刀
`
中 1 的个数 (注意这里 刀

` 。 ` 尸 ( 2 )
,

故刀
` = 0或 1 )

。

用上节的记号
,

定义中的条件 ( 2
.

1) 也可改写成
:

对任意的 ` : 1 ( `镇 2 , “ 及
忆

了
。 三 { 心

,
a : , :

… a 、
} 有 研

: ` 一 ,

(
`
了 、 ) ) 平

:

C灭了、 ) == 牙 ( a 。 )

引理 4 设
`

丫二 {
a : , a : ,

…
, a ,

}
,

则

平
: ` 一 :

(
L

习了 ) ) 平
:

C刀
尸

) ( i 二 1 ,

…
,

2卜
盆

)

当且仅 当 刀
。 _ :

(△
: ,

△
; ,

△
。 ,

…
,

△
。 , 。 、 一 : , 、

) ’ ) o或
`

闷一卜 月 “ 肠 一 二 、

“
: ’

“
` ’

目
.

”
“ 2 ( 2拓

一 王
一 1 )

7

一
U

从

( 1
,

一 1 ) “ C , 一 :

) ( I
。 ,

l
:

’

二 ,
12 、 一 i ) T笋 o ( 2

·

2 )

共中△
: ` = l

: ` 一 l
: ` , :

( i = 1
,

…
,

2
器 一 ’

)
,

C , 一 :

为 A 。 一 :

中去掉第一行所得之阵
。

C , 一 :

与

B , 一 ,

均视为实域上之阵
。

例如对 n = 2 ,
B , 一 ,

= B
:
= ( 1 )

,

( 2
.

2 )即 ( 1 )
·

△
:

) 0即△
:

) 0
,

对
n = 3

B
, 一 :

= B
:
= 故条件即为△

: + △
。 ,

△
. + △

。 ,

△
: + △

`

) O

、

l
卜

ljj
上,占001

J
l

J土01占

证
`

“ 一:夏
、 : 一 1

1中有一列与 m = 军
。 。 十 , 2“ 相应

,

亦即该 FJJ 为 ( m
: ,

m : , ’ ` .
, tn ,

/ k 二 0

则该列对牙 a(
:

)的贡献为牙 ( 。
:

)
,

另一方面由B , 定义
,

对任意的 1镇 `镇 2蛇
’ ,

乏霉 璐 。

k
〔

多 ( 2 1一 1 )

为 B ,
中的一个元

,

而 乏乌 。 。
对研

。 : ,

C月厂)的贡献为牙
: ` 一 1

( m ) = 牙 ( 公
。 : )

,

一 `
一

` 。 ’ 一 ` ’ , “ ”
二

1
_ , ,

尤丫
一

万( “ ” ` ” 2 1一 1
、

~
产 曰 J

外
`
份

、 / “ ” “ , 一 ’ 、

~
z ” 飞

_ _
J

刃了
, ,

丫
` ’

k 。
牙 ( 2 1一 1 ) “

一 上
k 0

9 ( 2 1一 1 )

因而 A 中此种列对平
: ` 一 ,

(七习了 ) 一牙
:

(
忆

丫 )的贡献为 l贰班
: ` _ l

( 。 ) 一牙
,

( m ) )
。

所以

2器 一 1

不
: ` 一 ,

( ` “ 犷 ) 一 W
:

(
吧

丫 ) = 工二 I。 (牙
: ` _ ,

( m ) 一矿
,

(。 : ) )
阴 二 0

一 1 3 一



二 (牙
: ` 一 :

( o )一护
:

( o )
,

伊
: ` 一 :

( l ) 一分
:

( 1 )
,

…
,

分
: ` 一 :

( 2
“ 一 1 )一沙

:

( 2
沁一 1 )

一 l
卫 ,

… 12
几 一 i ) T

但 (班
: ` 一 :

( 0 )
,

平
: ` 一 ;

( 1 )
,

…
,

不
: ` 一 :

( 2 冷一 1 ) )为 A
,
的第 2 1行

,
故

才 “
一 :

(
L
习犷 ) 一牙

:

(
忆

月了 )

一
(〔

“蛋曹2
工

」
, 一

〔
“
:
” ,」

。

)
( ,

。 ,

,
` ,

这里 [
“
卿

:

」
。
表示将 “卿

:

视为实数
。

不难证明

12 , 一 i )
’

( 2
.

3 )

(「
“

:了)
:

」
二一

〔“ {
” ,」

二

)
一

仁
( ,

,

一 ` ) X “
:

n 一 ” 」
二

( 2
.

4 )

将 ( 2
.

4 )代入 ( 2
.

3 )可见

班
: `一 (、 卜牙

1

`、 ,一

(
( ,

,

一 , , X

〔
“
:笃

` ’」
二

) (
`

。 ,

`
: ,

…
,

`2一 1 ) ·

容易验证

( ( 1
,

一 1 ) X b ) ( l
。 ,

1
1 ,

一 12 璐一 i ) 了一 b ( I
。
一 l

: ,

l
:
一 I一 l一 l一

`

一 12 , 一 2一 12 , 一 i )
T

故班
: `

一 :

(
`

丫 )一平
:

(确犷 ) ) 0 ( i = 1
,

2
,

…
,

2 协
一 几

)等价于

n甘

多

、 、eeleesesel
.̀.声l

△△ù

△
。 , 。

石 一 `

/l
.esse|l|
||
l!毛set、、 、 .

1|
.

|
esi

l
.

l/

j
上

1)1)1)一卜卜…卜ù
矛、̀01侣tl1gú

.

口
,

O
尸O

了去̀11̀.lllsees件,.、

由 A
, 一 :

定义
,

上式即 A , 一 :

(△
。 ,

△
: , … ,

△
。 , _

。
) ,

) O
白

一一 自

几 一 (△
: ,

△
`

…△2(2
,

一 l))
丁

到

这等价于

证毕
。

, 闷

定理 : 设 , 一

{期则 A具重量保持性质
,

当且仅当共 l 数潇足

( 1
,
一 1 ) x C

, 一 :

i 一 1
尹
z 一

一
~

- 一
、

1 x I x … x I x ( 1
,
一 1 ) 欠 C , 一 `

称一 2
尸一

—
一产

一
一 ~ \

1 x I x … x l 、 ( 1一 1 ) x
C

:

{

…
) 。

…

/

!
l||J

.
|es
es

.

|
.

|l\

证
:

记、
、

:
、 , · 、 , 、 ,

…
, · 。

} 女口前
, 、 。 一

…洲
,

记 A 。
的 ,数为 ` (“ ,

,

,卿 … (寿 )
l ( 2”

一 “ · `一 i )
,

易验

一 1 4一



z:壳
十 , )

f l (舟 )
、

:

一 `
:宁’

· `:宁入
一 “ , ` ’

{;i孙
、

{
一

’ ` . ` ’ `

k
产 z

一
一 -- -

一
、 、

一 ( 1 x I x … X l ) ( 120 1
,

12
、 i + i

,

一 12。 ( i + i )
一
i ) ,

今将引理 4 用于
`
习了、 可见

研
: ` 一 , (

月

戈了。 ) ) 平
:

(
`

了
: ) i 镇￡( 2”

一无

当且仅当 ` ( `
,

` , · C一 ,

(
` (秃’

,

` (
掩’ ,

… ,

粼
, :

一 1

介
。 或

食
厂尸一一~一~ 一~ - 、 、

k

( ( i
,
一 l ) 汉 C , 一 。 )〔 I x … x l , `

” I x 。 · 。
x l

0 , 1 ,

’ ` ’ ,

12外一 1 ) , ) 0

k

/

此即 ( ( 1 x l

一
.

~
~
`

X
x l ) x ( 1

, 一 1 ) x C , 一 。 ) ( I
。 ,

l
: ,

12 , 一 i ) ’ 异。 证毕
。

例当
n 二 3

,

即

厂1 一 1

! 0 0

! 1 一 1

\ 0 0

0 O

1 一 1

1 一 1

1 1

1 一 1

1 一 1

0 0

一 1 一 1

{{(
:
{
) 。

j k l
:

/

由前三个不等式可见
:

若 l
:

< l
。 ,

则须 l
;

> l
。 ,

I
。

> I
, ;

若 l
`

< l
` ,

则须 l
:

> I
。 ,

l
。

> l
: ;

若 l
。

> l
, ,

则须 l
:

) l
。 ,

I
`

> l
。 。

另外易知
,

若 l
: ` 一 l

: ` , ;

> O
,

则必浦足上述之不等式
,

由此易解得全部解为 (限于 l ` =

即 A诸列互异
,

且诸行非零时 )
:

3 4 6
,

2 5 6 ,
2 4 7

,
2 3 4

,
2 4 5

: 3 4 5 6
,

2 4 5 6 7 ; 2 3 4 5 6 7
。

例女口3 4 6表示阵 {
火0 1 1 )

,

2 3 4表示阵

{

4 5 6 ;

1 0 0

1 1 0

0 0 1

2 3 4 5
, 2 3 4 6

,

2 4 5 6

0或 1
,

,

4 5 67 ;

、

、 .

_ _
.

{ 1 0 0
一

{
, .

` ,

2 5 6表不阵 } 0 1 1 …等
·

夕 火 1 1 0 少

0 00
,111

由引理 4 还可以推出

系 4
.

1 ,

设 男 一 { b
: ,

…
,

b
,

} 具有性质班
: ` 一 :

(男 ) ) 不
,

(男 )

i = 1
, 2 , … , Z r 一 ’ ,

则对任意的
`
才

尹

= {
a : ,

…
, a ,

} 成立

Z
r 一 `

一 1

对 △
: 。
珍

: 。 (
L

了 ) ) O

k = 1

( 2
.

6 )

其中△
: 北 =

2 护
一 l

l
: 。 一 l

: 。 * , ,
I `为男的 l数

。

一 1

证
:

宕 △
: 。
班

:

成 A ) = (△
: ,

△
k 二 1

(才 ) ) T = (△ : , △ ` ,

…
,

△ 2一 2 ) B
,

住 , “
.

_ ,
B

,

△
。 , 。

) (研
:

(
`形

尸

)
,

矿
`

(
吮

必犷 )
,

…
,

班
。 ,

` 一 山 ` — `

f平
:

(
L
月了 )

,

珍
4

(
` 澎厂

)
,

… 叽一
2 (` )」

r

一 1 5 一



但由引理 4 及假设 (△ 一 △
4 , “ 一 △ 2’ 一 2 )力一 ) 0, 又因对万

`
三 { “ 全 a票

一 :

}

a

卜
a ` 十 ,

有珍
: 。 ( 、 ) 一牙

。 (、
`

)
,

故由定理 2 ’
B `三1

(班
:

( ` )
,

牙
·

(` )
,

一叽
,
一 2

(
`

丫 ) ) = B于王
:

(牙
:

(
七

了
`

)
,

班
:

(』厂 ’

)
,

…
,

那
。 , 一 :

_
,

(
吐
月了 ’

) ) ) 0
自 一 1

即见系之为具
。

,

b
: 、

弓l理 5 设
之

了 = {
a : ,

…
, a ,

}
,

厉 二 { b
: ,

…
,

b
,

}
,

阵 B = l 三)的 l数为 l
。 ,

l
, ,

…
,

l
。 r

_
1 ,

、 上 / ` 劫 上
U ,

、 f云
。 ; x 。`

卜班 (
。 : 、 。

:

)

、 J

_
嘴 /

舀— 1

Z r
一 1

= 共
f = 0

“ 叭 (了 ,一 (
Z r 一 1

一 1

聪
k = 0

、
;

。
,

` “ 无 ’ i / 邵
I L

万
夕

Z r 一 立
一 1

二 宾
Z

f 一 1
一 1

△
: ;
才

: 。 (
_

了 ) + 乏马 l
: 。 , : (班

: 。 (
L

了 ) + 平
: 。 、 :

C戈厂 ) 一研
:

(
`

了 ) )
k = 1 k 二 1

证
:

B 的任一列 (刀
: ,

,

…
,

刀
r , ) T

对应于阵

i 咨
、 少

( 2
.

7 )
、 .J产

.几r
aa;;,ùf

B
`

…刀万... J、

此阵对不 ( a : 火 b
,

)的贡献为研 (刀
, , a : )

。

但列 (刀
: , ,

…
,

刀
, , )

丁

与奇数 i = 2左+ i相应 时
,

刀
;

Z r 一 1 2
, 一 1

一 1

二 1
,

与偶数相应时
,

刀
; , 二 0

。

故 W ( a : x
b

:

) 二 艺马 犷 (刀
: , a ,

) 二 I马 l
: 。 + :

研 ( a :

)

j = O 吞= 1

中共
、 ,j/
.又阵 ( 2

.

7 )对 、 (
_

云
。 ` 又 。 `

)
的贡献为 、 (刀

: , 。 : 、 … 、 刀
; , 。 r

)一班 (
`

落二 1
` 、

j
写

a ,

〔
了 ( i )

i为与 (刀
: ,

,

…
,

口
r , ) 对应的数

,

即 i

7

刀
: , 。 , , 2气 于是

/ r 、 2 ,
一 1 , 、

平《 写
a ` X b `

) = 写 l `
不【 习

a , ) ==
、

i = 1 /

i = 0
、

j 〔
多 ( i )

z

Z r
一 1

或 l `

叭 (
忆

月
/

)

因厅
。

(
砚

了 ) 二 O
,

故 由上可见

二〔
Z r
一 1

一班 ( a , x 乙
;

) = 或 l `平
` (

` 名犷 ) 一
Z r 一 ’

一 1

乏马 l
: 。 十 :

班 ( a ; )

一 1 k 二 1

二
耳 l

: 、
不

:

成
记

丫 ) 十
Z r 一 ’

一 1 2 , 一 王
一 1

或 l
: 、 , 工

矛厂
: ; + 工 C 了 ) 一 或 l

: 。 * :
研

:

(
.

另了 )
k = 1

2 , 一 工
一 1

k 二 1

( l
: 。 一 I

: : 十 ;

)不
: 。 (

t

刀 /

) +
聪 I

: ; , ,

(班
: ; ( J 落

z

) 十班
: 。 , ,

(
忆

了 ) 一班
,

(
砚

丫 ) )
k 二 1

一 1 6 一



推论 5
.

1 若 B 一 ( 三 ;满足班
: ` 一 ; ( B ) 一附

,

( B ) ) 0
L I

U r

1 ( i ( 2 , 一 ` ,

则 牙气二
_

、
:

、 rIT
/ _

. `

。 、
~

。

:

七
“ ` 入 口 ` / 一

r , 、 “ ` 入 “ ’ 夕夕 U

乙 一 1

( 2
.

8 )

证
:

由系 4
.

1
,

三角不等式 ( 1
.

9) 及所设的条件即可推出
。

定理 4 若 A
、

B具有重量保持性质
,

则 A
X B 亦具有重量保持性质

。

则 A K B 的任意一行形如 a ` x b , ,

因而 A
x

B的任意不
bl…气

证
:

设 A 二 ( :

同的 l 行之和形如

聪 = a
.

x b
.

十 a
.

汉 b
.

+ … + a
.

x b
,

]
名 浮名 ] 石

且不妨设 1 ( j
,

镇 j
:

(

名 1 ] 1 2 :

… ( j `
( m

。

因

( 2
.

9 )

j
:
= j

:

时
,

i ; 今 i
: ,

不然
a ` , X b , :

与
a ` : x

b , :

将取

自 A 只 B 的同一行
。

由此不妨设 1镇 j
:
= j

:

一… j
:

< j
: , : ( j

: , :

( … ,

1 ( i :
< i

:

< … < i :

簇
n ,

于是将和式 ( 2
.

9) 中凡 b : 、 相同的予以合井
,

即得
J

宕
一 ( a ` , + “ i

三 a 一 ` b掩

+ … 十 a ,

) 只 b
, 十 ( a ,

+ … ) x
b

,

十 …
2 5 J l 苏 s + 1 J s , 1

十 a , x b
,

+ … … + a

月 ,

其中
a ` 为 A 中 若干行之和

,

特别
a : 二 ( a 十 a

.

+ 二
。

十 a
.

落 2 多

` b寿
,

) ; 又气
` 为 B 中不同的行

,

1攫 掩
:

< k
:

<

各 行中位于班

… < k
,

( 脚 ,

特别 b : = b
: 。

在所述记法下
, a

污 1 J l

x b
. , a

.

x b
. ,

…
, a

.

x 白
.

] i
一

i :

]
:

”
名石 J 名

x
B 中最前面的一行为 a

班 (
l

或
a

P = 1

、 火 。、

、)

“

气
: ,

故需证明

牙 ( a i
, ` b j

:

)

才 ( 军 万
、

P = 1

二 “ 、 ,

)
、 班 ( · *

I X “ , ( 2
.

1 0 )

因 B 具重量保持性质
,

b k
: , ”

’

为 B 中不同的行故由推论 5
.

1 知

叭 云
P = 1

万
, x 。 ;

) ) 甲 (万 )
,

因 珍 ( a “ b ) 一班 ( a )
·

不 ( b )
,

所以甲 ( a l ` b吞: )

一班 (万
! )不 ( b 、

:

) 一牙 ( a s : + … + a i
:

)班 ( a 、 :

)
,

由 A 具重量保持性质及 1
1

< i
:

< … < i
·

可知不 ( a

= 平 ( a i :

+ … + a i
s

)多平 ( a 、 :

)
。

故牙 ( a 工 ` b左: ) ) 牙 ( a i : )班 ( b左
:

) 一砰 ( a i
:

)平 ( bs
:

)

x b
:

) ( 2
.

1 0 )得证
,

故定理证毕
。

J 1

若记 芳产 = { A 】A 具重量保持性质 }
,

则由上述定理可见

定理 4
尹

若 A
,

B 。 万
” ,

则 A x B创夕
广 ,

亦即 梦
必

关于运算
x 是封闭的

。

系 1 若 月 ` e
沙

” ,

( i = 1
, 2 , … , m )

,

则 A
: 火 A

: x … 汉 刁 二。 岁
广 。

一 1 7 一



州

一
一

一 ~一

-
~

、

、、/
ǎ

U
J ..司土,土

.

了、
·

系 2

在系

若 A (

护
,

则 A
` 娜三 A x A “ … “ A ` 岁

卢

n
2 产

-
.

一- 一

-
~

、

2 中取 B = 显然 B 。
沙

. ,

从而 B
`
御 三 B x B x … x B 〔

妒
广 .

B
`
脚的各行正是

( x 十 c ) `
展开式的系数

,

由此即可推出

系 3 设
c 为 G F ( 2叻中任一非零元

,

则多项式集合 { ( 二 + c) `
} 具有重量保持性质

亦即

班 (或刀
` (二 + 。 ) ` ) ) 牙 ( (二 + 。 )￡二 ` 二 )

此即 t l 」中所取得的一个结果
。
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