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位移约束下连续体结构拓扑优化分析
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擒要：为了研究位移约束下多工况连续体结构拓扑优化问题．基于lcM(独立、连续、映射)方法，建立了以结

构质量为目标的拓扑优化模型．利用单位虚载荷法，将位移约束表示为设计变量的显式关系另外，利用对偶

理论，将建立的优化模型转化为对偶模型，用序列二次规划法进行求解，从而减少了设计变量的数目．提高了求

解效率利用PcL语言在Msc／Pat阳n开发平台上对本算法进行了实现，二维和三维连续体结构的数值算例表

明了该方法的可行性与有效性．
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连续体结构拓扑优化设计是指在设计区域上选出一个优化子集，使之在满足约束条件的前提下使目

标函数达到极小．与尺寸优化和形状优化相比．连续体结构拓扑优化需要确定的参数更多，取得的经济效

益更大，对工程设计人员更具有吸引力；同时．连续体结构拓扑优化因为数学模型建立困难、设计变量较多

和数学求解计算量大而一直是近年来结构优化研究的难点之一。其研究具有非常重要的理论意义和工程

应用前景．有关拓扑优化发展的综述文章可参见文献[1】．代表性的工作是均匀化方法、变厚度法和变密

度法等怛刮．这些方法通常以结构柔顺度为目标，阱体积为约束，对位移约束的考虑比较少．

在实际工程应用中，人们对结构的要求往往不只是满足强度条件。通常还会要求结构满足一定的刚度

条件，即限制某些结点的位移在一定的许用范围内，以保证结构位移变形不超过规定的数值，这就是优化

问题中的位移约束问题．本文基于IcM(独立、连续、映射)方法17。1⋯，建立了位移约束下的连续体结构的

拓扑优化模型．利用虚功原理将位移约束转化为台设计变量的显式约束。用对偶规划精确映射．再用泰勒

展式建立对偶规划的二阶近似，用二次规划求解器求解这个二阶近似问题最后，利用PcL语言在M9c／

Patran开发平台上对该方法进行了算例验证．

1连续体结构拓扑优化模型的建立与求解

1．1优化模型的建立

基于ICM方法，得到具有独立连续拓扑变量的位移约束下的连续体结构拓扑优化模型为

求 I=(￡l，⋯，￡Ⅳ)’
Ⅳ

使 M=∑m；一min
。，

111

(1)
N

、一’

s．t．∑％≤-，
l；1

ff≤ff≤1(i=1，⋯，N；r=1，⋯，R；z=1，⋯，L)

式中，f=(￡l，⋯，“)7是单元拓扑设计变量向量；“：“为第f个工况下、第1个单元对第r号位移约束的贡
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献；“，表示第r号位移约束的上限；L为工况总数；R为定义的位移约束总数；N表示单元拓扑设计变量

的总数．

按照IcM方法，设单元或子域的拓扑变量为￡i，将拓扑变量由离散变量扩展为0到1区间上的连续

变量，同时在优化模型中引入过滤函数．各单元质量和单元刚度阵与拓扑设计变量间的过滤函数为

mf=厶(￡：)m?， I。=^(￡。)t?，厶(f，)=，，^(￡。)=矿 (2)

其中，m；为单元质量；I，为单元刚度阵；m?为单元固有质量；t?为单元固有刚度阵．此时，原优化模型(1)

变为

求 t=(f1，⋯，￡Ⅳ)7

N

使 M=∑厶(f，)mf—min
、，

‘叫
(3)Ⅳ ⋯

s．t．∑㈨(^(“))≤一r
f；l

丘≤￡f≤1(i=1，⋯，N；r=l，⋯。R；￡=l，⋯，L)

1．2位移约柬显式化

由莫尔定理知道，结构任意节点某一方向的广义位移可表示为
Ⅳ Ⅳ．

嘶=∑Df=∑l(F?)1(辞)d。 (4)

式中，口?为在“，位移方向作用单位虚载荷下单元{的应力分量；F?为实载荷下单元i的应变向量；

Di=I(口?)7(球)d”为i单元对广义位移贡献的莫尔积分形式；J为优化模型经过约束初选后的位移准

有效约束总数，j=1，⋯，』，，≤LR；瓦=i(j=(z一1)L+r；f=1，⋯，L；r=1，⋯。R)；L为工况数；R为
定义的位移约束总数，如某问题有2个载荷工况，定义了3个位移约束，则优化模型中共有组合得到的6

个位移约束条件．根据虚功原理“外力在虚位移上做的功等于内力在虚位移导致的虚变形上所做的虚

功”，可以得到

n=I(F?)7(8；)曲=(晔)1u? (5)

其中。P；为单元节点的外力；u?为虚位移．根据总刚方程，式(5)又可写为

B=I(F?)7(87)d”=(砰)7n?=n孓一? (6)

其中t为材料刚度矩阵，对于二维各向同性材料

to：土
1一“‘

1 卢

口 1

0 0

0

0

血
2

其中，E为材料的弹性模量；p为泊松比．由此，各单元拓扑设计变量与位移约束的显式关系式为

旷蓦㈨=耋黼c拶小耋等c咿”?
记单元对位移的贡献系数为

A。=(P?)7Ⅱy

记位移约束方程系数为

q=Ad(￡{‘’)9
则位移约束近似显式为

N Ⅳ

哟=∑q／(t。)9=∑Ad(￡⋯)9／(￡i)9
I=l J=l

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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1．3优化模型的求解

将式(2)与式(11)代入模型(3)，得到位移约束下的拓扑优化模型为

求 t=(￡1，f2，⋯，抽)7
Ⅳ

使 M=∑(￡∥m?一m；n
．．

F1
(12)

～

s．t∑白／(￡：)9≤可
f4I

￡。≤f。≤1 (i=l，⋯，N；j=1，⋯，J)

这里，为防止计算中单元刚度阵奇异，对于拓扑变量下限不是取O。而是引入一个极小量f，=O．001．

引入变换

z，=(￡。)F互=(f。)口 (13)

则有≈=(z。)1舶，于是

厶(￡。)=(z，)。佃厶(￡。)=(≈)7伸 (14)

将式(14)代入式(12)，得

求 ；=(。1，⋯，2N)7
N

使 M=∑(≈)。7‰?一min
121

st．蓦芸≤i
n5’

誓≤≈≤1

(i=1，⋯，N；j=1，⋯，J)

对于连续体结构，每个单元包含1个拓扑设计变量。因此基结构中拓扑设计变量数目很大．为减少求

解规模，求解这个问题有2条途径：一是基于对偶规划的精确映射开始求解；另一个是基于序列二次规划

sQP的近似映射开始求解．考虑式(15)为可分离形式，采用对偶规划的方法来求解模型(15)，得到如下模

型为

f求 ^∈E‘

{使 ≠(^)一max (16)

【s．t． ^≥o

其中
N ， N

≠(^)l 2舞2。{s(t·1)3蚤(z∥7％?+善。蚤(qk—i)} (17)

对式(17)关于置求导，得到其库恩一塔克条件为

筹：詈。‰)㈨勘瓦2百”№r⋯

≈={d．(玉<：?<1)

f至(：?≤玉)

【1 (：?≥1)

(：?=兰L)

(玉<z?<1) (18)

(z?=1)

(19)

0

O

O

>
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d。=9．／卢∑^j印／(am?)

由于难以求得≠(^)的显式，所以只能将其化为序列近似映射法求解

矗瓷．由于zr=z，(^)．由对偶理论有
掣：妻磬一i吣 鲁zi’

将式(21)对a扎求导可得

(20)

为此，由式(18)解得甏和

苎￡(a 2：一书丘垫 ．

a^J a“ 鲁z；ak

设n。={f『丑<≈<l}为主动变量集．对于f∈‰，即z。=互或≈=1，由式(19)可知有

甏=o

对于i∈n。，为求得甏，将式(18)转化为
和‰)√川=∑^n，矿u【≈厂⋯。刍on‘

将等式两边对a^。求导得

(21l

、

f
(22)

(23)

(24)

∥9甏=忐墨 (25)1
aAI(口2+印)m? l∞’

即

象=忐南 (26)a^^(口2+印)277‰? Lzo’

将式(23)与式(26)代入式(22)得黜一妻再‰ ∽，
aAJ ak ：色(口2+印)z：7P”m? ～川’

将≠(A)在^o处进行二次Taylor展开，略去常数项并乘以一1，得

一≠(^)=寺^7m+日7^ (28)

其中，D=一V2乒(^o)；H7=叫审2乒(Ao)T一(^o)1一驴2乒(10)]，消去H中显含的Ao，从而得到将手(丑)
二阶近似并略去常数项后的二次规划模型为

f求 ^∈∥

{使 一≠(1)=寺=寻A7肌+日_一min (29)

k-≥％：0iJ)

其中，％2善口i芳编；蝎2 B一再涨一善署1．
调用二次规划的程序，求解即可得到2’．对模型中f。=o或l的拓扑变量，应将其排除在求导运算

之外．求出l’后，更新主被动变量集，对结构进行修改，进入下一次循环，如此迭代直至满足收敛准则

△m=l(M‘‘+1’一M‘‘’)／M‘‘”’I≤e (30)

其中，M‘‘’及M‘‘川为前轮与本轮迭代的结构总质量，e为收敛精度，本文取￡=O．001．

2数值算例

算例l如图l所示，基本结构为O．24 m×O．1 m的平面体，厚度为9 mm，材料弹性模量为68．89
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GPa，泊松比为0．3，划分为48×20个矩形4节点单元，左边界采用固定支承．工况1：一个向下的集中载

荷F=15．600 kN作用于右边界中心位置；工况2：一个水平向右的集中载荷F=15．600 kN作用于右边

界中心位置．为避免应力集中的影响，将载荷分散在右边界中间的3个节点上．在2种工况下右边界中点

处向下位移约束为0．15 mm，向右的水平位移约束为0．15 mm．结构初始总质量为O．216 t。分析得到P

点的初始竖直向下位移为O．074 4mm，水平位移为O．050 8mm，收敛精度为0．001．

I． Q!堕一

图1基结构

Fig．1 Base st“ctu忙

(a)工况l (b)工况2 (c)2工况

图2不同情况下的最优拓扑图形

Flg 2()ptimal topoIqgy co血guration w．1h dIffe把n cas苎

本算例属于多工况下的位移约束问题．工况1的最优拓扑结构如图2(a)所示，工况2下的最优拓扑

结构如图2(b)所示，图2(c)给出了2工况下的最优拓扑图形．由图2(c)可以看到对于多工况下的位移约

束并不是2个单工况拓扑结构的简单迭加，在优化过程中，工况1的载荷起主要作用。从而多工况下拓扑

结构的中间部分比单工况2下的拓扑结构要细．图3和图4给出了2工况共同作用下的质量和位移迭代

过程．对于多工况下位移约束的情况，经过40次迭代满足位移约束，最后的P点的竖直向下位移为

一O．149 999mm，水平位移为O．149 997mm．最优拓扑结构质量为71．792 32h

图3 2工况下的质量迭代历史

Fig．3 Iteration history of weight f0‘

t、vo Ioad cas器

图4 2工况下的位移约束迭代历史

Fig．4 Ite蛆tIon history of displacemetlt

cDn时raint fof two load cas憾

算例2如图5所示，基结构为lm×0．2m×O．06m的三维实体。两端固定，材料弹性模量为2lo

GPa，泊松比为0．3，密度为1 kg／cm3．一集中载荷P=100 kN作用于下边界中点．将载荷分散在下边界中

间的3点节点上，左下角及右下角2个点采用固定支承．划分50×10×3个8节点体单元，载荷P=100

kN作用于上边界中点位置的4个节点上，左边界全部采用固定约束．原结构质量为12 t．上边界中点位

置的4个节点初始位移值分别为一O．111 03，一O．098 07，一0．098 07，一O．111 03 mm，位移约束均是竖

直向下并且小于0_8 mm．

本算倒是一个三维连续体结构在多点位移约束下的拓扑优化实例．经过48次迭代，得到图6所示的

最优拓扑结构，保留单元236个．上边界的4点位移分别为一0．796 60，一0．796 56，～0．796 56．

一O．796 60mm，达到位移约束．拓扑优化后结构的质量为1．8981t．图7给出了拓扑优化前后的位移云

图，图8和图9分别给出了位移约束和目标的迭代历史．
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图5基结构

Fig．5 Ba*st兀lcm
图6最优拓扑图形

Fig．6(】ptimaltopology∞nng啪tion

(a)拓扑优化前 (b)拓扑优化后

图7拓扑优化前后的位移云图

Fig 7 Dispbcen埘n{^1翠kfo北蚰d aft盯optirTl日1 topology

图8位移约束迭代历史

Fig．8 Iteration hj5tory 0f dlsplac呦ent唧Bt嘣nt

3结论

12

10

=8
笸

6

4

本文基于IcM方法，在MsC／Nastran及Msc／Patran软件平台上进行了二次开发，建立了以质量为

目标，多工况下位移为约束的连续体结构拓扑优化模型，利用单位虚载荷法，将位移约束表示为设计变量

的显式关系．借助对偶规划理论对优化模型进行了求解，减少了约束数目，提高了求解效率．本文算法在

处理多工况下的位移约束时，可以看到，拓扑结构并不是单工况下拓扑结构的简单迭加，而是选择了最佳

的传力路径，包含二维和三维连续体结构的数值算例说明了该方法的高效性．
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Topological Optimization Analysis of Continuum Structure

With Displacement COnstraints

YE Hong—ling，SUI Yun-kang，DU Jia—zheng

(couege of M胛Ilanical En韶nee^ng and AppIied Electroni髂Tech0109y

Beqing Unjv锄ty of Techn0Iogy，Beqlng 100022．ChIna)

Abstr舵t：The叩timal top。109y model is鹤tablished based on ICM(Independent continuous mapping)method-

0109y in ofder to study a t。pDlogical。ptimi拍tion of con6nuum structure with displacement∞nstraints under

multiple load cases．The optimal refers to the structuraI ma蟠罅objective．And aIl explicit fomulation of dis．

placement that is of gIobal with related to topologicaI variables i8 Presented by using of unit v；rtual load

method．In addition，the duaI modeI corresponding to the optimal model 0f continuum structure is solved by

the se—al quadratic programmi“g．Gmsequently，the number of design variables is decreased and the efficien-

cy of computati。n is impraved．Furthemore．the present optimal Inodel and its algorithm have been imple-

mented by means of the MS(：／Fhtnn software pIatfoml using PCL(patran command Ianguage)．NumericaI

e)【amDIes about 2D and 3D∞ntinuum structures indicate that the method is effective and efficient．

Key words：optimization；t叩0109y；c。ntinuum structures
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