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摘 要

在随机规划中有一类所谓机会约束规划问题
,

共研究的主要课题之一就是约束

集是否凸集
,

这是因为约束集是否凸集对于该规划的研究和解决具有重要的意义
。

木文给出了四个凸性定理
,

可以说它们是已有的几个定理的发展
。

.
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人n o w n t h e o r e m s
.

在随机规划中
,

有一类所谓机会约束问题
,

它的一般形式是
:

极小化 甲 ( x )
,

满足约束 P 。
( 。 } A ( 。 ) x ) b ( 。 ) ) ) a , 0 ( a 成 1 ( 1 )

二 〔
X

,

* 本文是在踢振海老师的指导下完成的
。

本文于 19 81 年 , 月 。 日收润
,
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或者

极小化 华 ( x )
,

0 (
a `

《 1

满足约束
`

( 。 ) 戈 ) b
`

( 。 ) ) ) a ` , i = 1 , 2 , … , 脚 ( 2 )

其中沪 (
% )是凸函数

,

万是凸集 ; 姓 ( 。 )是 水 x :
维矩阵

,

且
`

( 。 )是它的第 艺行向 量 ; b( 。 )

是 m维向量
,

b
,

(。 )是其第 i 个分量 ; A ( 。 )
,

b ( 。 )
,

A
,

( 。 )
,
b

`

( 。 )的元素是定义在概 率

空间 (口
,

J
,

尸动上服从已知 (联合 ) 概率分布的随机变量或常量
。

机会约束主耍的问题之一是集合

X ( a ) = { x ! P
。 ( 0 ! A ( 。 ) x ) b (。 ) ) ) a }

或

X
,

( a ) = { 二 }P
。
( 0 }对

`

( 。 ) , ) b
`

( 0 ) ) a ,

}

是否凸集
。

目前
,

凸性命题的现戍结某还是相当少的
,

主婪的成绩给出了当 b ( 。 )是 随机 向

量而 A 固定时的几个定理
。

本文讨论
一

与这几个定理相平行的情况
,

即讨论 b 是固定常向量
,

过 ( 0 )中只有一列是随机向量
,

而其它元素固定时 万
`

( a
`

) 及 X ( a ) 的凸性
,

证明了四个定

理
。

最后给出了定理 4 的一个列
,

它同时在一定程度上反映了机会约束问题与有约束最优化

l句愚的联系
。

定理 1
.

假定 a `

(。 ) 是随机变量
, a ` 2 ,

…
, a ` , ,

b
`

固 定
,

尤 c { 二
:

) o } 或 X 亡 { x :

(

O }
,

则对
a `

(。 )的任意概率分布
,

x
`

( a
`

) = { 二 }尸
。
( 。 l

。 `

( 。 ) 二
,
+ 。 ` : x :

+ … 。 , 。
二

。

) 6
`

) ) a ;

}

是凸集
。

证明 设 F
,

( : )是
“ ,

( 。 )的分布函数
,

拜设 劣 ’ , 劣 ’ “ X `
a(

`
) ,
往证

。

兄) 戈
, 〔
X

`

( a
`

)
,

0 > 兄> 1
。

2产 、

劣 一 久x l

+ ( 1一

( A ) X c { , :

) 。 }

( i) 设 戈 ;
, 二 岌苦 0

,

亦 即 二 }> O
, 二号> O

,

则必有

n

b
`
一 聪

a ` ; ,

k = 2

p · ( 。 I
“ `

(。 ) )

一一可一一
) ) a ! ,

j 一 1
,

2
。

仃

宾
k 二 2

Q i 几 X

记
x {

m l j 二 1
,

2
。

( 3 )

则有 P
。
( 。 !

a `

( co ) ) m { { d F
`

( t ) = 1一 F
`

(水 { ) ) a , ,

j 二 1
, 2

。

拢 l

Z 、

因 “ “ 久书
’
十 ( 1一 汽) 戈

, ,

显然
/ 、

.

劣 > O 故
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了产、

1 n

b
, 一

△

n
护

产 \

耳
a 、 。 x *

b

k “ 2 _
产

八、

X 1

儿

一
军
k 二 2

a 、 。

(之 % 乏十 ( 1 一 兄) 义 戈

元戈 }十 ( 1一 汽) 戈

、 .少、尹月件一合
了里

J

r
、井

; 二 ; 。 : + ` , 一 ; )二 : 。 : ]一-L 」 凡 % 至

1
+
一

( 1一 义 ) 二圣

合 了 _ 几戈 }
元戈 孟+ ( 1一 之 ) 劣 圣

显然 O 二二 只 < 1 ,

故

/
、 八、

卿 、 二之从 { + ( 1一 之 ) m 号 ( 6 )

介
仍

产、

_` 《 之阴 飞
、

一 一八
犷
卞 气1 一 几 ) 阴 ` = 仇户

二 m a X 欠优 奋
,

阴 畜

由分布雨数的单调性得

1一 F
/ \

阴
`

) ) 1 一 F
`

(阴
`

) ) a `

/ \

Q “ 戈 `

) a , ,

亦即

尸人
、

% 〔刃 ( a
2

.

聪卜入从
一

”。 p
。

(
。 }

a `

( 。 ) 、

( 11)若 二 1二 0 ,

( i豆i )若 x } ~ 0 ,

x 专二 O ,

则显 然 二 。 X
`

( a
,

)
。

二圣苦 O ,

则任取 。 。 口
,

都有

a `

( 。 ) 戈 {+ a , : x 孟+

而 几
,

任取 。 ,

只要瓦 ( 。 ) x 专+ a , :
x 呈

… + a ` 。
x ; ) b

`

+ 二 + a , 。
x 去) b

` ,

都有

尸 、

a `

(。 ) x

P
。
( 。 } a

`

+ a

( 。 )

/ 、
、

X
:

十 … 十 a ` 。

`

八
%

。

> 几b
`
+ ( 1一 几) b

` 二
一

b
` ,

故
洲
广 \

男 ,

十 a x :
+ 二 ,

十 a 、

/ \

%
,

》 b
;

) 》 a ,

( i v ) 义 {等0 ,

/ \

X
。 厂

`

( a
`

)

一 0 ,

与 ( 111 )相同
。 。

情形 ( A )证华
。

( B ) 尤 c { 二
,

( 0 }

。 . 。 全 飞
_ _ _ , . , ,

)
、 . _ _

,

、
_ _ _

△
_ _ ,

_
_

,
` _ _ , ` _ _

, 、
, 。 一~ ,

一

。 I , 二 :
二 LJ’

一

,
一

, 二 ,
,

之 r , , 1
-

利用 m ` 二 元切 { + ( 1一 兄 ) m 子> 水 ,

丝m in ( m {
, 二子)及分布雨数 的单调性

,

不 难证得定

理的结论
,

此处不再详述
。

定理 1证毕
。

定理 2
.

若矩阵刀 的第
一 “

列是随机向量 a( 。 ) 二 (a
,

( 。 )
, … , a 。

( 。 ) )
? ,

其分 布 雨 数尸

( Z )是拟四的
,

Z o R
” ,

共它元素及向量 b 是固定的
,

则当 X 亡 { 二
, 》 O } 时

,

X ( a ) 二 { 川

P
。
( 。 I A 二成 b ) > a

} 是 l日 l集 ; 当尤 c { 二
1

( o } 时
,

X ( a ) = { 二 }P
田

( 。 ! A 二 》 b ) 》 a
} 是

1111 集
·

证明 仅对第 一种 隋况证明 因为第二种情况与第一种突际 上是一回事
。

设 x ` , 义
2 。了

/ z \

( a )
,

了l三证 x 一 义x ’

+ ( 1 一 几) %
竺 。 尤 ( a )

。

任 ( 元< 1
。

( i ) 设 x 于
, x 圣等 O

。

kI[ x
` , x ’ 。尤 ( a )

,

有

一 1 2 4一



P
。

(a `

(。 ) 见
; + a ` 2义 二+ … + a ` ,

x

仍 采 用
一

定 理 1 中 ( 3 )
,

( 4 )
,

( 5 )式定义的符 号 卿 b

; ( b
、 ,

切号
,

,
一

2: ” ,

叫》 外 j 一 1,
`

2

打
’ -

一
、

\
. -

尸
“
( a

,

( 。 ) 《 m
·

肠 i 二 1, 二 : , 从 ) 》 a ,

i 二 1
产

入 、

羚 l ` , 一
_

二

〕
, 2

记 Z ’ = m {
, … 。 幼

一

r ,

则由分布函数的定义
,

有

P
`
( a

`

( 。 ) ( 切 {
, … 阴 ) = 尸 ( Z ’ ) 》 a ,

x l> O
, x 圣> 0,

/ \
Z八

、 护

八
、

故 x :

> O
。

个 Z 二 ( 橄
,

Z户、 ;

胡
,

)
T 由

、

〔 6 ) 式知
,

一

含
一
T z

!

+
一

( 1

-
一

氏 耳

) 2
2 ,

由于 F ( Z )具有拟凹性
,

故

F ( Z ) = F ( 只Z
` + ( 1一 元) 2

2

) 》 n l i ; 1 ( F ( Z
’

)
,

F ( Z
:

) ) 》 a

/ 、

即 P
。
(过 戈 《 b ) > a ,

故 二 。 厂 ( a )
。

( ii )对 于 , l
。

二圣可 能为零的情况
,

·

结论仍是对的
,

证略
。

定理 2 证毕
。

·
’ -

定理 3
.

设矩阵 A 的第一列是随机向量 a( 。 ) 二 a ,

( 。 )
,

…
, a ,

( 。 ) )
T ,

具有如下 形 式的

概率密度函数

了( x ) =
; 。 一 “ ` ” , 戈 “ R

`

加 ,
·

其中 Q ( ` )是凸函数
, 犷 是任意常数

,

其它元素及向量 b是固定的
,

则当 X 耳 { 介 ) 。 } 时
,

X ( a ) = { x lP
。
( 。 ! A 二 > b ) 》 a } 是凸集

。

证明 道接引用机会约束理论的已知定理
` ” ,

当密度函数的表达式为 f ( 二 ) 二
: e 一 “ ` ” ,

(Q
“ )是凸函数时

,

概率测度矍
对数拟凹的

。

由此
,

可进一步推 出测度 尸具有拟凹 性
。

设沈
` , 劣 , 〔 X ( a )

,

往 证 x 。尤 ( a )
。

对于 二 {
, 二羞有时是零的情况

,

结论仍是明显的
,

不再赘述
。

现设 二 f
, 二莹> O

。

根据 ( 3)
,

有

P
。
( 。 I

a “ ( 0 ) > 脚 : = 1
,

… 舰 )

= P ( a
`

( co ) > 阴 {
,
玄= 1

,

…
,
卿 ) 》 a ,

合 U = { (
a :

( 。 )
,

犷 = { (
a :

( 0 )
,

a 。

飞。 ) )
T

l。
`

( 。 ) > 认圣

a 二

(。 )
r

! a
`

( 0 ) > 二子
,

j = 1
, 2

。

i = 1 ,
· , ,

1
,

…

卿 }

二 }

由子随机向量是连续型的
,

所以
,

u
,

厂都是 R
,

上的
、

凸集
,

且 尸 (口 ) > 姚 尸 (厂 ) > a 。

取

了 兄 x 孟
一 只劣受+ ( 1 一 元) 劣圣 则可以证明

穿u 十 (1 一友)扮叠 { 幻 z 一了
二 + (1 一 了) y , 二 。 u

,
y 〔 厂 }

二 {
a :

( 。 ) 》
/ \

跳 通 ,
a .

(。 ) > 二 .

}

于是根据概率测度 尸的拟凹性
,

得

一 / \

P ( a
`

( 0 ) > 阴 ` ,

1 ,

…
, m ) 二尸 ( 方U + ( 1 一 元) V )

> m i n ( P ( U )
,
P ( 厂 ) ) > a

一 1 2 5 , 二



护八 、

故 x o X ( a )
。

定理 3 证毕
。

注
:

比较定理 2 , 3 ,

可以看到定理 3 的条件此定理 2 的条件强
。

如果定 理 3 的 条 件 满

足
,

那么定理 2 的结论也成立
,

但反过来不行
,

即仅有分布函数的拟凹性
,

而没有分布
,

即

概率测度的拟凹性
,

定理 3 的结论仍不能成立
。

可以造出例子来说明这一点
。

定理 2
、

3 说明
,

当 A 的某一列具有相当广泛的一类分布
,

例如正态分布
、

指数 分 布 而 共

它系数及 b 固定时
,

如果决策集与随机向量相应的分量保持定号
,

即或者非负
,

或者非正
,

则对任意的 a 《 O , 1〕
,

X ( a ) 是凸集
。

下面的定理说明
,

对于均匀分布
,

也有相同的结 论
。

定理 4
.

设矩阵 A 的第一列是随机向量 a( 。 ) 一 ( a
,

( 。 )
,

…
, Q 二

( co ) )
T ,

它具有 m维相 互独

立的联合均匀分布
,

其它系数及 b 固定
,

X c { x :

> O }
,

则 X ( a ) 二 { 川 尸武 A x > 的 >

a } 是凸集
。

证明 设
a `

( 。 )是区间〔a
` ,

刀
`

]
_

L的均匀分布
。

当 a 二 O时
,

根据已有的定理 知 了 (们

是刃一集
` ”

。

下设0 < a 《 1
。

方 法 仍 同 以 前
,

设 x ` , 二 3 o X ( a )
,

任 取 凡。 ( o
, 1 )

,

证 明
/ 、

, 二 凡戈
’
+ ( 1一 么 ) x

, 。 X ( a )
。

i )若 x
’ , 戈 “

> 0 ,

尸
。
( a

`

/ 、

此时 有 劣 :

> O ,
_

且

( 。 ) ) 卿 {
,

①若 m { ) a ` ,
矛二 1

,

…
,

m,

二 1 , … , 阴 ) ) a ,

/ \

1
,

2
,

则 m `

) a ` ,

P
。
( a

.

( 。 ) ) 。 {
,

= 1 , … , 切

)
> a

,

,一 `
,

2
。

( 7 ,

d

i一
ó
召
口

优汀一一
ù

a
dt

ù

一

刀

口
.

川
r

.

! lé I

曰上

川万二
一一

合 U {二
二

卢

,
(刀

` 一 切 {)
,

, ’ .
, 阴 ( 8 )

显然 。 < U { 《 1 ,
m

日
.

H U : >
a > O = 1

,

2
。 此时

二 兄 U 吞+ (卜飞)
“

一a
1一

一
刀

根据不等式 几 U { + (1 一 还) U 专> U {
友u 钊

, 一 蕊 , ,

有

阴
j

~ 、 、 l 阴 、 一 / 阴

H ( 兄价 +( 1一 几 )U 号)> (
.

H 明 )
人

仁万
= 1

’ ` 、

名 = 1
` ’

忿 = 1

故

洲\ / 、

P
。
(。 ! A 戈 》 b ) = P

。
( a

`

( co ) > m , .
f = 1

, … ,

U :
)

( 1 一

刃
)

> a

m )

芳
一

二一 1二一伽
`
一众

`

) )
。

= I P ` 一 “ ` 、

( 9 )

( 1 0 )

子是万 。 厂 ` a )
。

~ 1 2 6一



②若有 才
。 ,

1崔犷
。

《 。 ,

使 。 {
。

< a ` 。 , 解于
。

< a 则在 《7) 式中积分下限应该用 d

o,ě阴

代替
,

因而在 (8 ) 式中 U :
。

= 1
,

j 一 1
,

o2

用 a , 。

代替
,

可以看出这样做的结果不影响

③若有几
,

使 川 {
。

< a “
,

而 耐
。

) 山
。 ,

/ 、 / \

这时必有

/
、

< a ` 。 ,

因而 ( 9 )
、

( 1 0 )式中m ` 。

均

牡 X a( o) 气 八

这时 U :
。
二 1, U气

_

喊 1财又可能出现 阴 ` 。

) al
。

及 烧 , 。

> a ` 。

两种情形
,

可以证明仍有 x “ X a( )
。

i( i) 对于 二 :
, 二圣等于零的情况

,

如同定理 1

理 4 证毕
。

下面用一个简单的例子来说明定理 4 的结果
,

例 极小化 切扛 ) 二 劣 :
+ x :

若 优 :
。

) ia
。

而 m专
。

< al
。 ,

同 样
。

的证明所示
,

结论仍是显然的
,

证 略
。

定

并借此考察一下机会约束问题
。

敝
约束 尸

{
(

卿
`

}
绘丰卖:细翔

x :

> 0 , x : 》 0

其 中 (。
,

“ )
·
是。; 从独立均匀分布自勺随“ LI。量 ,

其取 。 范围是矩形 “ `、 “ 、 ` ,
,

`
一

; 、
。 、 ` ) ,

。

经过计算
,

可以潭到对佳意
“ 以”

,

妇
,

X 恤〕
一

都是凸集
, 它的迩

颧
折线和双曲线联 合

构成 (如图 )
,

其双曲线部分 由方程 g ( 二
: ,
二 : ,

a ) = ( 4一 Z a ) x 及+ ` 里+ s x : ` :
一 2 3 “

,

一 1 1 x
:

十 2 8 = O给断 限制在图 中

阴影范围内
。

图 中①
、

②
、

③

④依 “ 是万
(朴

刃
(动

、

、
(熟

刃
(劲

的边界
。

“ “

二 l 时
,

双曲线 g ( x
: , x : ,

1 \\ \ \ \ \

1) = o 在 阴 影 内仅有一 点 }又戈在 \ \

( 2
.

5 , 4
.

5 )
,

因而 X ( 1 )的 于 丫婪尊婆汤

边界就完全由折线⑤构成
。

1 、 长簇簇

在可行集X ( a ) 已经 得 } 、 摧
到拜且已证明它是凸集的情

’

! 、

况下
,

求最优解 二 ,

+ x :

的 月了- 寸

一问题就转化为通常的有约束

最 优化
,

而可以 用 K u h n 一 T uc h
r
条件解决了

。
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