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Logistic分布参数的渐近置信估计(I)
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摘要： 利用L0g】sⅡc分布简单样本的样本均值及样本方差，建立Logia6c分布位置参数及尺度参数的渐近正

志估计量，进而得到分布参数的渐近置信估计．
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l问题的提出

设L09is6c总体的分布函数

F(x)=l／[1+exp(一(工一卢)／口)， 一。。<』<o。 (1)

其中：一o。<“<*，口>0为常数，分别称为分布的位置参数和尺度参数．由式(1)得总体的分布密度函数

，cx，=；11i；：!ij；；；瑞，一。。<x<o。 c。，7【。卜万再i亓ii而’一。。“‘。。 ‘2’

由式(2)可知，总体的各阶矩存在，且均值为Ⅳ，方差为(z!口2)／3．

设置，置，⋯，咒为来自L09isdc总体的一个简单样本，其总体的分布函数由式(1)给出，记

i．=；∑一，s：=i三∑(■一瓦)! (3)
。f=】 ’E 1

T=1

分别为样本均值及样本方差．

由大数定律知Ⅳ。和《分别为∥与(丌0 2)／3的相台估计．由中心极限定理知[√3n(Ⅳ。一∥)】／(E

盯)渐近于标准正态分布Jv(0，1)利用上述结果及slutsky定理，可导出【√n【x。一Ⅳ)】，s．与【√5月(√3

最一丁rd)】／(2mr)分别渐近于标准正态分布Ⅳ(o，1)，其中s。=√霹．于是，利用样本均值Ⅳ。、样本方差s

：，可构造Logis雠分布位置参数Ⅳ、尺度参数口的渐近置信估计．

2基本引理

欲构造Logis6c分布位置参数及尺度参数的渐近正态估计，首先要计算总体分布的四阶中心矩及￡
的方差．

引理1 设随机变量Ⅳ的分布密度由式(2)给出，则j的四阶中心矩

E【_一E(Ⅳ)】4=(7／1 5)n 4口4

证由式(2)及E(Ⅳ)=Ⅳ，得

E[Ⅳ一E(Ⅳ)】4
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!!二竺!：!竺上!!二竺!!!!
。盯【1+exp(一(石一Ⅳ)，盯】：

(4)

“= (令(x一∥)／口=，)

  



。4L篙如
妇4』j

∞

2盯4毒

r e’汀而咖
(利用志是y的偶函数)
(利用，>。时哥去

(一1)一I—fi，4e一妙= (利用分布积分)

48。一手掣= 月

类似可得 var(x)=￡【x—E(Ⅳ)]：=4盯：主掣
，?≥ ”‘

分别将x 2和x4在[0，n]上按余弦展开，并注意到它们的余弦展式在[O，Ⅱ】上分别收敛到x：和x。，得

止等一。耋掣c。s n-川嘶一

再令』=O，得

醑耋竽cos一。s耋学c⋯，
嘻半=等州薹半=等

于是 Var(T)=F[Ⅳ一￡(_)]2=(n!盯3)／3，Ff_一F(Ⅳ)]4{(7Ⅱ0 4)／l 5 (5)

注意到，利用证明引理I相同的办法，可得随机变量Ⅳ的各阶中心矩的级数表示

f o Ⅲ=l，3，5，⋯

剐卜叫圳”2卜训喜，学，一A s，⋯ ¨’

当Ⅲ为偶数，且m≥6时，分别将』2，x4，⋯，r”在【0，z】上按余弦展开，并注意到它们的余弦展式在

[0，Ⅱ】上分别收敛到x 2，x4，⋯，x⋯，可知上述每个余弦展示在x=0处均收敛到O．基于此，可得随机变量

Ⅳ的Ⅲ阶中心矩．从而，可得随机变量x的各阶中心矩．

引理2设一，置，⋯，x。为随机变量一的一个简单样本，Ⅳ的分布密度由式(2)给出，记s：为样本方

差，则s：的方差为

V⋯"g㈦一莩}， ㈩
证由文献[1】例5的结果和式(5)，得

Var(s：)2；F[_一E(Ⅳ)】4一高￡【x—E(Ⅳ)]!=等一舞=鲁⋯一半旱-15n 9月r"一1 1 45”。一‘ H—l
。

欲构造L09isdc分布位置参数及尺度参数的渐近置信估计，还需了解如下引理．

引理3设{z。}，fU)是两个随机变量序列，z为随机变量，c为常数

z。三z(依分布收敛)，∽三c(依概率收敛)
则有

1)ZH+乩三z+f；
2)“ZH土cz；
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3)Z¨／以上z／f，当c≠O时．
证引理3为slu俗西定理，证明可参见文献【2]第42页(定理1 5的证明)．

引理4设参数定间魄欧氏空间只。的一个子集，商为只。的开子集，舀)Bg(口)为定义在商上的实
值连续函数．若统计量瓦三日，则g(瓦)三g(日)．

注：此引理为文献【3]的定理41，证明可参见文献【3]．

3分布参数的渐近置信估计

由上述引理，可推出如下结果

定理】设置，墨，⋯，咒为随机变量J的一个简单样本，J的分布密度由式(2)给出．记s：为样本方
差，则有

且

堕辈2￥尘上Ⅳ(o，1)
4Ⅱ2口2

”、⋯’

证记矿=V”[(置一岸)2]，r=，尹，由引理l的式(5)，

y2=E【一叫驯叫V“(驯2=警． 16Ⅱ4盯4

45

√五(3s：一丌2盯2) s：一丁r 2盯2／3 H 一一("一1)n02／3砑r2—万万一2j～而

(8)

瓦=毫(一一z)2=砉[(五一∥)2一鲁】一一(瓦一p)2+孚

即叫i一∥+孚’Gn=主g(跏g(t)-(誓一∥一鲁；川，2'⋯，n
有瓦=G。+R．．对JR。记“=1只。，√il，其分布函数记为‘(“)+对任绐的e>o，均有

川尺。／石I≥小尸{¨圳=卜胁)≤R蚓郴托㈣㈩=掣
而

E(“)：EI喜l≤√iE(z一一)z+!善：兰里兰三—。o(。一。。)E(“)姐I君l刘舾(以一∥+嚣2茄一o(一叫V H jV n j～j

叫g(X)】

由中心极限定理，有

(n一1)Ⅱ0
2

Var[g(置)]=y 2<∞

!111学业三Ⅳ(⋯)
yV H

由引理3，可得

墨二旦=幽上JⅣ(⋯)
y叫n

从而

生』掣三⋯，1)

笙。
有旦

  



!!! j!塞三些查兰兰—查}_————————————————j唑
即

!!!!堡二!!：!上Ⅳ(0’l】
由定理1，可知s：有渐近分布Ⅳh，口：／3，y：，H)，从而可得d 2的渐近置信估计．

推论I设X，E，⋯，茸为随机变量Ⅳ的一个简单样本，Ⅳ的分布密度由式(2)给出·记《为样本方

差，则对给定的置信水平0<口<I，J2的置信度为1一口的渐近置信区间为

c警㈦等厂，警卜等一， ㈩

其中：乏，：为标准正态分布的上a／2分位点，即去J：．e～1 2血2；

证 由定理1，可知!兰』≯依分布收敛于标准正态分布Ⅳ(0“)_于是，对给定的置信水
、／五(3s：一z：口2)

P{_乏，：≤——石可一
当。较大时，有警<l，且一乏，：≤

一，n

≤乏，2}≈l一“

、，5n(3E

警¨+等一∥≤擎”等，Ⅱ √)H
“ ～J“

≤乏，：的充要条件为

于是，有

Pt孥⋯鬻，‰：『≤磐．-：等一，一口
“I 7霎霎竽掣，Z望鬻怒?箸臻淋Y的分布密度嗍：黜．踽为样本均定理2没v．，置，--．，置为随机变量Ⅳ的一个简单样本t_的分布面度田_瓦【2

J瑁出。。o。一州”+“

值，s：为样奉方差，s。=√舅，则有

掣一Ⅲ㈣ ¨叫

证首先，对任给的￡>o，由￡(s：)：(Ⅱ0 2)／3及引理2，利用切比雪夫(cebysheV)不等式，有

尸"一孚j≥。}≤学=熹【21_等]呻。o。，
从而，受一+(Ⅱ：口：)／3．由此结论及引理4，可知

s一(E盯)／√”及(丌口)，、，3s。——l
其次，由中心极蔽定理，可知[v广五(Z一岸)]／(Ⅱd)土|v(o，1)再由引理3，得

√二(Z—p) √3Ⅳ(x。一p) —婴上Ⅳ(o，1)
，．i 3 s?

妻羹搴2嚣：絮专篇塞量Y的一个简单隧x的分布密度删：黜．踽为样托。慧糍’兰勰燃鼍嚣篇襞Z篇焉戮箍盒君黼s：为样本方差，s=厂爵，则对给定的置信水乎o<口<l，p的置信崖为1一Ⅱ驯m也互16也伊1川

|_¨一挚，i。十肇1 ⋯)

章理{品r，r?：．．x为随机盖釜Ⅳ的一个简单样本，x的分布密度由式(2)给出．记s：为样本方定理3设置，丘，⋯．瓦为随机变量Ⅳ的一个简单样本，x的分布密度由式(别甜出’圮6n刀”牛月
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差，s。=√s：，则

6(拈s一Ⅱ¨
2n盯

二Ⅳ(O，1)

证在定理2中已证得s。土罟．利用此结论，亦可得
Vj

：!!! 三l
√3 S．+Ⅱ盯

再由定理1及引理3，得

塑等型：熹‰堕学上⋯⋯z兀盯 √3S+Ⅱ盯 4n‘盯‘

(12)

由定理3，可得口的渐近置信估计．

推论3设置，置，⋯，置为随机变量Ⅳ的一个简单样本，Ⅳ的分布密度由式(2)给出．记s：为样本方

差，只=√爵，则对给定的置信水平o<Ⅱ<l，口的置信度为1一口的渐近置信区间为

c睾¨+等，～，旱c·
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