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摘 要

本文讨论 了拟线性化方法在求解定常二维 层流边界层方程中的应 用
,

拜采川有

限差分将户
a l k n e r

一 s k a n 方程的边值问题化为数植方程计算
,

避免了使用传统 的 初

flff 方法求解该方程的困难
。

数植比较 左明
,

拟线性化数植解的结果和文献中的 E Va
。 “

准确解是相当满意地 一致
。
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一
、

引 言

自口

矛

1 9 0 4年
,

P r a n dt l 提出了著名的层流边界层理论 〔 ’ 〕 。

这个理论的出现
,

不仅使 得 很 多

大雷诺数的流动问恶可以加以简化和分析
,

而 几大大地促进了粘性流体 力学的发展和在工程

技术上的广泛应用
。

P r a n dt l 的二维 层流边界层方程是
·

组非线性的偏微分方程
,

但在某些定常 流 动 .1’f) 况
一

「
, :

叮川相似性的方法化为常微分方程 来 求 解 P r a n dt l 的学生之一 lB as i tIS 在 1 9 0 8 年 l’,i’

先用此方法农解 J
`

绕下板的定常层流
。

后末 H i e m e o z (了9 1 1) 求解
一

J
’

马仁点流动
,

P o h !卜。 u s o n

本文于 t 9 8 5 年 7 月 6 日收到
。
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(9 1 1 2 )求解了收敛渠道流动
,

而 F al k n e卜 S k a n ( 1 9 3 1) 则研究了更一般的楔形流 动
。

无

论如何
,

前三种流动总可以作为后一种流动的特殊情况
,

因而这里仅讨论 F al k n e
卜 s k a n

相

似解方程 [ ’ 〕 ’ 〔 Z J ,

其定解问超可描述为

f
产夕 + f f

沙
十刀( 1一 f

尸 2 ) = O 、

f ( 0 ) = f
产

( 0 ) 二 0
,

f
声

(冈 ) = 1 夕

式中 f 相 当于无量纲流函数
,

口是控制外流压力 梯度的参数
。

这是一个三阶非线性常微分方程的边值问题
。

形式上虽然简单
,

但数学上仍然得不出解

析解
。

常规的数值计算方法通常都是用尝试法求 解
。

就 是 说
,

另 外 假 定 一 个 边 界 条 件

f
沙
( 0) 二 a ,

使其变为初值问题
,

这样就可用 R u
gn

e
一 K ut at 方法等求 解 这 一 初值问题

。

以后
,

只需迭代修正 a ,

使其满足 了
`
( oo ) 二 1

。

为了避免估算所缺少的初值 f
沙

( 0) 而引起的困难
,

本文探讨了一个用拟线性 化 和 有 限

差分相结合的方法来直接求解这种非线性常微分方程的边值问题
。

拜以一般形式的 F a lk n e
卜

S ka
n
方程为例子进行数值研究

,

同时跟以往的结果作 了比较
。

计算实验表明
:

该方法 的 结

果完个可靠
,

同时它还具有简单
、

直接和快速
、

稳定的特点
。

二
、

F a lk n e r 一 Sk a n 方程

让我们考虑通过一楔形物体的二维层流边界层流动
。

假设流动定常
、

流体不可压缩
。

在小曲率物面正交曲线坐标系下
,

P r a n
dt l二维层流边

界层方程可表示为

边界层

图 1 流动示意图

( 1 )

内刮枷

鑫
+

箭
一 0

·

乳
十 ·

箭
一 口

·

尝
式中

。
和

。 分别表示沿 二 和 y 方向的速度分量
,

U
。

表示边界层外的势流速度
。

边界条件

在物体表面上
: y = 。 , 。 = 。 = 。 、

在边界层之外
:

y = co
, 。 = U

.

( x ) ,

( 2 )
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现推导 F a lk n e r
一 S ka n

相似性方程
。

设

U
.

( 劣 )= 。 劣 “
( 8 )

其中
c为常数

, 阴 为一指数
。

作下面的相似变换
:

、、了
4

奇

r
、

l||、f
l.!
J

J

_ _
` .

,

/ 1 + 。 U
。

,I 一 J v

—
一一, 艺 梦 戈

u = U
。

f
产

( , )

一

丫锣
· “

·

如
, +
二汁

“ `
’ ` “ ,

}
代入动量方程 (连续方程已用来确定 。 的表达式 ) 和边界条件 ( 2 )

,

f
` 沙 + f f

夕
+ 口 ( i 一 f

` ’ ) = o

f ( 0 ) = f
尸

( 0 ) 二 0 ,

f
产

( co ) = 1

得出下面常微分方程
:

( 5 )

( 6 )

方程 ( 5 ) 就是关于绕楔形物 体 流 动
wFJ

· ,“~ 一 akS
·
相似解方程

。

上 面 “ 一畏几
~

称

为压力梯度参数
。

刀取值不同决定了不同的流动类型
。

刀> O
,

表示顺压梯度 流 动
,

这 相 当

于楔形流或 J e f f o
yr 一 H a m e l 收敛楔形槽内的流动 ; 一 2镇刀< O

,

表示逆压 梯 度 流 动
,

这

相当于绕楔角的膨胀流 ; 刀~ O
,

表示零压梯度流动
,

这相 当于 lB as i su 的平板流动
。

因此
,

君的取值范围完全复盖 了一整类的流动问题
。

E v a n s ( 1 9 68 ) t吕 ’
曹广泛地讨论了这类流动问题

,

他的计算表明
,

当刀= 一 0
.

1 9 8 8 4时
,

在

物面上将首次遇到分离点
。

若 刀更小
,

在壁面将出现回流
。

当然
,

回流解没有定量意义
,

因

为边界层近似在回流状态不成立
。

所以
,

刀二 一 0
.

1 9 8 8 4 将作为数值计算的下限
。

方程 ( 5 )是一个三阶非线性常微分方程
,

解析解是不可能的
。

下面我们用拟线性化数值

方法来求解这一边植问题
。

三
、

算法的构造

为了应用拟线性化方法解方程 ( 5 )
,

让我们先做些变换
。

命

F = f
,

G = F
产

代入方程 ( 5 )和 ( 6 )
,

得出关于 G 的二阶方程
:

G
少
十 F G

产
+ 刀( 1一 G Z ) = O

G ( 0 ) = 0
,

G ( co )

这是一个典型的关于 G 的边值问题
,

另外一个方程为

= 1
( 7 )

利用有限差分变成隐式的三对角方程很容 易求解
。

尸 一

工了
` “ 。

( 8 )

这是
`

个很简单的数值积分问翘
。

方程 ( 7 )和 ( 8 )构成了一个封 l汗!的流动方程组
。

在某一确定的 夕下
,

循环迭代求解 ( 7 )

和 ( 8 )
,

可唯一解 山 F 和 G
。
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所以
,

现在问题的关键在于如何构造出方程 ( 7 )的有限差分近似
。

下面将集中讨论这一

问题
。

方程 ( 7 )关于 G 是一个非线性常微分方程
。

在写出它的基本有限差分格式之前
,

先必须

进行拟线性化处理
。

方程 ( 7 )的拟线性化方法是很多的
,

可以采用相邻点的 T ay Ior 展开 来

做
,

也可以基于 k 次迭代值对 ( k 一 l) 次迭代值的 T a y lo
r 展开来做

。

这里仅讨论后 一 种 拟

线性化方法
。

设第 k 次迭代方程为

( G
夕

) ` + F ` 一 ’
( G

尸

) 玉+ 刀[ 1 一 ( G Z ) 舌 ] = 0 ( 9 )

将非线性顶 ( G Z ) 正在 ( k一 l) 次的值处展开
,

井忽略二阶以上的小项
,

得

( G Z ) ` = ( G Z )
毛 一 ’

+ Z G ` 一 ’ (口 舀一 G 几 一 ’ )

= Z G ` 一 ’
G

舌一 ( G Z ) 七
一 ’

代入方程 ( 9 )
,

井整理为

( G
夕

) 垂+ P ( G
尹

) 七+ Q G 几 = R ( 1 0 )

式中

、 .产,上j .l了.、

、...̀f

J尸 = F 。 一 1

Q = 一 2刀G ` 一 `

R = 一 刀[ 1 + ( G Z ) 几
一 ` 〕

这时
,

方程 ( 10 ) 成为拟线性常微分方程
。

这样
,

在构造差分格式时就方便多了
。

下面用中心差分构造 l月方程 ( 1 0) 的有限差分格式
。

将区间 I = 【O , 冲.

」 (本文用 叮 .

= 7

近似 , 二 co
。

经验表明
,

在这个值处粘性影响已相当小 ) 分成 N 个小区间
,

得到N + 1 个节

点
。

在任意内点处 G
产

和 ` 夕

的中心差分是

_ G
. 二 1一 G 一 l

2 △ l]

_ G
. 十 , 一笼G

:

十 G 一
:

△呼 2

,.沙.GG

代入方程 ( 10)
,

井稍加整理得

( 2 + △ , P
.

) G 二
、 ,

+ 2 (△口 Z
Q

,

一 2 ) G 盖

+ ( 2 一 △粉P
:

) G 盒
一 : = 2△夕 Z R

.

( 2簇” 毛 N ) ( 1 2 )

若命

、

,
矛

nJ,l了̀
、
!

r

ll
`

12月
.

= 2一 △ , 尸
.

B
.

二 2 ( A 11 2 Q一 2 )

C
.

= 2 + △叮尸
。

D
.

= 2△ 11 2 R
.

则方程 ( 1 2) 可写成更简单的形式
:

A

根据边界条件 ( 7 )

.

G 竺
_ ,
+ B

.

G 孟
一

卜C
.

D
.

( 2簇 n 蕊 N )

可补充两个方程
,

G 盘
,

写成

( 1 4 )
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B ;
G 全十 C

: G 全二 D ,

A
N 十 ,

G 盆+ B
、 * ; G 袭

, : 二 D
N 十 :

其中取 B ; 二 1 ,
C , = D

, = 0 和 A
N + , = 0

,
B

、 ; , 二 D
N 十 , = 1

构成了如下形式的含三对角矩阵的代数方程组
:

( 1 5 )

。

这 样
,

方程 ( 1 4 ) 和 ( 1 5 ) 便

「几 1C

I A
:
月

: C Z

l \
’

\ 、

\

l \
、 、

\
、
\

l \ \
’

\

}
A

N
B N C

·

L A
、 * 一 B

N , -

G
,

G 2

G
N

G
、 , 1

D
,

D
2

D
、

D
、 , z

( 1 6 )一一

、
.

…
..、.ZI

.

.

ee
.

.eseese..、
、
1.性.,........护

有关这种类型的方程组的解法很多
。

本文采用追赶法求解 “ 〕
。

方程 ( 8 )可以采用任何一种常规数值积分法算出
。

四
、

计算机程序设计

采用 F O R T R A N 语言
,

程序逻辑分以下几个单元
:

1
.

S U B R O U T I N E S S E T R M
:

根据追赶法解三对角方程 ( 1 6 )
。

.

2
.

S U B R O U T I N E IN T E G
:

采用梯形求积公式
,

数值积分方程 ( 8 )
。

3
.

S U BR O U T IN E D E R IV E
:

用来求 G 的一阶导数 (即 j
, = G

’

)
,

以研究剪应 力

的变化情况
。

G
`

在内点采用中心差分
,

在边界点上应用 N e w t o n 二阶差分公式
。

4
.

主程序
:

负责给出 F 和 G 迭代前的初始值 (在本文中
,

以 G 二 叮 ,
F = 十 粉2 作为起

始迭代函数 )
,

调用各子程序
,

并输出结果
。

粗略的程序框图为

CCC 、 L l
,

万、
’

f E GGG

解解三对角方程 ( 16)))

kkk 二 k + 1111111111111111111111111

饭饭环j二代代代 (
’

A L J
,

] J E R I 、 EEE

计计计计计计计计计算积分方程 ( 9 )))

图 1 程序框图
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五
、

结果及分折

计算实验是在尸 D 尸 1 1 /2 3小型计算机 上进行的
。

流动参数 刀分为 6 种情形
,

分别取 作

刀= 一 0
.

2 9 5 5
,
一 0

.

1 5
,

0
.

0
,

0
.

3
, 1

.

0
, 2

.

0
。

计算步长取 △刀 = 0
.

0 7 (即相 当于 N 二 1 0 0 )

和 △ 11 = 0
.

14 (相当于 N 二 5 0)
。

所有情形下的迭代收放判别相对误差均限于 10
一

` 。

现将 其

数值计算结果说明如下
。

1
.

按N = 10 0 计算所得的结果绘于图 2
、

图 3 中
,

其中图 2 表示速度分布曲线 f
产 ,

图 8

表示剪应 力分布曲线 f
夕 。

这一结果同文献中的典型曲线相比较
,

其变化趋势完全 一 致
。

另

外
,

由图 2 也可看出
,

对于 刀> 0 的加速流动 (顺压梯度 )
,

速度剖面是外凸无 拐 点 的 曲

线
,

而对于 夕< 0 (逆压梯度 ) 的减速流动
,

紧靠壁面附近出现内凹
,

刀值越小
,

内凹现象

越加明显
。

当 刀= 一 0
.

1 9 8 5 时 (一般公认的精确值是 一 0
.

1 9 8 8 4)
,

壁面上 f
夕 ( 0) 为零

,

即

壁剪应力到处为零
。

这表明
,

边界层开始从壁面 分 离
。

若刀< 一 。
.

1 9 8 5
,

f
尸

在壁 附 近 变

负
,

表示产生回流
。

因为回流解没有定量意义
,

所以
,

在这个范围内的结果没有输出
。

2
.

表 1给出了拟线性化方法所得的壁面剪切应 力 f
夕 ( 0 )与 E v a n s

应用 R u n g e
一 K u t t a

法所得的结果之比较
。

可以看出
,

对所有 口值两者的 了
夕

( 0) 是十分符合的
,

小数点后三位数

字完全一致
,

只是在第四位才开始有微小变化
,

其误差 < 。
.

1%
。

造成这种误差的原 因
,

可
、

能是由于我们的迭代收敛半U别误差
。 和步长 △叮 取的较大

。

同样
,

产生流动分离的 夕值与文

献上 刀精确值的差别
,

也可能是由上述原因造成的
。

呈
。

·

6

, 一 ,
又工

一

性淤上

图 2 速度分布
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。 y

嘎乒
图3 剪应力分布

表 1 不同 刀值下 f
夕 ( 0) 值之比较

万 }一 o
·

1 8 ) ”
·

” 】 ”
·

” { 1
·

“ 】 “
·

”

作者的方法
(迭代精度1 0

一 咯 )
0

.

1 2 8 7 7 0
.

4 6 9 6 5 }0
.

7 7 4 8 0 1
.

2 3 2 6 3 1
.

6 8 7 0 2

一
一

.

面石石痴方奋一

{一二下万
一

{
(迭代精度1 0

一 7

) 】
” ·

工` o 。 任

{
0

.

4 6 9 6 0 { 0
.

7 7 4 7 6
1

1
.

2 3 2 5 9 1
.

6 8 7 2 2

六
、

结束语

在本文中
,

作者讨论了求解定常二维层流边界层问题的拟线性化数值方法
,

并将此方法

在 F al k n e r一 S k a n 方程的边值问题上做了计算实验
。

根据结果
,

可作出如下结论
:

1
.

数植试验表明
,

拟线性化方法是求解井线性常微分方程的有效方法之 一
,

它的优点

是简单
、

道接
、

准确和可靠
,

同时该方法对数值计算非常稳定且容易编写程序
。
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2
.

按拟线性化方法计算所得的结果与文献上 Ev a
s n的结果比较表明

:

两者是相 当 满

意地一致
。

数值上的差别仅出现在小数点后第 4 位上
。

可以设想
,

如果采用更细的差分网格

和提高迭代精度
,

则会得出更精确的结果
。

3
.

本文仅讨论了拟线性化方法在具有一个三阶非线性常微分方程型的二维不可压缩层

流边界层问肠上的应用
。

毫无疑问
,

也可把它用在多个高阶常微分方程组边 值 问 题 上
。

另

外
,

若将拟线性化处理方法稍加改变
,

也可用来求解具有偏微分方程型的粘性流 动 边 值 问

题
。
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