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守恒律方程组的显式有限元格式及应用

季晓梅，黄振侃，齐 凯

(北京工业大学应用数理学院，北京 100022)

摘要：为了模拟爆轰波在轴对称的变截面激波管中的运动，采用柱坐标系下多维双曲型守恒律方程组的显式

有限元方法，得到好的数值效果．该格式保证了统一非线性稳定性，适合于对流占优的问题和多维非线性双曲

型守恒律间断解计算．在爆轰波的数值模拟中，对变7和状态方程的处理，具有创造性．
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近年来，在非结构网格上求解双曲型守恒律方程式和方程组的间断解成为计算数学的前沿问题．先

后出现了Runge．Kutta间断Galerkin有限元方法、有限体积法、多尺度算法等．任何格式在间断解附近收

敛阶不可能是高阶的，只有对光滑解，才可能有高阶收敛性．在文献[1]的基础上，得到柱坐标系下多维双

曲型守恒律方程组的显式有限元格式．在格式中，限制器控制数值解梯度在每个单元上变化剧烈，对一维

和多维问题都能统一处理，且保证统一的非线性稳定，对强间断有高分辨率，对光滑解的逼近程度高．本

文重点模拟爆轰波在轴对称的变截面激波管中的运动，对变)，和状态方程的处理有创造性．该格式可用

来进行大规模科学工程计算．

1格式的推导

在实际问题中，有时要处理旋转的绕流问题．其特点是有一个对称轴，和对称轴垂直的任意截面都是

圆心在对称轴上的圆．如果来流平行于对称轴，整个流动是对称的，流体质点的运动都在通过对称轴的平

面上．口。=0在空间中任取一点A，将它绕对称轴旋转一周得到圆上各点的物理量取相同的值．因此，只

要研究通过对称轴平面的流体运动即可，它代表了平面的流体运动．该平面上的任意一条曲线代表以它

为母线的旋转面．

在柱坐标系下，三维轴对称情形下的理想气体的运动方程组为
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在二阶有限元格的基础上⋯，作者推导了三维轴对称区域下的有限元格式，令空间R2被剖分成三角形单

元，用T表示．所作的剖分及假设同文献[1]．有类似于文献[1]的2个恒等式，边界条件的处理也类似．

(a)如果“，口∈P1(T)，则

l』·V“·V口dz=∑口取税f一吻)(q一饥)；
(b)如果口∈P，(T)，c是常量，则

l，⋯Vu出=∑口冉珊巧(ui一功)
其中”i、“i、钞f、口f分别为扒口在节点xi、xi上的值

口；=1个r·V仇V访dz，妒i、伤 (i，J=1，2，3)

对给定的时间步长△￡，格式的解M?=“(xf，卯△￡)．它取分片线性函数且连续．从￡=规△f开始，由

已知的“?=乱(xi，n△￡)得到“：+1=优(xi，(，l+1)△￡)，u也同样取为分片线性函数．半离散化格式为

Jl，．，(“兮V刚z)=J．。j T j n
‘9fdz．

仍类似于文献[1—2]方程组的二阶格式的推导，为了得到显示格式，采用通常的“质量集中”思想作近

似』n％知i妇≈A；警．其中，A；=』n r·仍dz．下面用Runge—Kutta方法作时间方向上的离散睁4]
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嵋=够+碍，V歹．设cc，”的够线性插值函数，令
亍l={丁∈r；{V甜”I>co，z∈丁)，t={丁∈r；l V∞”I≤co，z∈丁)，

其中C。为一个正的常数，它起限制器的作用．再令
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。1l

1’∈rlj∈0
。1l

T∈r，j∈J下

』，吼∞兮V州z+筹列T ‘妒fdz

m㈣h。(e Yds)_l((‰卜(‰)f)
其中y的计算以∞”代替砧”，则有限元格式为

一叫+丢(Km线难L警dz．
2爆轰波的算法分析

爆轰驱动技术已成为当前高温高焓实验设备的主流．在三维轴对称情形下的理想气体的非定常流动

基础上进行的C-J爆轰波的数值计算．模拟了爆轰波在变截面激波管的运动规律．

激波管中，激波后流场的均匀性直接影响实验气流的品质．正向爆轰驱动产生高强度激波【5]，在传播

过程中发生衰减，影响了波后流场的均匀性．由于爆轰波特有的高温，高压及其伴随的Taylor稀疏波的特

点，使得爆轰驱动产生的强激波衰减与常规激波风洞产生的激波衰减有明显的不同．实验表明：爆轰驱动

产生的强激波衰减与驱动方式和驱动状态密切相关．爆轰驱动是将氢氧混合气按～定比例冲入激波风洞

的驱动段(又称为爆轰段)，用高能量点火装置将混合气引爆，将爆轰后的气体作为激波风洞驱动气源的一

种驱动方式．一般分为正向爆轰和反向爆轰．在传统的反向爆轰中，爆轰波的波尾被用作高压驱动气体，

用这种方式能获得较长的实验时间，所得到的压力，温度不如由自由活塞激波管产生的高．原因有2个方

面：一是驱动气体的压力只有C_J压力的39％，二是爆轰波的动能没有利用．在传统的正向爆轰中，尽管

能得到更高的温度和压力，但是由于爆轰波后面Taylor膨胀波的影响，所得到的高温高焓气流不如传统

的反向爆轰所得到的气流稳定．为克服这2个方面的困难，采用变截面激波管【6J模拟爆轰过程中，流体力

学的控制方程一般是可压的Euler方程或者可压的Navier_StokeS方程，同时，chapman—Jouguet的理论也

起着关键的作用．建立的爆轰模型中，控制方程是柱坐标系下的可压的Euler方程组．假定化学反应的速

度是无穷大，不考虑反应层的厚度．
^ 1 1

反映爆轰波在化学反应阶段的状态方程为P=■三+÷彤2+÷∥2+P·g，其中，9为每单位质量化
， 上 二。 二

学能的变化，近似地把q，y看成是10的分片线性函数．在爆轰波的附近，适当取个质点zi，取po<p1用

王=z{+(乱?+c?)△￡跟踪爆轰波．其中，计?，c?通过互所在的三角形网格上，利用￡="△￡，可得到“、c的

线性插值在该点上的值．当z>主时，

lD<lDo

Po≤lD≤P1及7=

ID>lDl

yo lD<IDo

辩”』D0)+㈨≮≤lDl
y1 ID>lDl

Q

0瓯

旷

o

。一，舟

  万方数据



1050 北京工业大学学报 2006年

当z≤；可认为是离爆轰波较远的区域，g=0，7=7l为已燃气，在变截面的计算上也适用．在原有的格

式上对状态方程以上的调整，对y，q在三角形网格上作线性插值。先在等截面激波管上作数值实验，在

进入变截面激波管计算，用某时刻精确解作初值的基础向上求解．这样的近似，麓较真实地反应爆轰波作
用的规律．

对变y的处理也是计算的核心．q=0由于化学反应结束，对于不同介质界面的计算，都采用Lan，

黼坐标．在Euler坐标系下，根据流体力学的理论，警+(“，口)·跏=o，采取特征线方法7(zi一“．△￡，vi
一勘。△#，("一1)·△￡)=)，(zf，≯l，揽·△￡)，是最简洁的处理方法．在枝坐标系下的Euler方程组中，y的方

程与其他方程关联不是特别密切，可以单独处理．此时，状态方程为g=|鲁+寺倒2十告触2．同一网格

中的不同介质按线性插值处理．将驱动阶段爆轰波冲破隔膜时刻的解作为初值向上求解，对y在三角形

网格上作线性插值．计算整个管子就需近万个点，由于爆轰波涉及到的物理量基本上是大尺度，适当地进

行无量纲化，转化为小尺度问题进行计算．这样，能捕捉到尖锐的激波和接触间断，令：窆7=孝，r7=吾摊7
^ A

=嚣可’=静7=争7=吾得到关于z 7、，．7、雄7、钞7、夕7、e’的方程组，它具有相似不变性。利用方程组的二阶

显式有限元格式求解方程组，就得到原方程组的解，这样取得了很好的效果．对称轴上压力分布较真实地

反映了爆轰波由变截面收缩段挤入直管后，在较长一段距离内，流场的分布特点及爆轰波的运动规律。

3爆轰波的数值例子

设初始温度丁=288．5 K．水蒸汽的绝热指数71=1．219，H2、02混合气和压缩的绝指数为y。=1．4，

单位质量的气体反应能Qo=8．39×106 J／堍，初始压力po=1．0×105 Pa．当化学反应结束后，爆轰波以

极大的速度冲破隔膜，这时，未燃气为压缩空气，状态(】|Do，“o，口o，po)=(O．490 59，O．0，0。0，O。016 2)．把

第l阶段计算得到各节点上的物理量作为已燃气的初始状态，取10 024个节点，18 691个三角形单元，

△￡=O．o0005，sl=O．005．从对称辅上的压力变化，熊清晰地反映出爆轰波在变截面部分发生的反射、相

交和汇聚等现象，形成渐进的一致稳定的离熵流．图l为相应于爆轰波的波前刚刚到达变截面的状态，仍

然保持自相似解．可以观察到典型的Tayl。r膨胀波，它由爆轰的波前、膨胀波和均匀压力流组成．图2为

激波汇聚形成压力脉冲，生成上行波和下行波出现爆轰过驱动的情形．压力峰值比C—j压力略离，相应于

在很短时间内，激波在对称轴上合并情形，激波沿变截面反射，反射的结果造成上行激波压力升高，弥补稀

疏波引起的压力下降。这个激波很快合并成1个几乎垂直于对称轴的激波。图3为爆轰波的波前，图4为

激渡的波前，波的反射会重复出现，这些波的反射会在这一区域内产生非常大的压力流．结果压力峰值是

曝轰波波前初始压力的值的40倍．一般气流穿过激波，总焓不变．但是，这样设计的正向爆轰，由于变截

酉的加速作用，使得总焓升高．由于压力峰值衰减得非常快，所得到的渐进的几乎均匀稳定的气流的压力

萋只有Co压力的70％．
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Fig．4 Shock front

本文给出了爆轰波的算例，通过算例分析可知存在激波的衰减，因此在激波管内造成更加均匀稳定的

实验气流是完全可能的．
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Explicit Finite Element Scheme for the Hyperbolic ConserVation Laws

JI Xiao—mei，HUANG Zhen．kan，QI Kai

(College of Applied sciences，Be巧ing University of Technology’Be幻ing 100022，China)

Abstract： In order to simulate the motivation of detonation wave in the axis—svmmetry shock tube with con。

verging cross—sections， we use an explicit finite element scheme for nonlinear multi—dimensional hyperbolic

conserVation laws， and obtain satisfactory computing results． The scheme is uniformly guarantees nonlinear

stability，which is suitable for solving convection dominated problems and providing c。ntinuous solutions to

nonlinear multi—dimensional hyperbolic conservation 1aws．In the numerical simulation of detonation wave，the

idea to deal with the argument，，and the state equation is creative and the scheme can be used in the scientific

computing on a large scale．

Key words：conservation laws；{inite element method；detonation wave
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