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非线性0-1规划问题的连续化及其遗传算法解法
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摘要：为了求解非线性0-1离散规划问题，通过非线性等式的“离散性约束”将其转化为[0，1]区间上等价的

连续变量非线性规划．对于目标函数非线性、约束线性的0-1规划问题，可以使用乘子法来解决含“离散性约

束”的非线性优化问题．对于目标函数和约束函数均为非线性的问题，可以采用约束松驰法将离散性约束松弛

为不等式约束．两种方法处理后均使用遗传算法程序GENOC_OP求解．乘子法求解得到的结果比较准确．约束

松弛法属于近似方法，可以求解带非线性不等式约束的问题．用本文的方法对多个非线性0-1规划问题的算例

进行了计算，并将计算结果同枚举法的计算结果比较，结果表明该方法准确、有效．
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0-1非线性规划问题是整数非线性规划问题的特例，在实际中应用很广泛．研究0-1非线性规划问

题的求解方法有很重要的实际意义．由于设计变量的离散性，0—1规划问题求解起来比较困难．当目标为

非线性，特别是高度非线性时，其求解难度更大．通常0-1非线性规划问题的求解方法可以分为离散方法

和连续化方法．

离散方法是从设计变量的离散特性出发直接求解整数规划．传统的离散方法大多属于组合算法[1]，

如穷举法、隐枚举法等．这类方法能准确地找到问题的全局最优解，但随着问题规模的增大，其计算代价

很大．另一种是离散的启发式算法，如遗传算法[2J。这种方法的主要缺点是不能很好地处理约束，而且很

容易出现过早收敛问题．大部分文献都是关于求解0-1背包问题，对于非线性问题没有比较完善和通用

的计算程序．

连续化方法是将原问题转化为关于连续变量的规划问题求解．Templeman等对结构离散变量优化中

的分段优化方法通过构造力学模型将离散截面转化为连续杆长，最后要对少数分节杆进行圆整[31；文献

[4]在结构拓扑优化中提出的ICM方法利用过滤函数用连续变量逼近0-1离散变量．这些方法属于模型

近似转化的方法；Pardalos提出通过引进新的设计变量，把原问题转化为线性互补问题进行求解[5-61；

Kiwiel等提出通过求解凸规划的Bregman临近点算法来求解大规模0—1规划问题[71；李兴斯等利用互补

约束代替0-1条件，并利用凝聚函数法进行光滑处理来求解0—1规划问题【8]．这些方法属于模型精确转

化的方法．无论是模型近似还是精确转化都一定程度上降低了问题的求解难度，提高了求解速度．但是

这些方法只适用于求解某一类的0—1规划问题，实际应用中有很多的局限性，对于非线性的0—1规划问

题，比较通用的方法和程序更少．

本文以0-1规划设计变量的离散特点和目标函数的非线性为出发点，通过增加一个关于设计变量的

非线性等式约束代替设计变量的0—1离散限制(以下简称为离散性约束)，将原规划表示成一个[0，1]区间

上的等价连续变量规划问题．文中将每个分量的0-1离散条件整体化，把理个线性互补约束化成一个，减

少了约束个数．由于新产生的规划问题是一个非凸非线性规划问题，传统的方法很难得到问题的全局最

优解．考虑到遗传算法良好的全局搜索能力，本文采用Michalewicz和Janikow设计的遗传算法程序

GENOCOP求解新的连续变量规划问题【9‘1 01．
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1非线性0-1规划问题的等价连续化

展蠹漾l川
求t∈E”

使 W=w(t)一min

s．t．G=G(t)≤0

T=∑ai(￡f一￡；)=0(其中口i>0，且已给定)
f=l

O≤ti≤1 (i=1，⋯，n)

证明这2个问题的等价性，只需要证明

。i：o或1(i：1，⋯。行)甘』蚤口“如一t；’=。
【0≤ti≤1(i=1，⋯，71)

证明：首先证明

{i∑=一t tli(ti--0 t 1碍：i?1，⋯，T1，甘篙≯。沁”“川【≤f≤ (=，⋯，) 、u吣qRl

只要对右边第一式求和就可由右式推出左式，下面用数学归纳法由左式推出右式．

1)当卵=1时，左边和右边都是

f口1(tl—fi)=0

Io≤fl≤l
2)假设当n=惫时。有

{≤ai矧(ti--碍：10，⋯∥=》l—ai(ti--t。20 t i 1 k

)=。沁”“㈤
【≤i≤1 (=，⋯，) ⋯Rq曳1

假设7"／=志+1时，Ot^+1(t女+l一￡；+1)≠o(o≤tI+l≤1)，那么由

f口t+l(tl+I—f；+1)≠o

{o≤￡女+l≤1 净口^+l(“+l—f；+1)>o

【口l十I>0

又考虑到

f∑口；(f；一f；)=0
1仁1
【0≤ti≤1(i=1，⋯，”

得

f∑Oti(￡，一￡；)>0
1
91

【0≤ti≤1(i=1，⋯，k+1)

(1)

(2)
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f∑af(￡f—t；)=0
<i。l

【0≤ti≤1(i=1，⋯，正+1)

相矛盾，所以虮+l(tl+l—f；+1)=o(o≤t女+l≤1)成立．

3)综合上述证明，得到

{0蚤<。口ft‘i￡i一1(‘i2’：_：}⋯。n，e=，l。。a≤i(≤t。i-+。t≤2i≤)。=0 t 1 i 1 It。c
z=-，⋯，行，

【 =，⋯。，1) Ⅲ曳‘+1瓷1

再证明

f口{(tf一￡；)=0

10≤tf≤l

由左式推出右式，由左式得

f aitf(1一ti)=0

10≤ti≤1

因为口；>0，故推出右式．

(i=1，⋯，n)铮￡i=0或1(i=1，⋯，以)

由右式推出左式，由右式得tf(1一tf)=0，进而得到左式．

据以上证明可以得式(1)和式(2)是等价的．

2连续化后0-1规划问题的遗传算法求解

2．1乘子法

对于式(1)的等价问题式(2)，使用乘子法得

求t∈E”。A∈E1

使w=Ⅳ(f)+J：I∑口f(￡f一￡；)一min

s．t．G：G(f)≤0
(3)

0≤ti≤1 (f=1，⋯，，1)

土≤A≤A

式中，A的上下限A和丑由数值经验确定；口；的取法对于优化收敛的稳定性有影响，本文最初取口；=1(i=

1，⋯，竹)，．：I的上下限须根据不同的问题而变化．为了使A的上下限相对不变，必须取适当的口；使原目标

和非线性约束T的量级接近．为了使口，的确定简单，易操作，将所有的口t取相同的值志．当式(2)的目标

函数为多项式形式时，可取是为所有系数的绝对值中最大的一个．这样式(3)转化为

求t∈E”。A∈E1

使Ⅳ=w(f)+从∑(ti一￡；)一min
，、

，

”1
(4)

s．t．G=G(t)≤0
、’

0≤tf≤1 (i=1，⋯，，z)

5≤A≤20

2．2离散约束松弛法

将等式离散性约束∑ai(￡i一￡；)=0转换成2个不等式约束而商接利用遗传算法求解．考虑到
f=I
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。 f∑ai(ti—t2)≥0
∑n r(圹￡；)=o∞{‘：1 (5)
”1

【∑ai(￡，一￡；)≤0
i=l

因为0≤ti≤1(i=1，⋯，以)，所以式(5)中第1个不等式自然满足，只需要满足

∑ai(￡i—t2)≤0 (6)
i=l

式(6)是个很强的约束，很难找到满足式(6)的可行解，在遗传过程中不利于新个体的产生，所以对式

(6)进行约束松弛得到

∑ai(t，一￡；)≤艿 (7)
i=l

其中艿为确定的正数．

式(2)按离散性约束松弛法最终求解时，取口i=1(i=1，⋯，，1)。所用的模型为

求t∈E”

使 W=W(t)一min

s·‘·G=G(f)≤0
(8)

∑(￡，一￡；)≤艿
i=1

0≤ti≤1 (i=1，⋯，，2)

其中艿为确定的正数，理论上艿应该比较小，但是为了遗传过程的稳定，d又不能取得太小．数值试验表

明，由于误差累积的原因，艿的大小与问题规模有关系，当问题的规模比较小可以取艿=0．01．当问题的规

模比较大时可以取艿=0．1．

3数值算例及比较

算例l

f使 50x；一42x1+50xi一44x2+50x；一45x3十50x；一47x4+50x；一47x5一

J 30XlX4X5—50x2x3--’min

s．t． 20xl+12x2+1lx3+7x4+4x5≤40

【 zi∈{0，1} (i=1，⋯，5)

该问题为目标非线性、约束线性的0-1规划问题，使用乘子法和约束松弛法均可求解．其求解结果和

使用枚举法的求解结果如表1所示，目标函数的遗传历史如图1所示．

表I算例1的计算结果

Table l Result of example 1



算例2

k

趔40
籁
旧
蝾0
皿

一40
0 10 20 30 40 50

遗传代数Jv

(a)乘子法

k

j磐
辍
睡
蜷
皿

图1遗传历史

Fig．1 Genetic history

遗传代数Jv

(b)约束松弛法

f使 3x{+4XlX3+2xi一7x4XsX6+2x；+5x；+8xi一42122—3XlX3÷min
J s．t．4xl+3X2+2x3+3x4+4x5+6x6≥14

3xl+2x2+3x3+4x4+2x5+3x6≥10

【 。f∈{0，1} (i=1，⋯，6)

该问题为目标非线性、约束线性的0-1规划问题，使用乘子法和约束松弛法均可以求解．其求解结果

表2算例2的计算结果

Table 2 Result of example 2

模型处理方法 2l z2 工3 互4 ．T
5 X6 A(艿)

本文乘子法 1．ooo o 1．ooo o o．000 0 1．000 0 1．000 0 0．000 0 10．385 9

本文约束松弛法 0．999 9 1．000 0 0．000 0 1．000 0 0．993 9 0．004 0 0．001 0

枚举法 1 1 0 1 1 0 8(目标)

算例3

k

j磐
籁
随
蜷
皿

使

S．t．

遗传代数Ⅳ

(a)乘子法

k

j鹫
豁
圜
监
皿

图2遗传历史

Fig．2 Genetic history

f(x)=一e。1一sinx2+1／x3一arctanz4--’min

zl+X2+X3+z4≤2

2xl+3x2≤4

z2+2x3+z4≤2

zi∈f0，1 f

遗传代数Ⅳ

(b)约束松弛法

该问题为目标非线性约束线性的0-1规划问题，使用乘子法和约束松弛法均可以求解．其求解结果

和使用枚举法的求解结果如表3所示，目标函数的遗传历史如图3所示．
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k

j翌
籁
陋
蜷
皿

遗传代数Jv

(a)乘子法

400

是300
藩200
鉴100
0 20 40 60 80 100

遗传代数Ⅳ

(b)约束松弛法

图3遗传历史

Fig．3 Genetic history

算例4

f使 f(x)=Xi+z；+2x；+2x；一521—522—21x3+7x4--，min

s．t．8一z1+z2一X3+z4一zi—zi—z；一z；≥o

10+zl+z4一z}一2x；一z；一2xl>少0

【 zi∈{0，1}

该问题为目标非线性约束线性的0—1规划问题，使用约束松弛法求解．其求解结果和使用枚举法的

求解结果如表4所示，目标函数的遗传历史如图4所示．

表4算例4的计算结果

Table 4 Result of example 4

4讨论

本文通过非线性等式约束将0-1离散变量优化

问题等价表示成[0，1]区间上的连续变量优化问题，

并通过遗传算法对所形成的非凸优化问题进行求解．

数值算例表明该方法是可行的．该方法的主要特点

是可以处理一般的约束，得到的解完全满足约束，避

免了罚函数法惩罚因子难以确定的困难．因为遗传

算法的全局搜索能力，该方法在求解0—1非线性规划

问题的时候可以找到问题的全局最优解．数值试验

结果表明当问题的规模比较小时，乘子法和约束松弛

图4约束松驰法遗传历史

Fig．4 Genetic history of constraint relaxing

法都能很好地得到问题的全局最优解．当问题规模比较大时，由于约束松弛法是一种近似方法，不能保证
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对所有问题都得到问题的全局最优解．乘子求解方法稳定、有效，可以应用于目标非线性约束线性的0—1

规划问题的计算．
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A Continuous Approach to

Its Solution With

0．1 Nonlinear Problem and

Genetic Algorithm

SUI Yun-kang，JIA Zhi—chao。DU Jia—zheng

(College of Mechanical Engineering and Applied Electronics Technology，

Beijing University of Technology，Beijing 100022，China)

Abstract：To solve the nonlinear 0—1 programming problem．it is transformed into an equivalent continuous

nonlinear programming on the domain of[0，1]by a nonlinear equality discrete constraint．For the 0—1

programming problem with nonlinear object and linear constraint，the problem with disorete constraint canbe

solved with nultiplier method．For the problem with conhinean object and nonlinear constraint，the discrete

constraint can be relaxed to a non—equality constraint with the constraint relexing method．Both are solved by

the Genetic Algorithm GENOCOP．The result of multiplier method is more accurate．Constraint relaxing

method is an approximate method。can be used to solve the 0—1 programming problem with nonlinear

constraint．Examples are presented and compared with enumerating method，and the results show that the

approach iS accurate and effective．

Key words：nonlinear 0一l programming；continuous approach；Genetic Algorithm；GENOCOP
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