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含参数高阶厄米矩阵求解本征值问题
华保盈 江少林

北京工业大学应用物理系
,
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啪要】 基于群论原理
,

提出一种求解含参数高阶厄米矩阵本征值的有效方法
.

该方法已用于 C 。 振

动谱的计算
,

并显示出优越性
.
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1

0 引言

在物理学中经常遇到下述求解含参数高阶厄米矩阵的本征值问题 :

设 F 是一个含参量 S
: ,

5
2 ,

…
,

S
,

的高阶厄米矩阵
,

它可以写成

F = 艺 s
*

F
*

( l )

其中 凡 是常数厄米矩阵
,

阶数为
。

.

又设 { D ( R )} 是所有满足

D ( R ) F D 一 ,

( R ) = F ( 2 )

的 。 阶满秩 么正矩阵的集合
,

并且 { D ( R )} 与某一已知有限群 G 一 { g ( R )} 同构
·

如果 已知 F 矩阵部分本征值 人 ( 又= 1
,

2
,

…
,

m
,

。 > k
,

m < < 的 以及对应于这些本征

值的本征矢的对称性质一 在一个物理问题 中
,

常常可以通过实验
,

特别是光谱学实验得封
.

现在 问要选择怎样一组参数 5
1 ,

5 2 ,

…
,

又
,

使 F 矩阵对角化后与已知的本征值拟合得

最好并求 出全部其它本征值 【’
,

2牡

如果不采用群论方法处理
,

那么典型的方法是把人逐一代入 F 的特征行列式
,

得到 m

个方程 :

IF
` , 一 占

`,

人 l= 0 ( 又= l
,

2
,

…
, , ,:

)

因为 只
j是 5

. ,

5
2 ,

…
,

S
,

的线性式
,

所以每个方程都是 S
, ,

5
2 ,

…
,

S
,

的 ”
次幂的方程

式
.

对于这 m 个方程再用非线性的最小二乘法求 出最佳的 S
: ,

及
,

…
,

S
, ,

然后代 回 F 矩

阵
,

求 出全部本征值
.

这样的计算量常常是非常大的
.

可以用群论 中的投影算符求 出对称 化基矢再通过相似变换使 F 矩阵分块对角化
,

从而

达到降价的目的
,

但这种计算也是非常冗长的 【’ 1
.

本文在有限群论表示理论 4I] 的基础上
,

提出一利
,

计算方法
.

我们的工作表明
,

在 F 矩
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阵阶数很高而又有较强对称性的情况下
,

这种方法是非常有效的
.

1 计算方法

l) 用群论中不可约表示分解公式 :

X (
“ ` )

’

( R ) X ( D ) ( R ) ( 4 、艺
Rl一g

一一川

求 出在 { D ( R )} 表示 中各个不可约表示 出现的次数 m
。 . ,

其 中
。 `
是不可约表示 的标号

,

g

是群元的个数
,

x 俩 〕 ( R )
、

x ()D ( R )分别是对应于群元 R
,

在不可约表示 : `
中及可约表示

{ D ( R )} 中的特征标
.

2) 任给一组参数 5
1 ,

5
2 ,

…
,

S
,

的值
,

用计算机算出 F 矩阵的本征值 及 正 交 归 一 化

的本征矢
.

群论理论指出
,

对于同一本征值的本征矢
,

可 以构成群 G 的某个不可约表示

的基矢
.

为了使计算误差不影响本征矢的对称性质
,

计算时要采用双精度运算
.

3) 根据对应于同一本征值的本征矢 的个数可以确定所属不可约表示 的 维数
,

再 根

据该组本征矢在 { D ( R )} 作用下的变换性质
,

可以确定各本征值所对应的本征矢分别 属于

群 G 的哪个不可约表示
,

从而对计算机算出的全部本征矢
,

用群 G 的不可表示进行分类
.

现用 戒
.

( k) 表示第 j 个
: `
表示 的第 k 个基矢

,

其中 j 一 l
,

2
,

…
,

。
。 ` ,

k一 l
,

2
,

…
,

几
. ,

气

是 “ `
这个不可约表示的维数

.

显然有

艺m
。 `

l
。 `

= ’ `

( 5 )

4 ) 对于属于
: `
不可约表示的 m

: .

组本征矢
,

要通过不同的 气
`

维 么正 变 换
,

使 之 转

变为同变基矢
,

即令

侄

,妇
一一r

了,
.

、

A二
` , :

(
r
) - 全

。
,
*

灵
`

(介’
( 6 )

寻找合适的组合系数
。 :

* ,

使 D ( R ) 双
` , :

(r ) 与刀
` . :

(r )之间
,

对于所有的 j 有相同的 么正

变换矩阵
,

式中下标 S意指同变
.

5) 对于
: `

这个不可约表示
,

计算

凡
`

。 j
`

)一灵
.

士
,

( l ) F又“
. :

( l )

I

一

石
S

*
A “广( , ) F

*

又:
一 (` ) 。

,

j
`

一 `
,

“
, `

” , , , , · `

) ( 7 )

从而得到一个与不可约表示
: `
相联系的 ln

。 `

阶的矩阵
·

对于不同的
: `

分别求 出矩阵
,

这

样 F 矩阵的对角化问题就简化为 凡
.

矩阵的对角化问题
.

6) 把已经测得的 F 矩阵的本征值人分别代人该本征值所属的不可 约 表示 矩 阵的 特

征行列式中去
,

就得到 。 个方程 :

IF
a `

(j j
`

)一 占j i
·

人】= 0 (又= l
,

2
,

…
,

m ) ( 8 )

对于不同的不可约表示
,

方程的幂次 。
。 `

不同
.

由于 ( 8) 式 比 ( 3) 式 5
1 ,

又
,

…
,

S
,

的幂次已

大大下降
,

因此
,

用最小二乘法来求最佳 S
, ,

5 2 ,

…
,

S
,

就要容易许多
.

特别是在拟合时
,

首先可以利用公式
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万 尸̀一 ,一

言
其中 X (凡

`

)是矩阵 凡
`

的特征标
,

众 ( 9 )

刀 是已经测得的人按不可约表示划分后
,

属于 。 j

这种

不可约表示的第 j 个本征值
·

显然只要对于群 G 的某个不可约表示 : `

有 m
。 `

笋 0
,

就有几个

方程
.

( 9) 式是 S
*

( k = 1
,

2
,

…
,

l) 的线性方程
.

这样就得到了一个线性方程组
.

如果此线性

方程组中方程的个数比参数的数目要大
,

那么对此方程组用线性最小二乘法就可以定出 5
1 ,

凡
,

…
,

S
,

的最佳值
.

如果方程数比参数的数 目少
,

或是希望拟合有更高的精度
,

那 么除

了 ( 9) 式外
,

还要结合 ( 8) 式来进行拟合
.

上述方法已成功地用于 C 。
分子振动谱的计算

.

把一个含有 8 个参数的 1 80 阶矩阵的

本征值问题
,

比较容易地转化为求解一个 8 阶
、

一个 4 阶
、

一个 2 阶这 3个矩 阵的本 征

值问题
,

从而使计算大大简化
.
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