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非线性波在动脉内传播的理论
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【摘要】提出了一个新的非线性脉搏波在动脉内传播的理论模型
,

推导了一个新的血管壁一外周组织系统的

非线性运动方程组
.

这组运动方程 与代表血液流动的粘性不可压缩运动的方程
、

连续方程 以及流体和血管壁本构

方程相结合
,

可用数值方法求解非线性脉搏波在动脉内的传播
.

其数值解包含压力脉搏波
、

血流速度波和血 流且

波以及血管壁的波动和变形等
.
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在我们 早期的文章中 川
一 ` “ ’ ,

曹经探 i寸了动脉血竹非线性力学 性 质
,

建 立 了 大 血竹

的非线性粘弹性数学模型及非线性弹性数学模型
.

这两个理论模型可应用于动脉 壁 的 力 学

分析和非线性脉搏波传播问题的研究
.

这项研究
,

是为了在具有外周组织的动 脉 血 管 中
,

对 J卜线性脉搏波传播现象的一个定
一

录描绘
。

本文是这个研究的第一部分
,

主要是从理论
_

I
: 探

讨 血竹一结缔组织系统的运动方程及非线性脉搏波传播的数学模塑
.

有关这个数学模型 的 某

些简化及共 数值解问题
,

将在作者的后继文章中讨论
.

血竹的脉搏波传播现象及 其动力学特性
,

在生理学
、

临床医学分析及生物医学工程应用

卜: 是很谊要的
,

它们竹经是许多作者特别威兴趣和关注的研 究对象
.

M c D o n a l d ( 19 6 0 ) 〔”
、

冯元祯 ( 1 9 6 8 ) 〔“ 〕 和 S k a l a k ( 1 9 8 0 )等人
〔 7 〕的著作

,

曹经对早期的研究做了深入的评 论
.

血

流脉搏波传播的第一个分析模型是由 M or ga
n 和 K i e l y ( 19 5 4 ) 〔“ 〕提出的

,

他们研究了 粘 性

液体中一维线性化波的传播
,

拜在该模型中把血管壁假设为线弹性
、

齐性和各向 同 性 的 圆

筒
.

该模型还考虑 了结缔组织的附加质量
,

但没有包含组织的约 束
.

W
o m e r s l e y ( 1 9 5 7) 〔“ 〕

也采用此样一个基本的数学模型
,

拜加上一个纵 向分布约束来模拟外周组织的 影 响
.

J a g “ r

( 1 9 6 5 ) “ “ ’ 等人提出 了一个厚壁管模型
,

但没有考虑组织的约束
.

另外
,

他们还采用各向同

性材料的 H o o k e 定律来模拟管壁的本构关系
.

M ir s k y ( 1 9 6 7) “ ` 〕也采用这个模型
,

但他把

动脉壁模拟为具有 W
o m

e r s le y 约束的各向异性弹性体
.

一个完整的线性化脉 搏 波 模 型 是

A t ab
e k 〔 ’ 2 ’ 在 19 6 8 年提出的

.

在他的模型中
,

外周组织被假定为具有惯性质量和摩擦的 正

交各向异性线性弹性振动系统
,

而动脉壁则用线性堵量应 力
一应变关系来近似

.

虽然以
_

L的理

论模塑能够给出脉搏波传播特性的一些近似的或定性的结果
,

但像所有其它线性 化 公 式 一

样
,

邦存在着这样或那样的问题
.

其一是
,

在模型 「! ,所引进的结缔组织参数是物理 卜含糊不清

本文于 1 9 8 8年 1 月 20 日收到
.

* 本文为国家自然科学墓金会资助的课题
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的或很难从实验上确定的 ;其二是缺乏能在宽广范围内描绘血管壁和外周组织力学性质的木

构关系
.

因此
,

以 卜线性化理论模型很难在非线性脉搏波传播的分析 中推广和应用
.

L a m b e r t ( 19 5 5 ) ` , 3 ’ ,

A n l i k e r
等人 ( 2 9 7 1 ) 〔` 弓 ’ ,

L i n g 和 A t a b e k ( 1 9 7 2 ) [ , “ 〕以 及 其

他 几位作者探讨过脉搏波的非线性理论
.

但这些研究仅限于一维或拟一维波的传播
,

以及血

竹壁的弹性性质主要采用压力
一而积 (或压 力一

半径 ) 的经验关系来表示
,

这些模型基本上不

包含外周组织的影响
.

山于不武接包含血竹壁和结缔组织的力学性质
,

现存的这些非线性理

论在动脉脉搏波的分析上有相 当大的局限性
.

与旧的理论不同
,

本文建立了一个包含有血瞥壁和外周组织运动的一般非线性脉搏波传

播的理论模型
.

在这 一模型中
,

作者从基本 力学定律以及血管和外周组织的非线性变形和运

动出发
,

详细地推导了血管壁
一外周组织系统的非线性运动方程组

,

其中仅含血管壁和 流 体

的应 力以及血管的非线性儿何
.

血管壁的应 力是采用作者所建立的动脉壁非线性本构方程给

}匕
,

而血管内壁上的流体应力则由流体应力张量分量所组成的更一般的边界应力公式给 出
.

山于这个运动方程组包含了更多的生理和 力学因素
,

因此它们与血液流动方程相结合
,

可用

于求解血流压 力
、

速度
、

流
一

最及 血竹壁的波动和变形等的非线性脉搏波在动脉血管内传播的

问题
.

l 基本假设

在本文的分析中要用到如下的重要假设
:

( 1) 血管壁是局部正交
、

各向异性
、

弹性和不可压缩的材料 ; `2) 血件是薄壁及可经受

大变形的轴对称旋转体 ; ( 3) 作用在血管壁上的 力将不会影响到血管壁的局部正交性
,

即流

体和外周组织的应力仅影响到竹壁内的应 力和应变
,

但不会影响它们的正交性 ; ( 4) 主动脉

及其外周组织被模拟为一个薄壁弹性介质
,

而对嵌入共它组织的动脉
,

其外周组织则模拟为

有限或无限厚度的弹性介质
.

应力波在此种介质内的传播将随径向距离的增加而衰减 ; ( 5 )

重力可忽略不计
.

2 血管壁的运动方程

图 1 ( a) 表示了血竹在血流脉搏波作用下的运动和变形
.

一般地
,

如 果血臀起初是一个圆
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动脉的变形及作用于壁上的应力
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筒或任意的旋转体
,

且流动是轴对称的
,

则 血管在脉搏压 力和血流作用下的运动和变形也将

是轴对称的
.

血管的运动和变形可用柱坐标 ( : ,

0
, : )和中 间 曲 面 坐 标 (舀

,

0
,

帕等两 个 曲

线坐标系来描绘
.

在后一个坐标系中
,

雪是沿管壁中问而子午 方 向 的弧长
, , 是垂直于 中

问面的法向坐标 (见图 1 )
.

合 R w
表示 血芒中间面的半径

,

h 是 壁 厚
.

对轴对称脉搏波传

播的向题
,

R * 和 h 可认为仅是
二 和时间 t 的函数

,

即

R w = R w ( : ,
t )

,
h = h ( : ,

t ) ( I )

如果血管为薄壁管且壁厚的时间变化可以忽略
,

方程 ( 1 ) r卜的壁厚 h 也可考虑作为常数
.

我们取血管壁的一个微元段 ( d : ,
d o

,

h) 来进行分析
.

作用在该微元 6 个表 面 上 的 应

力分别是
:

( S
。 一 d 夕 。 / 2 )

,

( S 。 + d s ,
/ 2 )

,

5
. ,

5
. ,

( p w , : w )和 ( P
: , r :

) (见 图 i ( b )
、

和

c( ) )
.

其中
,

S 。和 S
。
是誉壁的纵向和周向张应 力 ; 尸 w和 饰 分别表示流体作用在管内壁上

的壁法向应力和壁剪切应 力 ; P
`

和 : :

分别表示外周组织的约束法向应 力和约束剪切应 力
.

所有这 6 组 力分量应与该微元管壁的惯性 力平衡
.

下而我们分别按柱坐标和中间曲面坐标两

种情况写出血管壁的运动方程
.

2
.

1 柱坐标中的血管壁运动方程

血管壁运动方程可根据达朗伯尔原理山图 1 力系的平衡得到
.

相屯坐标中沿
: 和 r 方向的

血赞壁运动方程可写为

户
。 a 竺= (刀 w人)

一 ,

厂l + 9刀 w / 9 二 ) , 习
一 ’ / 2

{ (尸
, 一尸w )刀 w (。刀 w

/ 9 二 )

+ ( 丫w 一 : ,

) 斤
w + ( 9 / 9 : ) 「S : h刀 , ( 1 + ( g R w / 9 : )

’
)

一 ’ / 2 ]

+ 0
.

: 。 ( z + (。刀 w /。: ) , )
一 3 / 2

[ 1+ (。刀 * /。 :
)

, 一刀 w (。 2尸
w

/。 : ,

) ]

厂P w + P
:

) ( g R w /刁二 ) 一 : w 一 : 门 } ( 2 )

户
, a

卜 ( 刀 w人)
一 ,

厂1 + (。尸 w /。之 ) , ]
一 ’ / 2

{ (尸 , 一尸
,

)刀 w + ( : w 一 : ,

)

X 尸w ( g R , /刁: ) + ( 9 /刁二 )〔S , h R w (g R w / 9 二 ) ( 1 + (g R w / 9 2 ) 2 )
一

1 / 2

一 ` .
11 ( 1+ ` 9尸 w / 。: )

,

) ’ / 2 一 0
.

。人( z + ( 9尸 ,
/刁

: ) , )
一 3 / 2

千 ( g R w ` 9二 ) 2 一 R w ( 9
2
刀 w /9二 2 )刃x

厂P w + P
`
十 ( : w + : :

) ( a R w
/ 9 : )〕 } ( 3 )

共中 户
,

表示血件壁的密度
,

衅 和叮分别为相应于 二 和 r 方向的加速 度 分 量
.

方 程 ( 2 )和

` 3 )可 用于描绘具了J
`

一定厚度 h 的血竹壁运动
.

在管壁相当薄时
,

由于 S : 和 S
。

跟 (尸杯幻

共本 卜是同数鼠级的
,

相此起来
,

方程 ( 2 ) 和 ( 3 川
, 包含 0

.

弘 的项也可忽略不计
.

因 此
,

在补孽考次一介l竹的
』

l’j专况 卜
,

方程 ( 2 )不[! ( 3 )可简化为

户
。 口

h丫 1 + `g R
w

/ 9习
2

`
一尸 w )

食
十 玩
一

h g f
寸
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—
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“ w 刁之 L丫

5 o R w
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2

( 4 )
、 t̀少W,..1

..1,
.性

一
9

P
o a

1
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P w 一 P

,
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h g f
十 n 一
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5
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方程 ( 4 )和 ( 5 )便为柱坐标中薄壁血管的非线性运动方程
.

2
.

2 中间曲面坐标下的血管壁运动方程

如采川血竹壁
,卜11411 11而的子午线及共法线为曲线坐标线

,

则血竹壁的运动方程 在形式上

还要简 单
.

类似 f 社坐标情 况的报 导
,

若将听有作川在血悴壁微元 ! : 的力和惯性 力在 右和 V

方向 卜投影
,

则可得中问曲而坐 标的 血管壁运动方程为

P
。 a 犷一 ~J下 w

1

丫 1 + (刁R w / 9 之 )
“ ! ;

一

备
( “ ` ”凡 ,一 “ 侣

赞!
丁 w 一 丁 扩

h`

1
, . 、

「 1
,

n 二 1
一
丽石

、 丁 w 十 丁 ` ’ l丙又斌二不下一
十” ` “

八 `

f
气。 ,

尸
, “ ;

1

R w 飞/ 1+ ( g R w /刁: )
” 「S : R w K

:
+ S

。 刃

P w 一 P
, 1

h Z R w ( P
*

+ l
〕 ,

)
1

丫 1十 ( g R w /刁: )
2

+ R w K 。

一
共中 a 百和 a 石分另11为丰11)

、

认 J
吮

舀和 粉方向的加速 分一 ; 兀
,

为子午线的 !111本
,

丫}

9 2 R w / 9之
2

厂1十 (。 R w /。: ) 2 习3 / 2 ( 8 )

在薄雄 血竹时
,

方程 ( 6 )和 ( 7 川
,的最后一项也可忽略不计

,

千是方程 ( G )和 ( 7 )被简

化为

一
刀十户

e a
_ 丁 w 一 了 l

h 1/ 砰而R价丽 )百 {晶
( S ` R w

卜 s
。

孽
·

户
, a

P w 一 P `

h 尸w
侧

一
_ _ 工二 _

二

_
二

_ 厂s
,

R 二 K
,

+ 夕
。

马
1 + ( g R w / 9之 )

2
、

-

( 9 )

( 1 0 )

在方程 ( 2 )
、

( 3 )或 ( 4 )
、

( 5 )及方程 ( 6 )
、

( 7 )或 ( 9 )
、

( 1 0 )中
,

加速度可用血管壁

位移来表示 ; 应 力 S
:

和 S
。
可借助血管壁本构方程表达为应变或位移的画数 ; P w和 : , 是血

流速度的雨数
,

可通过流休的本构方程表示
.

因此
,

在运动方程中仅外周组织的 约 束 应 力

P
`
和 : `

是未知的
,

需要做特殊的研究
.

方程 ( 4 )和 ( 5 )或方程 ( 9 )和 ( 1 0) 是轴对称簿 壁 血

管的一般非线性运动方程
,

无论 血竹壁的本构方程是弹性的还是粘弹性的均能适川
.

2
.

3 血管壁的速度和加速度
~ )

现在让我们来推导血管壁加速度分量的表达式
, `

它可按连续介质 力学方法建立
.

令
。
表

示 血管壁 上任意点的位移矢量
, u :

和 “ ,

是柱坐标下的位移分量
, u ,

和 u ,

为曲面坐标下的位移

分量
.

位移矢量可以表示为
钊
一卜 ~ ) 袱卜

u = r 一 r 朴 =
洲气、 尸人

、

Z 、 / 、

u , e :

+ “
, e ,

= u o e , + u , e ,

和 ; 分别表示管壁上同一点在平衡态 (或未变形态 ) 和变形态的位置矢 量 ;

( 1 1 )
尹内、

巴 z , e ,

及
今声ě

中其ě
。 。 、 e ,

等均为单位方向矢量
.

如 梁是薄壁血管
,

径向位移分量
u ,

也可表示为

u ,

= R w 一 R 份 一

( 1 2 )

方程 ( 12 )中的刀价是壁中问而的不衡态或未变形态个径
,

若血竹在未变形时为圆筒
,

则 刀补是
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常数

今
·

么
血管璧曲线

. 勺. . . . . . . 曰. . . . . . . . . . .

尹 l尹
, . . , `~ . 叫门. . 一喊 . . . , 口 . . . 卜

( 口 )

图? 牛仁坐标和 l肠l面坐标叶
, 的位移分 毫

血今::: 壁 卜点的速 !少
,

丁定 义为
一 ) 一 >

户 d r g t̀
\

_

V 一 -二 吮一 一

—
- .一d 厂 g t / r 军

( 1 3 )

而加速度可定 义为

: 一

子
+ ( 犷、 ,犷

( 14 )

2
.

3
.

1 柱坐标下的速度和加速公式

在丰!:小标 F
, 2场血竹壁作轴对称运动时

.

共速度 只有轴向和径向两个分录
,

_ g u :

9 t

刁u

9 l

它们是

( 15 )

加速度分 吊:可按 ( 1 .1) 式求 }! }

· ; 一

会+qz 会
十 “

·

令
( 1 6 )

·

卜兮
+ “

·

夸
+ q 二旦旦生

在式 ( l的 中
,

径向梯度项可以忽略不计
,

因 为血管壁的厚度较薄
,

速度分量沿壁厚的农问变

化将怂不爪要的
.

如略去式 ( I G) 中最后一项
,

则柱坐标下的速度公式 也可表达为

· ; 一

势
+

琴
·

备 (夸)
·

卜

金
+

一

琴
:

备(训
( 1 7 )

2
.

3
.

2 中问曲而 六卜标
一

卜的速度和加速度公式

将式 ( 11 )最后等式对时问 t 求偏导数
,

可 寻出曲而坐标下的速度分最 叮 ,和 q 。

的 公 式
:

。 _ g u 0 . ,

9 切
1 声 -

一

—
一 “ ” 一几

刁t
`

刁t

“ ” 一

合
十一

晋 ( 1 8 )

式中 切是中问曲而内的子午线之切线与
二
轴的夹角

.

由于 t “ n 切 = a R翩加
,

因此

晋
一

{
1十

(登)
’

l
一 `

爵
( 1 9 )
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.一七勺一
了一叮 q一叮沙一99一9

类似地
,

由式 ( 1 4) 可得曲面坐标 厂的加速度公式为
_ 。 __ _

g q , a g切
. a g q

,
_

, a

“ 企 —
`
一二二一 —

l 刀

—
] 一 J 右 一一二一亡

-
刁一 J n

刁不 刁 t 刁白

_ , .

_ g q
, . 0 9叨 , u 刁q

, . 门

“

;
一
认

”

+ “ `

箭
一

月
一

叮 `

马了
十 “ 刀

或略去相对于 叮的导 数项后得

+ K
` q :

q
,

一 K
`

q 奢

( 2 0 )

· : 一

令
一 “ ,

晋
+ “ ,

登
+ “ “ 。 “ ,

( 2 1 )
。

_ g q ,

” 一飞正
~

十。 ,

只擎 +q
刁不

刁q
,

`

石舀-
一 K : q 若

另外
,

在给定瞬时
,

有 d占
“ = d s

“ = d R 易+ d : 2 ,

于是

/ 9 \ 「
, .

/ J R w \
2

1
一 , /“ 9

l
一

黑
~

l 一 1 1 + l 士竺二兰 1 1
竺

\ 9占 /
:

L
一 ’

、 9 ` / J g “

利川上述导数变换
,

曲面坐标 l; 的加速度公式最后可写为

_ 。
_ g q 。 _ “

9切
“ ` 一 澎 一

` ” 一

百厂
一 「

丫

q ,

1 + ( g R , /刁z )
2

g q `

9之
+ K e q o g ,

( 2 2 )
。

_
_

g q
, . 口 9甲

.

q , g q
, _ r u :

”
一 一二二万一 门一 工 f 二二一一 门一 一

下下 二 ` ` 石于 策=
二
井 = = = 于三

一
一 ,二,一 -

一
盛 ` 亡 ` 止

刁奋 砂̀ V I 十 ( 9允 w / 9 2 )
乙

刁 z

将式 ( 1 8 )
、

( 22 )与式 ( 15 )
、

( 1 7 )相比较
,

可见曲而坐标下的加速度公式要此柱坐标 卜的

公式复杂得多
,

因此尽管曲面坐标下的血管壁运动方程较简单
,

但应用曲面坐标形式的公式

来解包舍非线性血管壁运动的问题并不方便
.

所以
,

曲面坐标形式的公式在推导某些线性化理

论的公式时还是有很大川处的
.

3 外周组织的运动方程及其简化

血管非线性波传播分析的 一个主要困难是如何确定或消除在血管壁运动方程中的未知外

周组织约束应 力
.

正如前面所指出
,

早期的许多研究是采用 E ul e r
的血压

一面积 (或 半 径 )

关系律来得到波传播问题的数值解
.

而在另外研究中
,

某些作者则是采川惯性质量
、

弹簧和

阻尼器所构成的弹性振动系统米模拟外周组织的影响
.

这些探讨拜没有提 出有关 血管和外周

组织运动对波传播行为影响之清楚的物理解释
.

在 目前研究
`卜

,

为了克服这个困难
,

我们引进外周组织的运动方程及外周组织内外边界

元
_

L的关系来消除血管壁运动方程中的未知应 力 P
:

和 : 。 .

按 }!代假设
,

包围血管壁的外 周 组

织是一个轴对称弹性介质
,

则在柱坐标下共运动方程可以表示 为

、 。 · `一

普
+

:夕… ,
( 23 )

9了
r :

9之

1 9
, 、

J
。

十 二一 L r j
r

) 一
—r 刁 r r

( 2 4 )

其中 尸 `
和 心

、

衅 分别友示外周组织的密度和点的加速度分量
, 二

: 、
J 。

和 。 ,

是外 周 组 织

内以仕坐标表示的法向物理应 力
, : , :

是唯 一的剪切应 力
.

卜面我们将方程 ( 23) 和 ( 2 4) 简化为山血管壁边界变量和外周组织外边界变量所农达的微
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分方程
.

合 R 。 和 R
,

分别表示外周组织的内径和外径
,

对薄壁血管可近似地 合 R 。 、 R w
.

现

分成两种情况进行简化
.

3
.

1 小组织厚度情况
:

( R ; 一 R 。 ) / R 。 、 0 ( 1 )

主动脉的外周组织可以看作小组织厚度 f自情况
.

此时
,

结缔组织的厚度与血管壁的厚度

是 }
,

刁数量级的
,

外周组织可考虑为包围血管的一个薄壁管
.

从 R 。至 R : 积分方程 ( 2 3) 和 ( 2 4 )
,

有

丁
I七 1

R 。

双 i

R o

一 ` 一 」 一 , 一 、 D
、 _ 、 D 「

“ ;

刁。
: _ _

:
.
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吸Q

a

ó

品主口
RR月

!一
r

`

dr
f一之嗜一9刁

ùi0
RR月f

!
甘

+几URn甘

、 ,户

fb
/
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、
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矛
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r

诬̀r

口P丁
共中 ( ) 。 和 ( )

,

分别表示血管壁和外周组织的外边界的变量值
.

方程 ( 2 5) 和 ( 2 6) 右边的第

三项可用下面著名的微积分公式进行变换
:

《 ` , 二 , _ _ 、 J _ _ 「山“
’

9
, , _ _ 、 』 _ , , , 一 。 、 。 , , 一 、 , ,

一
、 月 , , 一 、

l 气̀ , , j tL J 一 I 凡几 J 气̀
, , 2 u l

十 J 、 ` , ,`夕 I `
『

戈̀ / 一 J 欠̀ , 口少 J
r

、 ` 夕
J d 若
犷 ( 名 )

将第三项中
:
的微分号提到积分号外以后

,

得
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1一 `仃

·

,
1

普 {
R l 一

卜…
,。 一 (二 ,。

一
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,

a f
一加」

内边界
,

淤
· d一舟

。
d ·

( 2 8 )

另外
,

由外周组织外
、

我们 可得如下边界关系
:

( : , :

)
,
一 ( 。

:
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登
一 p

·

尝
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,
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1
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鲁
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刁之

( 3 0 )

旦竺旦 = 0
9 R

式 ( 2 9 )中的 P
。

表示周围环境的压 )J
.

将式 ( 2 9 )和 ( 3 0 )代人方程 ( 2 7 )不{I ( 2 8 )
,

于是便 有

J::
。 ` · 二犷 d

一
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·
R l

登
+ 一 R

。
一 p

` R 。

登
+
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J O

d· ` 3“ ,

现在
,

我们引进如
一

l; 的变换
,

将上述方程简化为更方便的形式
:
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a 续= ( a 盆) 。 F ; ( r/ R 。 )
, a 声= ( a 季) 。 F : ( r / R 。 )

a
:

= ( a
`

) 。 F 3 ( r / R 。 )
, a . 二 ( a .

) 。 ( r
/ R 。 ) F ` ( r / R 。 ) ( 3 3 )

r , :

= ( r r :

) 。 F 。 ( r / R 。 )

其
`

{
一

, ( “ 里) 。和 (衅 )。 表示血管壁外边界 l: 的加速度分量
,

它们与管壁的加速度分量 (即按壁厚

平均 得到的分量 ) 叱和《 是不同的
.

因此
,

对薄壁血管可近似地合 (心 ) 。 = 衅
,

( a 草) 。 二衅
.

式 ( 3 3 )中的函数 F ` ( r
/ R 。) (宕= l

,

2
,

…
,

5 ) 是变换函数
,

显 然 在 r 二 R 。 Uj
.

将 有 F ` ( l ) = 1 ,

i = 1 ,

…
,

5
.

将式 ( 3 3) 代入方程 (3 1) 和 ( 32 )
,

便简化为如下形式的方程

、 : 。 , “ 。· : 一 ,
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会登
十

一
尸

`

鲁
十
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,

I f
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f人
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_
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u ` = 一石花厂
.

1 厂 八
T / 1 、 o少 r u r

一 l
一

尸 八 几 j 八 u 几

n 石 J R o J l
( 3 6 )

( i 二 1 ,

…
,

5 ; 元= r
/ R 。和兄 ; 二 R

,

/ R 。 )

a ` 称为无量纲当量系数
,

共中 a l

和 a Z为外周组织的轴向和径向惯性 系 数
,

而 a 。 、 a ; 和

。 。
则为外周组织的应力系数

.

方程 ( 3 5) 中的应 力 ( a .

) 。实际上也是血管壁外边界上的周向应 力
,

对于薄壁血管可直 接

合 ( a .

) 。 = S 二 至于方程 ( 3 4 )和 ( 3 5 )中的应 力 ( a
:

) 。和 ( r , :

) 。 ,

可以表达 为

( a
;
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。 =
姗

2 切 ( 1 + 刀
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产

其 `
l
,

口
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和 卢
: 是修正系数

, O毛刀
, ,

刀
2 < 1

.

如染沿血管壁厚度的平均应力恰好在壁的 中 !i U

曲面上
,

可合 刀
; ~ 刀

: ~ 1 / 2
.

对于长波传播问题
,

由于有 19 R彩 9别 < 1和 }护 R w/ 孙
2

! < 1
,

因

此式 ( 3 7) 中包含有 刀
: 和 刀

,
的项对薄璧血管一般是小量

.

在这种情况下
,

如 果 t a n 卯 , c哭沪

和 K 。用 g R翻 9二
、

护 R韶 9 2 ’
来表示

,

拜在式 ( 3 7 )中略去包含 h
、

g R w/ 加和护 R彩 9 : 2
等的三

阶以上的小量
,

则式 ( 3 7) 可简化为
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将式 ( 3 5 )代人方程 ( 3 4 )和 ( 3 5 )
,

略去超过二 I汾以上的小量及项 : w ( a R w
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2 ,

便得
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方程 ( 3 9) 和 ( 4 0) 便是所需要的籍助血管壁变量表达的外周组织运动方程组
.

3
.

2 大组织厚度情况
:

( R
:

一 R 。 ) / R 。 >> 1

大血管一般地不仅有结缔组织连接
,

而且有肌肉和其它物质包围着它们
,

连结情况依赖

于血管的类型及其在体内的位置
.

所有和血管连结的材料在力学性质
_

!
: 不一定相同

,

但为了

简化脉搏波传播问题的分析
,

可以忽略这些材料性质的差异
,

近似地把它们模拟为具有有限

厚度或无限厚度的单一外周组织
.

在血管的外周组织为有限厚度的的情况下
,

外周组织的运动方程仍可用方程 ( 3 9 )和 ( 40 )

米表达
.

所以
,

只需对无限组织厚度情况进行研究
.

根据墓本假设
,

应力波在无 限 厚 度 外

周组织内的传播是随径向距离的增加而衰减的
.

另外
,

假设所有应力都相对于周围 压 力 P
。

来计算且
r 充分大时

,

叫比衅的衰减更快
,

以及 : , :

与 二
:

至少是同时衰减的
。

按照这 些 假

设
,

为了使无量纲 当量系数的积分是有限的
,

应该要求当 r/ R 。
, co 时

,

加速度分量和 应 力

分量按下列数量级衰减
:

假设
小
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/刀
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其中 d ,和 d : 是小于 1 的正数
.

这样以米
,

方程 ( 2 3) 和 ( 2 4) 的积分将是
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若仍采川式 ( 3 3) 的变换
,

则无量纲 当量系数 a `的积分可以表达为

f “ 。 , 。 、 。 」 ,

f
` 刀
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d 亡
a `
一 J

1 2 “ L 乃 产几 “ 几
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一
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,

5 ) ( 4 3 )

共中
,

变量 兄= r / R 。 ,

亡二 R 。
/

r 不「1变换函数 G ` (亡)二 F
`

(几)
,

且有 G
`

( o ) 二 F
`

( co ) = o ,

G ` ( 1 ) = F ` ( 1 ) = 1
.

应用边界条件 ( 3幻井略去包含 刀
l
h 的项

,

则无限组织厚度的外周组织运动方程 可 简化
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之5一。刁aR

血管壁一外周组织系统的动力学方程

为 了简单起见
,

下面我们将汉对薄壁血管情形迸 行讨论
.

方程 ( 3 )D 和 ( 4。 )是小组织厚度
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和有限组织厚度情况的外周组织运动方程
,

而方程 ( 44 )和 ( 45 )则是无限组织厚度情况运动方

程
.

将这些方程与血管壁运动方程 ( 4 )和 ( 5 )相对比
,

不难看出 [尸 : ( g R w
/刁对 一 r `」是方 程

( 4 )和 ( 3 9 )或 ( 4 4 )的共同因子
,

而 [ P
`

+ r :

( g R w / 9 : )〕是方程 ( 5 )和 ( 4 0 )或 ( 4 5 ) 的 共 同 因

子
.

因此
,

只要将方程 ( 3 9 )
、

( 4 0 )或方程 ( 4 4 )
、

( 4 5 )直接代入方程 ( 4 )
、

( 5 )
,

消去未知应

力 P
。
和 : : ,

即可得到薄壁血管情形下的血管壁
一外周组织系统的动力学方程

.

4
,

1 小组织厚度和有限组织厚度情况

将方程 ( 3 9 )和 ( 4 0 )分别代入方程 ( 4 )和 ( 5 )
,

便有
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一

}
刁之 L

淤
+ 尸 w + 石

R
I 9 R

9 z

丝一 S
。

!
一 +

奇丫兀
.

了贾扩}
古

f
、 .、11ū匕

i

一动卜一一e

5 0 R w

R w 丫 1 + ( g R w / 9 : ) 2 势」
+

介备 {扎侃娜
孟

会」} (47)

共中 沪
; 和 劝

:

称 为单位面积并合质量
:

, _

。
, _ 、 。

1/ 2

p
l = p

。

{ h仁1 + (g R w / 9 2 )
2 」

一 ` 一

+ R o a : (尸
:

/户
。

) }
, ,

,
_

.

_
n

_ 、 。 ,
1/ 2

`

n

矽2 = 户
.

{ h [ 1 + ( g R , / 9 : ) “丁
’ 一

+ R 。 a Z ( p `

/户
。

) } ( 4 8 )

4
.

2 无限组织厚度情况

将方程 ( 4 4) 和 ( 4 5 )分别代人方程 ( 4 )和 ( 5 )
,

便可得到无限组织厚度情况 下的血 管壁
一外 周

组织系统动力学方程为

· “一

责〔
饰一尸

·

十

会去 !

h 9
.

十
一百i一一一 二 一
tI w 沙 z

5
e

R w

侧 i千 (介奋7台百户
、、一 }

W一

口飞ú之
孙一9

S , R孟
1 + ( g R w / 9 2

)
2 }

十 、、 扁弃昌
:

)、

吴卜尝
一 p ·

(笙
·

)
“

}}
. . . . . . . · . . · · · · · · · · · · · · · · · ·

… … ( 4 )G

· “一

公〔
” ·

十 场 q心 _ s

刁z !
一 十

奇丫以食门
h g 「

十
~

万 于一 -

一二 -

一 l
八 w 沙 z L

S
,

R w

丫 l + ( g R w / 9之 )
“ 寥

竺

)+ 段:
一旦一 {草漂典军份王假

刁二 J 式 。 刁二 L l + L沙 tI w /沙 z )
“ 势{}

( 5 0 ,

顺便指出
,

方涅 ( 4 6 )和 ( 4 7 )的 a , 、
a Z 、

a : 、
a ; 和 a 。

跟方程 ( 4 9 )和 ( 5 0 )的是不 1司的
,

前者的 a `山式 ( 3 6) 定义
,

而后者的 a `
则由式 ( 4 3) 定义

.

参数 a `可通过血 管 壁 运 动 的 失

验测量来确定
,

但 也可在井线性脉搏波的分析中采川数值技术或决试函数方法经验地确定
.

若组织厚度 h
`

小 于管径 R w ,

这些参数可解析地表达为
“ ` 一 侧 l + ( g R *

/ 9 : )万一 { ( h
`

/ R 。 ) + 。 ` ( h
`

/ 1t, 。
)

2
+

〔 , ` ( h `
/ R

。
) ` } ( 5 [ )

共中 。 `
和 J `

为经验常数
.

在近似探讨中
,

(介
:

/ R 。 ) 3项可以忽略
,

汉 。 ` 是孟要的
.

若分
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。 ` = a ` = 口
, = 0 ,

则方程 ( 46 )和 ( 47 )就是血管壁和外周组织作为整体的壁运动方程
.

5 血液流动控制方程

血液是一种不可压缩粘性流体
,

共流动一般地可川不可压缩枯性流体的运动方程和连续

方程来描绘
.

在轴对称流动的情况
一

l;
,

其控制方程可表达为

二
向动量

:
g T

: 二

—
十

9 ( r T
, :

)

9 r
( 5 2 )

r !句动量

。

(要
+ 二

器
+ ” ·

成黔
+ 二
豁

十 二

宁 )
-

会)
- g T

, , .

1 9 (
r T

, ,

)
尸二, 一一

- 月~ 一一 二丁
一一一

—
- -

一
刁 g r 刁 r

孙
一

(53 )

d r

连续方程
: g )t 二

9之

1
十 —

9 ( r 粉 ,

)

9 r
= O ( 5 4 )

共中 p 是血液密度
, v 二

和 v ,

是血液沿
z 和 r 方向的速度分量

,
T

: : 、

T 二和 T
, ,

是柱坐标下

的三个法应 力
,

T
, :

为切应力
.

这些应力分量可根据血液是牛顿流体还是非牛顿 流 体 的 假

设由相应的本构方程给出具体的表达式
.

对大多数大动咏管内的血液流动
,

血液的力学行为很近似于牛顿流体
。

如假设血液为牛

顿流体
,

则运动方程 ( 5 2 )不! 1 ( 5 3 )可用 I子面的 N a v i e r 一 S t o k e s 方程代替
:

g v z

认
一

f一
目

」一 “ 名

刁奋

g v :

9 之

+ 二

佘一告芸
+ 梦 矛彰奥

兰

L 习之
`

9 2 v 1
十

r

鲤
些

飞
刁r 少

( 5 5 )

望华 十如
寻喜

g v ,

9 z
+ v ,

共井
一

刁 r

1 g P

P g r

_ `

f 9 2 v , ,

刁Z v , .

1 g v , v ,

、
十 F 、 二

一。
卞 二一二尸 十 一二二 -一 一

。
t

气沙之
`

刁 r ` r 刁 r 犷 ` 声
( 5 6 )

共中 P是血液的压 力
, 歹 是 血液的运动枯度

.

6 本构方程

方程 ( 3 9 )和 ( 4 0 )或 j,’ 程 ( 4 4 )和 ( 4 5 )所包含的应 力 S , 、

S
。
及 P

w 、 r w

应 i亥由血管壁及流体

的本构方程给出
.

6
.

1 血管璧的本构方程

血管壁本质上是一种非线性粘弹性材料
,

但作者的研究
〔 2 」 ’ 〔 a 」表明

,

对大动脉来 说
,

粘性是次要的效应
,

占主导地位的实际上还是弹性
.

在血管壁是一种局部正交
、

横向同性和

不可压缩的弹性材料的假设下
,

作者得出了如下以张量符号表示的二阶非线性弹性本构方程
:

S ` = 一 P
`

+ A 簇E J + B 圣
圣

E , E , ( i = l , 2 , 3 ) ( 5 7 )

共中 S ` 是物理应力分量
,

S
, = S 。 ,

5 2
~ 5

.

和 S 。
. 5

, : P
`

是动脉组织的
“

静 水压 力
” ;

君 , (j 一 1 , 2 , 3 )是物理应变分量
,
百

,

签君 ` ,
方

:

二 E
。 ,

E
3

二 E
,

.

对薄壁血管
,

物理 应 变

不11位移的关系川
一

表示为

“ ; 一

登
+

孟{(佘 )
2

+

(瓷)
:

{
,

百
艺 一

俞
十

抓带 )
2

(58)
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而 E 。 山不 可压缩条件来确定
:

( 1+ Z E
;

( )1+ 2 百 2 )( 1+ 2百 : )= 1 ( 5 9 )

方程 ( 5 7 )Ll ,
的系数 A圣

,

B 盛舌 ( i
,

j
,

寿= 1 , 2 , 3 )是由 L a m 色弹性常数组合得到的常数
〔 2 ] , 〔“ J

无论如何
,

静水压 力 P
’

是未知的
,

在具体应川时
,

一个补充条件或假设是需要 的
。

6
.

2 流体的本构方程及壁应力

血液作轴对称流动的本构方程可表达为

T

一
p + 2 。

器
,

T

一
p + 2 ;

丫
r

一 T

一
p + 2 。

争
,

二 / g v : .

g v ,

\
J ·

一 伙 万下
~

十
、

.

百丁 ) ( 6 0 )

此处
,

拼为血液的枯度
.

若假 设血液为牛顿流体
, 拼 , ,J’ 考虑 为跟应变率无关的常数或作为温度

的函数
.

然而
,

若将血液假设为 C as s o n 非牛顿流体
,

则 拼可按下式给定

。 一巨( 4 。孟J : ) 1 / 4 + : 。 ` / “ 口2 / ( 4了
`

) 1 / “

, 2 一

立{
2

(佘 )
2 + 2

(会 )
2 +

(佘
+

佘 )
’

}
( 6` ,

共中 叮
。

为 C as s o n 粘度
, : 。

相当于屈服应 力
,

J : 为二阶应变率张量不变量
.

流体的壁应 力 P , 和场为
:

l
` +

(登 )
2

}
一 ’

{
一 T 二 , · + 2 ( T

7 ·

)·

赞
一 ( T二 )·

(会 )
2

}

〔
1+

(赞)
2

」
一 ’

{
一 ( T二 ,

小
一

(登 )
2

{
一

!
` T二 ,一 ( T二 ,·

{
昼夕

w

飞
刁之 声

W.

,、Wr
.

犷了

、 .2
n自八O

才矛吸、W

、

l
产2

`

、 ,,/

此处 ( w) 表示变量在内壁上的他
.

若将式 ( 6 0 )代人
,

则式 ( 6 2) 可改写为

p w 一 , 一 2。

〔
1十

(鲁 )
’

]
一 ’

(擎
一

(佘
。
一

争 )赞
十

蓄
9 R
了旦兰丛
\ 刀之

· w

一
,`

1
1+

(尝)
2

}
一 `

((擎
+

争 )! 卜 (辈
W

)
2

」
+ 2

(佘
一

佘 )赞)
w

( 6 3 )

7 讨论

在本文 中
,

作者已经推 导了小组织厚度及大组织厚度的血管壁
一
外周组系统动力学 方 程

( 4 6 )
、

( 47 )及方程 ( 4 9)
、

( 5 0)
.

在这些方程中仅含血管壁和流体的应力以及血管的几何
.

外

周组织对血管的效应主要通过参数 a : , a : , a 3 , a 通和 a 。
等来描绘

.

当血液模拟为牛顿 流

体时
,

可用方程 ( 4的
、

( 47 ) (对无限组织厚度情况
,

可 由方程 ( 4 9 )
、

( 5 0 ) ) 与流体的控制方

程 ( 5 4) ~ ( 5 6 )相结合米构成 J卜线性月科尊波传播的基本方程
.

若血液作为井牛顿流体
,

则应将

方程 ( 4 6 )
、

( 4 7 ) (或方程以 9 )
、

( 5 0 ) ) 跟方程 ( 5 2 ) ~ ( 5 4 )相结 合
.

这些 J卜线性波基本方程击

藉助血管壁和流体的本构方程 ( 5 7) ~ (叨 ) 及 ( 6 2) 末连结
,

加上适当的初边馗条件后
,

就可求

解动脉中的井线性波传播
.

共解的内容可包舍
:

1) 压力波 ; 2) 血液速度波 ; 3) 血流量波 ; 4)
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血管的波动等
.

无论如何
,

由于基本方程组是非线性的
,

解析解极端困难
,

只能靠计算机通

过数值方法来求达个问题
.

数植解方法和结果将在我们的后继文章中给出
.
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