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有限元动态方程差分解法的研究
杨 家 华

(机械工程学系 )

【摘要】 构造了一种 求解 子r限元 动态方程 的稳定的差分格式
,

并将其成功地应 用子求解结构振动问 题
.

这 种 差

分方法对求解有限元动态方程是有效的
.

关键词 : 有限元
,

动态 方程
,

差分方法

用有限元法求解弹性结构的动态响应问题
,

总要归结为求解下而的有限元动态方程
:

M U + C U 十 K U 一 尸 ( 1
.

式 中
:

M—
结构整体质量矩阵

.

C

—
结构 整体阻尼矩阵

.

K

—
结构整体刚度矩阵

.

u
、
不不

、

U

—
在振动问题中分别表示节点加速度 向量

,

节点速度向量和节点位移 向

量
.

P

—
节点外力向量

.

求解方程 ( 1 )
,

常用的方法有两类
:

一是通常所说的直接解法
,

大多是用逐步积分法或

差分法
.

另一种就是振型迭加法
,

该方法把系统的主振型组合成模态矩阵小
,

用模态矩阵中

作为变换矩阵
,

进行坐标变换
:

U 一巾 y ( 2 )

如 果模态饭阵 小能使阻尼矩阵 C变戍对角阵
,

就可以使方程 ( 1 )解除祸联
,

得到一个用

广义坐标夕夫达的互不机合的方程组
:

M
` 夕 ` + C ` 夕 ` + K `夕 ` 二 P ` , ￡一 1

,

2
,

… …
, n ( 3 )

这 卫共有
n
个 羊 lr[ 由度的

一

二阶常微分振动方程
,

可以 用求解 单自由度振动方 程 的 各 种

解法求出 夕 ` ,

再根据 ( 2 )式求出节点位移向量 U
.

采用振型迭加法的优点是在求得振动位移 向量 U 的同时
,

可以得到系统各阶振型以及各

阶振动在位移向量 U 中贡献的大小
.

但是
,

’

模态矩阵中如不能使阻尼阵 C 对角化
.

这种方法

的 使用就碰到问题
.

武接解法不受这种限制
,

可以用于求解方程 ( 1 )
,

也可用于求 解 方 程

( 3 )
.

在众多的武接解法中
,

W i ! ,
on 的 0法似乎得到人们较多的注意

,

在 S U P S程序中就 来

用 0法
,

文献「1 〕也应用 0法求解机床主轴部件的响应历程
.

差分法的应用似 乎 不 多
.

文

献厂2 〕介绍了 N as t r a n 程序使用差分法
.

1 9 8 1年以来
,

我们较深入地研究了差分法求 解 有

限元动态方程的问题
,

并将其戍功地应用于机床主轴部件动态特性的计算
.

文献仁2 刁介绍的差分格式是
:

本文于 1 9 88 年 g 月 l 。日收到
.
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了 .、
u、 、 1一 Z u *

一

补 u *_ z

h 2

材干 + l一 以 矛
_

2 h

U一 a“ ; :+ l (一 Z a )
u *+ a“ *_ :

取 。 一

香
代入方程 ( 1 )可得女口下公式

:

一 (器
+

异
+

誉 )
一 ’

!
尸

!十

(嘿
一

誓 )
一

十

(
一

器
+

轰
一

誉 )一 )
式中

, 尸 *
一

告
( p

无
一 + p 止 十 p

!
一 ,

·

用 ( 7 )式求出“ * , : ,

再 由 ( 6 )式就可以求解 U
.

我们采用了不同于 ( 7) 式的计算公式
,

现作一一介绍
.

( 7 )

1 二阶常微分线性振动方程的差分解法

1
.

1 差分公式及其稳定性探讨

对 于下边的 草自由度振动方程的求解是大家熟知的
:

川 Y 十 c y
一

于几V 一 尸
d

当 尸滚
~ p c o s o t 时

,

就是稳态简谐激振动方程
,

其解为通解和特解 之和
,

y ( r ) 二 摊 e o s (。
,
t 一 叨 )

P
A

一二 _ _ _
_ _

毛
_

_
_

_
_ -

1 / ( 及
一 仇阴 2

)
2 卜尸 功

,

才s )

其特 解 为
。

( 9 )

( 10 )

切一 t g
一 1

C 双 j

k 一 阴 : 口 2
( 1 1 )

式中
,

A 为振幅
, 切 为相位羊

.

用差分方法求解方程 ( 8 )时
,

用中心差商代替微商
,

则有
:

y k
y 、 + l

一 Z y
* + y

k 一 1

h 2
( 12 )

I厂 * _ y
七 二 1

一 y 无 一 1

2 h
( 1 3 )

拜 几
,

合

Y 。
y

; , 1 + y k 一 l

2
( 14 )

尸
`

式 中
,

h为时间步长
,

= p
k
一 P e o s 四几h

夕 * + , 、 夕 * , 少 * 一 1

分别为对应时间 t ; 、 ; 、
r 。

、

( 1 5 )

t . _ ,

的差分计算位移值
.

将公式 ( 1 2 )~ ( 1 5 ) 代入 ( 8 )
,

即可得 I月;
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, * 、 ;一

(篇
+

氛
+

韧
一 `

{
, 毛十

下百一 夕*

/ e 阴 k \

十 气筋 一砂 一万少y ` 一 `

2 h 2 ` .

4胡
`

二 h e一 Zm 一 h
Z
k

, .

2而干丁论花i万砰下一 p ` 州一

玄而下丽舀
`去 之 ` ” 一

肠下
一

乏而而硕
了 ` 一 `

( 1 6 )

给定两个初植 y 矛 、

y * 一 , ,

就可以用 ( 1 6) 式解 出夕 * , , ,

再 用 ( 12 ) 、 ( 14 )式 就可以 求 出

V ; 、

Y * 和 V * .

任何一种差分解法
,

必须保证有足够的稳定性
.

为 了保证其稳定性
,

条件稳定的 算 法 必

须采用极小的时问步长
,

以致于在有限元计算中往往因此而失去其应用的 价 植
,

因 此
,

在

有限元计算中
,

差分格式必须是绝对稳定的
,

( 1 6) 式就满足绝对稳定的条件
.

武接考察 ( 1 6) 式可以发现
:

{织 y 盖 * 1
~

: · _

/ 2解
11 m l 一 ~ 丁二一丁 奋

甲
丁一 , 石万 -

-
~

P k 十
h ~ o \ Z m 十 n c 十 n “ 尺

4 m

2川 + h e 一

卜h Z k

.

h c 一 Z m 一 h Z k
_ _

、
十 h舜 2而干再 为

一 ,

/一
乙

为 一为
一 1

故有
:

il m 犷
几

卜 !〕

夕 。 、 l

王芝鱼
一 i _

一 1i m

Z h ~ 。

y 二 + z

2

+ ! i m

h
一 , 0

y 圣 一 1

2

杏
( 2 , ! 一 , 无一 , +

静
!

一
, 无

该式表明
,

当时问步长 h 趋于零时
,

t
*

时刻的振动位移差分计算结 果 y *

精 确 地 等 于

-Y
, ,

因此
,

在作差分计算时
,

可以直接取 y * 为振动位移值
,

而不必按 ( 1 4) 式计算
,

因为
,

时间步长 h 的取值总是不大的
.

对 ( 1 6) 式取极限还可得
:

1i m

h 一
,
的

_ Z P
*

了 k + l 一
~

万〕

— 一 之 孟 一 1

尺

故有 1l m 犷

h
一 , 的

= 1i m

h 一
卜

O0 (
夕 ; 、 x + 夕 ; _ 1

2 )
一

言(争
一 夕 无

一

)
+ y 玉 _ 1

;J夕一一
.

一Pùk
+

式中
, 少 j相当于将 P *

作用于系统上结构产生的静位移
,

这表明
,

当时间步长趋 于 无 穷 大

时
,

振动位移 Y
;

的值趋于静位移值 y , ,

换句话说
,

是趋于一个有限值
`

综上所述可么认 为
,

( 1 6) 式是一个绝对稳定的差分公式
.

计算的 实践也 表 明
,

差 分计

算结果是绝对稳定的
.

1
.

2 差分计算结果的验证和参数选取分析

为了考察计算的稳定性以及计算参数的合理取值范围
,

我们 用 ( 1 6) 式求解如下的方程
:

Y 十 C y + Y 一 sl n o t

很 显然
,

固有频 , 。
二

一

丫专
一 `

·

我们来用不同的时问步扮 h 来计算相频 曲线和幅频 曲线
,

图 1 和图 多分别为时间步长取



杨家华
:

有限元动态方程差分解法的研究

振动周期 r 的看
和
鑫

,

经过 3 2个振动周期的计算得到的
.

左图是相频曲线
,

右图 是 幅频曲

线
.

比较两图发现
: 步长 h 大 时

,

会产生两个明显的问题
:

( 1) 共振频率前移
,

低于理论 精

确值
.

( 2) 共振振幅偏大
.

当时 !司步长 ” 刁
、

于周期的鑫
时

,

计算所得的巾苗̀ 和共振频` 与理论精确角军的误 差 已 经

乡卜常小 了
.

图 3
、

图 4
、

图 5 分别为经过 6 J
、

1 6
、

4 个周期 的 计 算
,

时 间 步 长 为 周 期 的 奥
J 乙

的频响曲线
.

比较这三张图发现
:

计算的 l付间长度 (以周期 T 为单位 ) 对计算结果有很大影

响
,

所需计算周期数的多少与阻尼比有关
,

阻尼比大时
,

所需的周期数少
.

如图 5
,

仅计算

4 个周期
.

但从幅频曲线看
,

除阻尼比最小的一条曲线与精确值相比误差很大外
,

其余 4 条

误差都很小
.

从相频 曲线看
,

计算周期少
,

将引起 明显的相位误差
,

小阻尼时尤为严重
.

在

低于或高于固有频率的范围内
,

出现一段振蔼曲线
,

但在固有频率处
,

相位角仍是 一 90
“ ,

与理论精确值相等
.

消除相位计算误差
,

在小阻尼时比较困难
,

因为增大计算周期数
,

意谓

着增加机时
.

如果在计算时对相位的精度要求不严格
,

仪要求计算较准确的幅值
,

那 么可以

选取较小的 周期数
.

_
,

T
, ~

,

~
` . _ , _ _

。
.

,

*
,
门 一

J

如果按公式 ( 1 )
,

即按 N a s t r a n 公式计算
,

取 h一去
,

kJJ 期数为 1 6 ,
p : = 夕。 ,

就得 到
` ’

” 2 .、 J

乃一 z 、 、 一 / 了 一
`

~ 一
~ ’ 『

“ “
『 一

3 2 一
’

一
- - - - - -

一
-

一

如图 6 所示的频响 曲线图
.

与图 4 比较
,

可见两者没有什么区别
.

但要指出一点
,

据文献

仁“ 」介绍
,

N一 ` r a 。程序中取尸
*
一

音
( ,

。
一 十 ,

毛 十 ,
`
一 ,

,

而这里取尸
*
一 ,

无
·

图 7是按

p
`
一 冬(P

* _ , + p
* 十 p 。 , ,

)计算的情 况
.

由图可见
:

幅值小于理论精确值
,

相频曲线上 移
,

石

” IJ相位值大于精确值
·

图 8 是取 尸
*
一

雪
( ,

*

一卜 ,
*
一 ,

,

按公式 ( ` 6 ,“ 算所`导的 曲 线
,

与

图 7相比
,

除数值上的差别外
,

其问题是一样的
.

可见
,

为保证差分计算结果的 准 确 性
,

不宜采用文献〔 2 ]介绍的取 尸 。 ~ 音
( , ` 一 + , ` + p * 一 ,的算法

·

考察一 .l’ 差分计算的响应历程
,

对我们理解上述现象也许是有益的
.

图 。 和 图 10 分别

是取初植 y * 和 y * 一 ,

等于 。 和 10 计算所得的响应历程
.

由图可见
,

不管计算时初植如 何
,

经

过若十个周期的计算
,

响应总是变成稳定的简谐振动
,

即振动方程的特解
.

由此可见
,

要求

得稳定振动的振幅和相位
,

必须经过若干个周期的计算才行
,

即计算的周期数要 足 够 大
.

综
_

L所述
,

我们得到以 下结论
:

( l) 振动计算时
,

时间步长 h 不宜太大
,

但为 了肯省机时
,

取步长 h 不大 于周期 T 的

1
、 ,

一久为宜
.

1 6
一 ’

一
-

( 2 ) 计算时 bIJ 不宜过短
,

用周期 T计算
,

小阻尼比时周期数应大于 1 6
.



9 年的 北 京 工 业 大 学 学 报19 59 年

一一一
一

~

一一
3 () 计算时不宜采用文献 〔 2」介绍的 力的平均格式计算

,

宜取尸
*
一 P

。

计 算
.

( 4 ) 初值对最后计算结果没有影响
.

( 5 ) 所用差分公式相当于取 。 一

扣
得的
衍以

,

故
ha

一

孟
或
;

,

对计 算 结 果 无

明显影响
.

2 有限元动态方程的差分解法

2
.

1 求解有限元动态方程的差分公式

前边讨论的单 自由度解法可以直接推广到有限元动态方程的求解中
.

把节点速 度 向 量

和节点加速度 向量用差商代替
:

断
` 一

U * 一

u ; * z
一 Z u *

+ u * _ x

h 2

“ 乙 + l
一 以 无 _ z

2 h

并且合
:

U ` 一 “ ` , 盆 十
一

祥 圣

2

尸一 尸
*

将 ( 1 7~ 2 0 )式代人方程 ( 1 )
,

u ` 十 l 一 Z u

h 2

圣士卫竺三 十 c 十兀 cu]
l

一

卜 u k _

2
P 。

由此
,

可解出

一
卜 1一

(篆
十

苏
十

豹
一 ’

!
” * 十

嘿一
}
一

(轰
一

摆
一

朴
。一

( 1 7 )

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

( Z t )

式中
; h 是时

`

间步长
, u * 、 , 、 u 、 、 “ * 一 l

分别表示对应 {j」
’

11习 t *
, : 、

l * 、
l * 一 ,

的 lI’J’ 点振动位移 向

量的差分计算结果
,
尸 ` 为对应时 间 t * 作用在结构上的 干扰力向量

,

U 。 、

U 。
分别为对应时间

.

的节点振动加速度向量
、

节点振动速度向量的差分计算结果
.

将公式 ( 1 6) 和 ( 2 1 )北较
,

可以看到
,

两个公式具有几乎完全相 同的形式
.

只要知道尸
* 、 u * 和 u * 一 ,

的 初值
,

就 可以用 ( 2 1) 式 求解出 u , 、 ; ,

以后的计算就可以 逐 一

进行
,

从而一步一步求出系统在干扰 力向量尸
*

的作用 下的响应
.

知道了
“ 。 十 ; 、 “ 。 、 “ 。 一 ;

就

可以根据 ( 1 7) 式和 ( 1 8) 式
,

求 出节点振动的加速度向量和速度向量
.

2
.

2 用差分公式求解有限元动态方程实例

我们按 ( 2 1 )式编写了机床主轴部件动 态响应的计算程序
,

用来计算机床主轴部 件 稳 态

简谐激振的响应
,

图 n 和图 1 2就是用该程序计算 C A 6 1 4 0主轴部 件所得的结果
.

图 11 给出 了有限元计算时 仁轴部 件的简化模型结构
,

由图可见
,

_

L轴被分成 25 个单元
,

有 3 个径向弹性支承
.

还可看到计算所得的静位移曲线
、

一阶
、

二阶振型曲线以及 有 关 的

数据
.

图 12 是用差分方法计算出的幅频曲线
,

在该曲线 上
,

一阶和 二阶共振山钊青晰 可 见
,

井且龚振幅值与实测结果误差小于 30 铸
,

曲线形状与实测结果吻合得相当好
.

我们来用不同的时间步长和周期数进行试算
,

并将计算所得的幅频曲线
、

相频曲线
、

响
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应历程曲线加以比较分析
,

可以看到
:

( l) 用 ( 2 1 )式求解有限元动态方程
,

计算结果是绝对稳定的
.

( 2) 用 ( 2 1) 式求解有限元动态方程
,

必须合理地确定公式中的有关参数
,

参数选择是否

得当
,

将直接影响计算结果的准确性
.

本文对单 自由度扳动方程差分计算参数选择的结论
,

在有限元动态方程的求解中完全适川
,

山参数选择不当产生的幅频曲线和相频曲线 的 某 些

特点
,

在有限元动态方程的求解中同祥存在
.

3 小结

1
.

提供了一种求解有限元动态方程的差分计算公式
,

步卜将共成功地应川于机 械 结 构

的振动计算中
.

2
.

研究了差分公式 中有关参数的选取对计算结果的影响
,

井提供了有关参数 合 理 取

值的参考意见
.

说 明只有合理的选择有关计算参数
,

才能保证经过有限次差分计算得到较为

精确的结果
.

3
.

本文的探索表明
,

有限元动态方程采川 差分解法具有很大的实川价他
,

在 振 动 计

算中
,

幅植和相位的计算都可以得到与理论分析或实验测试儿乎一玫的结果
,

就说 明 了 这

一点
.

外…
。

5 -
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