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非紧空间及一般点集上极大极小定理
’

程 曹 宗

北京工 业大学计算机学院
,

《洲洲洲阵

摘 要 给出了一类非紧空问及一般点集上极大极小定理
.

首先证明了
,

X 为拓扑空间
,

Y 为任意

集时
,

具有 卜 拟凸性的泛函 f, :g x ` Y~ R的极大极小 比较定理
.

其次证 明了
,

x 和 Y 均为任意

集时
,

具有 卜 拟凸性的殆周期泛 函 f 的极大极小定理
.

关键词 极大极小
,

拟凸 (凹 )
,

卜 拟凸 (凹 )

分类号 0 189
.

2

19 5 3年 F a n k y 在 v o n N eu m a n n 等人的工作基础上
,

给出了一类无代数结构的极大

极小定理 { ’ j
.

后经许多作者的推广
,

定理中关于泛函的凸性及定理的形式得到进一步放宽
.

在文献 ! 2 ]中用 `一 拟凸 (。 < : < 1)代替拟凸证明了该定理
.

文献 「3 1中在粤
一 拟凸条件下

,
’

一
’ - - - - 一

’

一 一 一 一
“ 一 J ’

一 2

证明了两个泛函 的极大极小不等式
.

但基本空间的紧性条件并未得到改进
.

这无疑是个局

限
.

本文的定理 l 除去了空问紧性条件仅要求泛函 的水平集 {
x e X : f x(

,

y) 簇万}对某一

个面任 R 为紧子集 ( 当 x 为紧空间
,

f 关于 x 下半连续时
,

该水平集 自然是 紧子集 )
,

并在 t

一 拟 凸 ( 0 、
一

: < 1) 条件
一

。 (而不是仅对 `一

粤 )得到了两个泛函 的极大极小不等式
.

作为
、 `

一 一
’

2
了

`

- -

一
一 ’ - 一 一

- -
- - -

一
’

附带结果
,

容易验证文献 ! 1 一 3] 等文献的一些结论可作为定理 1 的特例
.

定理 2 则是对

文献 【11 中定理 3 的直接推广
.

这里指出
,

本文的结论 与文献 【41 中的结论是属于不 同类

型的
.

文 中的定义可参见文献 111 或文献 12]
.

定义 1 设 X
,

Y 为任意集
.

:f X x Y ~ R 称为关于 X t一 拟 凸是指对某个固定的 作

(o
,

l )使得 对 V x : , x Z日刃存在 x 沂无使 f (
x 。 ,

夕)毛 t f (
x : ,

夕) + ( l 一 t ) f (
x Z

,

夕) 对 V 夕e y 成

立
.

类似地
,

f 称为关于 Y 、 一 拟凹是指对某个固定的 、 任
(0

,

l) 使得对 V y l ,

y Z` Y存在 y 。 e

Y 使 f (
x ,

夕。 ) ) s
f (

x ,

夕
,

) + ( l 一 s
) f (

x ,

夕2
)对丫

x e 万成立
.

f 称为关于 X 拟凸是指对任意 t ` (0
,

l) 上述不等式成立
,

类似地定义 f 关于 Y拟 凹
.

显然 f 关于 X 拟 凸则 f 为卜 拟凸 ( 0 < t< l)
.

由文献【2] 知
,

f 关于 x 卜 拟凸 ( 0 < 。 <

l)
,

则存在 【O
,

l] 中稠密子集 D 使得对 V
: ` D

,

f 关于 X 为
: 一 拟 凸

.

进而 由归纳法 可

知
,

若 f 关于 x 卜拟凸 (0 t< < 1 )
,

则对任意 自然数 m
,

存在 △ ’ 一 ’
= { (看

l ,

饥
,

…
,

七
.

)
: 心

: ,

“ 2 ,

一 ` 。
妻 O

,

互亡
* 一 `}中稠密子集 M 使得对 ” ` 1 , ` 2 ,

一
x . e X 及 ` 古一比

,

` 一 铆

.
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.
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e M
,

存在
x o e X使 f (

x 。 夕) ( 亡
:

f (
x :
夕) + 心Z

f (
x : 夕) + … + 亡

.

f (
x .
夕) 对 V夕

“ Y 成立
.

对 f

的凹性有类似关系
.

引理 设 x 为 H a us d o
frT 拓扑空间

,

关和几为 X 上下半连续泛 函
,

且 同为 卜 拟 凸

(即存在 t e (0
,

l )
,

对 V x : , x Z e X 存在 x 。 , X使得人 (
x 。

)簇 t人 (
x :

) + ( l 一 t ) fk (
x Z

)
,

k = l
,

2 )
.

集合 Xk = { x 6 X : 人 x( )蕊 0} 为 X 中紧子集 k( = 1
,

2 .) 若 am
x

{f
:

(x )
,

几 ( x) } > 0 对 V
x e X,

则存在 叮: ,

叮2 ) 。
,

叮:
+ 叮2 = l 使

叮:

五 (
x

) + 刀2

f2 (
x

) > 0 对 丫
x 任X

.

证明 由假设知 X
l ,

凡 为 X 中不相交的紧子集
.

若 从 = O
,

则取 叮; 二 1 (k = 1或 2) 结

论成立
.

以下 x
: ,

凡 均非空
.

于是对 V x ` X
: ,

一关 ( x) ) 0
,

几 ( x) > 0
,

一五 ( x) /几 ( x) 上半连

续且非负
.

设 x .任 X
I ,

拜 :
) O使得

】n a X

x E X
.

一五 (
x

) 一关 (
x !

)

飞面一
一万阮了

一沁 ( l )

同理设 x Z任 X Z ,

拼: ) 0 使得

In a X
x e X

Z

一几(
x

) _ 一几 (
x Z

) _

五 (
x

) 五(
x Z

)
( 2 )

以下说明 拼: 召2 < 1
.

无妨设 料 : 拜2
笋 0

.

此时五 (
x `

) < o
,

五( x Z
) > 0

,

于是存在 古
: ,

心2 ) o
,

古
L

+ 心2 = l 使得

古
:

五 (
x .

) + 亡
Z

f
.

(
x Z

) = 0 ( 3 )

注意到 h (幻 = 。
五 (

x l

) + ( l 一 :
)f

,

(x
2
) 为单调减连续函数

,

因此当 : ) 亡
1

时

:
关 ( x :

) + ( l 一 :
)五 (

x Z

) 镬0 ( 4 )

由已知
,

五 (x )和几 ( x) 同为 t一 拟凸
,

所 以存在 0[
,

l] 中稠密子集 D 使得 对 V : e D,

五 ( x) 和 几 ( x) 同是
: 一 拟凸的

.

特别当
, 任 D 门【(

! ,

l]
,

存在
x 二

` X 使得

人 (
x 。

)毛
。
人(

x l

) + ( l 一 :
)人 (

x Z
) k = l

,

2 ( 5 )

由 ( 4 )知 五 (凡 )毛 0 即 x 。 任 X
:

.

因 X
,

紧
,

可选取 议 。 〔 D (
。 = 1

,

2
,

… )单调下降收敛于 七
, ,

{
x 。 .

}存在聚点
x 声 X

,
·

则 f
:

(
x 。

)簇0
,

几 (
x 。

) > 0
·

由 ( 5 )式及几 (
x

)下半连续知几 (
x 。

) ( l妙
s u p

几 (
x 。 .

)簇 11华 [
“ 。

几 (
x ,

) + ( l 一 “ 。

)几 (
x Z

) ]一 否
1

儿 (
x ,

)+ 乙2
几 (

x Z

)
,

故有 看关 (
x l

) + 古之几(
x Z

) > o
·

根据 ( l )
、

( 2 )及 群 1 > 0
,

上式可写成 看
:

f
.

(
x :

) + 拜: 召2

亡
2

fl (
x Z

) < 0
.

此与 ( 3 ) 比较即得

拼一拜2 < 1
.

取 , !
> 。 , , , 2 > 。 2 , , , v Z一 :

.

令 。
一下牛

,

。 2
-

l 一 y -

V l

l + v -

叮:

五(
x

) + 叮2
几(

x
) > 0

,

对 V x 任 X ( 6 )

事实上
,

若 x 砖X
,

U 从 时
,

( 6) 成立
.

若 x 6 X
: ,

则 0 簇五 ( x) + 召1

几 ( x) <五 ( x) + v l

几 ( x) =

( l +v
,

)伪
l
关 (x )十叮

2
儿 (x )]

,

即 ( 6 )式成立
·

x 任
凡 时类似说明

·

引理证毕
·

定理 1 设 X 为 H a us d or ff 拓扑空间
,

Y 为任意集
,

f, :9 X x Y ~ R
.

f 关于 X下半

连续
, `一 拟凸对某个 跨 (0

,

l)
·

对 V y e Y
,

i笋f (x
,

刃 > 一 co
·

g 关于 Y 为 , 一 拟凹对某个
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:钊 0
,

1)
.

存在 万 > su p i fn g x(
,

刃
,

对 V y ` Y 集合 {
x 任

:X f (x
,

力 ( 而 }为紧子集
.

并且在

X
x Y 上 f 毛 9

.

那么

i fn s u P f( x
,

y ) ( s u P i fn g (
x ,

y )

证明

( i )

无妨设 万= 0
,

否则用介万
,

g 一万代替 f 和 9
.

以下分 3 步证明
.

对于任意有限集 { y
: ,

儿
,

…
,

y
.

} C Y
.

如果 r n a X

l ` 几 ` .

f (
x ,

y
*

) > 0 对 V x 任 X 成立
,

则存在 叮: ,

。 2 ,

…
,

叮
.

) 0
,

艺叮* = l 使得

叮:

f (
x 夕.

) + 叮Z
f (

x y Z
) + … + 叮.

f (
x y .

) > 0
,

对 V x e 无
.

用归纳法证明
,

m 二 1

条件
,

故结论成立
.

假设对 m 一 l 时成立
.

设 戈笋 O
,

用戈
x y 代替

时显然
.

m = 2 时
,

f (
x 儿 )和 f (

x 儿 ) 作为 x 上泛 函满足引理的

令 X
。 二 {

x ` X :
f (x y ,

)毛 0}
·

若 戈
= 0

,

取 叮一 1 结论成立
·

X x Y, 满足定理的全部条件
.

由于对 V x 任

戈
,

anI
x

f (
x y

*

) >

l ` 盖握 . 一 l

. 一 l

o
,

依归纳假设存在 。 1 ,

。 2 ,

…
,

。一
: ,

艺。 * 一 l 使得 。 !

f (
x 夕

:

)+ 。 Z

f (
x 夕2

) + … + 。 , 一 :

f (
x 夕

, 一 1

)
人一 l

> 0 对 V x `

瓜 成立
.

令 h (
x

) = 叮 .

f (
x 夕l

) + 叮 Z

f (
x 夕 2

) + … + 刀一
I

f (
x 夕

. _ l

)
, x ` X

.

由于 f 关于 无为 t一 拟

凸
,

所以对
x : , x Z e 工存在 x 。 任 X 使 f (

x 。夕)毛 r f (
x 沙 ) + ( l 一 t ) f (

x Z夕) 对 丫夕任 Y 成立
.

特

别有 f (
x 。
夕

;

)毛 ` f (
x , 夕*

) + ( l 一 t )f (
x Z夕*

)
,

k ! l
,

2
,

…
,

m
.

于是

h (
x 。

) = 叮.

f (
x 。 y ,

) + 叮Z

f (
x 。 y Z

) + … + 叮一
,

f (
x 。

y一
:

)

毛 t (叮
:

f ( x :夕 ,

) + 叮Z
f (

x l夕2

) + … + 叮一
I

f (
x !

y一
!

) )
+ ( l 一 t ) (叮

:

f (
x Z y .

) + 叮Z
f (

x Z y Z

) + … + 叮, 一 :

f ( x Z y一
、

) )

= t h ( x ,

)+ ( l 一 t ) h (
x Z

)

即 h (
x

)及 f x( y
.

)同为 卜 拟凸的
.

且 I
an x { h x( )

,

f (x 入 )卜 O 对 V x e X
.

因此由引理

可知
,

存在
r : , r Z〕 0

, r ,
+ r Z= l 使得

r ,
h (

x
) + r Z

f (
x 夕

.

) > 0 对 V
x e X

.

即 r ,
h

;

f ( x 夕
1

) +

r : 叮Z
f (

x 夕 2
) + … + r !叮 , 一 ,

f (
x 夕一

1

) + r Z
f (

x 夕
。

) > 0 对 V x ` X
.

故 ( i )成立
.

( ii) 在 ( i) 的条件下
,

对 V 。 > 0
,

存在 y
。 任 Y使得

g (
x y 。

) > 一 。
对 V x ` X

.

令 H : △ ’ 一 ’
一 R

,

H (氨
,

仇
, ”

’ ,

亡
·

) 一 i梦 (`
.

f (
x yl ) + 乱 f (

` , 2

) +
’ ` ’

十氛 f x( y ·

))
·

则 H 为凸有限函数因而连续
.

由 ( i) 知
,

存在 伪
L ,

叮2 ,

…
,

叮.

)使得 H 伪
: ,

叮2 ,

…
,

叮.

) ) .0

于是对 V 。 > 0
,

存在 (不
,

不
,

…
,

可 ) e △, 一 ’

使 H (不
,

不
,

…
,

砚 )> 一 ￡
.

又因 f 毛 g
,

所以有

不 g ( x 夕
.

) + 不 口 (
x 夕2

) + … +
可夕(

x 夕
.

) > 一 。
对 V x ` X

.

而 g 关于 Y 为
s 一 拟凹

,

故存在稠密子集 M C △’ 一 1,

对 V “ l ,

仇
,

…
,

心
.

)
e

M
,

存在

夕。 任 Y使得 口 (
x 夕。 ) ) 看

: g (
x 夕

,

) + 古2 9 ( x 夕2
) + … + 亡

. 9 (
x 夕

.

)对 V
x ` X

.
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从上面讨论可知( 不
,

不
,

…
,

呱 )可在 对 中取到
.

因此存在 y 。 e y 使

口( xy
。

) ) 不 g ( xy
,

)十不 g (
x y Z

) +.
二 + 呱 g ( xy

.

) > 一 。
对 丫

x e X
.

(“ ` ) 令 无 ( y
, “

)一 {
x 6 X :

f ( x y ) 毛
“

}
,

其中实数 “ 满足 s

梦p `笋
g (

` ,

y ) < “ 毛了
·

则

{ } L ( y : )笋 0
.

反证
.

假设 自 L (y
: 夕= 0

.

因为 L ( y 。
) 是紧集 L ( y万 ) 的闭子集从而也 为紧集

,

所

以存在 y 夕2 ,

…
,

夕, 〔 Y使 门L 。
* :

) = 0
,

即 anI
x

f ( x 夕
*

) > : 对 丫 x ` 万
.

由 ( 51)知
,

对
l 蕊 食撼 用

V : > 0
,

存在 夕。 E Y 使 g (
x yo ) > a 一 。 对 丫 x 6 X ( 考虑 f 一

。 ,

g 一 : 即可 )
.

于是 su p i-nf 抓
x

y)

) : > s u p i盯 g (
x 夕)

.

矛盾
.

设 x 。 E

自五 (夕
,

)
,

即 f (
x 。夕)簇

!
对 丫夕。 Y

,

亦即 i笋
s

琴p f (
x y ) 毛

“
·

因此

i叮
S

丫p f (
x y )毛

s

梦p `叮
“ (

` y )

定理 l 证毕
.

推论 l ( S i ln o : 15 【3 1) 设 X 为紧 H a u s d o r ff 拓扑空 l可
,

Y 为任意集
.

f
,

g :
X

x Y ~ R
.

f 关于 x 为喜
一 拟凸且下半连续

,

。关于 : 为粤
一 拟凹

.

在 x 又 : 上 f 、 。
.

那么

2 一
’ -

一
’

“
一

’ 一

2

i n f s u P f (
x y )簇

s u P i : , f g (
x y )

推论 2 设 X 为 H au sd o r ff 拓扑空 问
,

Y 为任意 集
.

:f X x Y ~ R
.

f 关于 X 下半

连续且 ￡一 拟凸对某个 t ` (0
,

l)
·

对 丫夕 e y, i厂 f (
` y ) > 一 OC

·

f 关于 Y为 “ 一 拟 凹对某

个 , e
(0

,

l )
一

存在 万 > S

}
, p i分f f (

x y )
,

对 丫 y C Y集合 {
x e X :

f (
x y )簇 万}为紧子集

·

那么

i-nf s u P f ( x y ) = s u P
X Y I

,

in f f (
x 夕)

在定理 l 中取介 g 即得
.

推论 3 ( M A G e ra e h t y a n d B o r 一 L u h

意集
.

:f X
X Y ~ R

.

f 关于 X 下半连续
,

于 Y 为 s 一 拟凹
.

那么

inf s u p f (
x 夕) =

jL nl al) 设 X 为紧 H a
us d o fT 拓扑空 间

,

Y 为任

存在
、 ,

t钊 O
,

l) 使得 f 关于 X 为 t一 拟 凸
,

关

s u P i-nf f (
x y )

F an ky t ’ J中定理 2 已蕴含在推论 1 和推论 3 之中
,

故不另作叙述
.

其他有关结果亦不

一一列出
.

定义 2 设 X, Y为任意集
.

:f X x Y一 R称为右殆周期泛函
,

若 f 有界且对 丫
。 > 0 存

在有限复盖 Y = U Y
*

使得对 丫
x e X, y

` ,

y
“ 〔 Y * ,

有 If (x y
`

)一 f (x y
`

,) l < 。
.

同样定义左殆
= l
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周期泛函
.

但 由于右殆周期泛 也是左殆周期泛函
.

所以统称为殆周期泛函
.

定理2 设x
,

Y 为任意集
.

:f x x y ~ R 为殆周期泛函
,

存在
s ,

t 任 (O
,

l) 使得 f 关

于 X 为 ￡一 拟凸
,

关于 Y 为 s 一 拟 凹
.

那么

inf s u P f (
x 夕) = s u P

X Y I
’

j n f f (
x 夕)

证明 由文献 l[ 卜 }
“
定理 3 的 i( ) 知

, 一

L述结论等价于 : 对 丫 。 > o
,

丫 x . , x Z ,

…
,

气 “

X, 丫夕
, ,

夕
2 ,

…
,

夕. E y
,

存在 x 。 e X
,

夕。 e y 使

f (
x 。 y ,

)一 f ( x ` y 。
)延 ￡ ( l簇 i 簇 ,: ,

l 延 k 毛 m )

令 G : △
” 一 ’ x △ “ 一 ’

~ R
,

G (看
,

l)] =

馨艺看
:

。 *

f (
x ` y *

) 由 Vo
n

Ne
u

lna
n n 极大极小定

理知
,

存在万二 (石
,

瓦
,

…
,

瓦 ) ` △
” 一 ’
及万 = (不

,

不
,

…
,

呱 )
任△` 一 ’

使得

l ll a X

l ` 玉 ` 爪
艺不 f (x

.

y *

) ( In 】n

1城 反成 ”
艺不 f (x

.

y
*

)

又因 f 关于 x 是 卜 拟凸
,

所以存在 △
” 一 ’
中稠密子集 M

,

对丫 x , , x Z ,

…
, x 。 任 X 和 V七

= (七
, ,

七
2 ,

…
,

古
。

) e M
,

存在
x 声 无使得 了(x

。 y ) 镬亡
,

f (
x ,

y) + 亡
Z

f (
x Z

力十 … 十亡
,

f (
二 。

力对

V y ` Y
.

对 V 。 > 0

】n a X

l石 k ` 用

,

可选取 七= (七
、 ,

X 万 f ( x ` y *

)
,

看2 , …
,

心
。

)
任

M 使得 心
:

f (
x l夕*

) + 心
Z

f (
x :

y
*

) + … + 心
。

f (
x 。

y
*

)

,

2
,

…
, 。 :

.

于 是有 x 。 e X 使得

J (x0 y)̂
一 万 尧 】n a X

t ` 人 ` 门
艺不 f (

x `
夕

*

)
,

k = ,

2
,

…
,

m

同理 由 f 关于 Y 为 、 一 拟凹知
,

存在 夕声 Y 使

】n I n

l 〔 止毛 ” 艺不 f (
x .

夕*

) 感 f (
x :

夕。

) + ,

2
,

…
, ,:

故 f ( x 讨
,

)一 f (
x `夕。

)簇
￡

( l 簇 i ( ,: ,

l 簇 丸簇 m )
.

定理 2证毕
.

推论 4 ( F an k y 川 ) 设 X
,

Y 为任意集
,

:f X x Y一 R 为殆周期泛函
.

若 f 关于 X 拟

凸
,

关于 Y 拟凹
,

那么

下
s u P f ( x 夕) = s u P i--nf f (

x y )
.
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