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非线性超弹性型微分方程的行波解

范 周 田

北京工业大学应用数学系
,
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摘 要 考察了非线性超弹性型微分方程
。 , 。 、 + u 。 一 。 , , + 〔“ (

。
) ]二 = 0, V (戈 1) 6 尸的行

波解
,

给出了行波解存在的条件
.

关键词 微分方程
,

行波解

分类号 0 1 7 5
.

14

设 u ( 戈 t) = V ( x 一 七 )
,

V ( 戈 )t ` 尸是方程

u ,、 、
一 u , , + u 。 + [ a ( u ) ]二 = 0

,

V ( x, t ) ` 尸

的行波解
.

则有 :

( l )

u ,
= 一 几以 ul , = 矛已

u 、
二 已 叭

、
=
以 ult

、 、
二 矛尸 “ ’

其中
“ ’ ”

表示对 v 的 自变量 言二 x 一 七求导数
.

特别有

最
【· ( · ( 、 , ) )卜最

「· ( 。 ( ; 川

器
「· ( · ( 、 Z ) ) 」一 。· ( 。 ) 】。

一

晶
。· ( V `“ , , , 一 「· ( 厂 , ,

得到 ( l) 的等价式

、 Z F (̀ ) 一 、 , F
,`
+ F ,, + [ a ( F ) ]

“ 一 o

即

又2 厂 (` ) 一 (又2 一 l ) 厂
I, + [ a ( 厂) ]

“ = o ( 2 )

特别地
,

当又 = 0 时
, 。 ( 凡 )t = 厂 ( x) 为方程 ( l) 的驻波解

,

此时方程 (2) 退化为

厂 “ = [ a ( V ) ]
“

方
一

程通解为 : “ ( 均 = V + a x + 卢
,

其中 a
,

户为任意常数
.

在后面的讨论 中
,

我们总假定

凡幸 0
.

对给定的 言
,

在 ( 一 co
,

言〕对 ( 2) 式进行积分
,

有

J
占 。 。· ( 。 ) 」

’

、 一

丁晶
。· ` 厂 , ,

`

“ 一 〔· ` 厂`“ , , ,
’
一 、 ,搜:

。 〔· ` 厂` M , , ,

= [ a ( V (占 ) ) ] 1im a `

( F (材 ) ) F
`

(材 )
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丁
占 。 厂
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一 厂

`
一 、 ,1:

、 厂
`

( M ,

丁
占 。 F (̀ )、 一 F (’ )一 、 `::

。 洲 ” ` M ,

假定

(5)(3)(4)
1i m a `

( 厂 (材 ) ) 厂
`

(材 ) = o

材 曰 一 。

一im 厂
`

(材 ) 二 不“ ( 一 oo ) 二 o

1im F ( , ) (材 ) = 厂 ( ’ ) ( 一 co ) = 0

并注意到
,

如果 (4) 式成立
,

只要 h m M _ 。
以 M ) 一 以

立
.

在上述的约定下
,

我们得到方程 ( 2) 的简化式
:

久, 厂 ( , ) 一 (又2 一 l ) 厂
`
+ [ a ( V ) ]

`
一 o

同样
,

在 ( 一 co
,

妇对 ( 6) 式进行积分
,

有

oo )存在
,

则 (3 )式 自然成

(6 )

丁
占 、 ! · ( V ) 】

`

、 一 ( V ( 。 ) ) 一
。 , `1

:
。 。· ( V ( M ) ) 〕

= a ( V (言) ) 一 a ( V ( 一 co ) )

厂( , )
必 二 厂“

(言) 一 l im V ll

M ) = V’’ (妇 一 V’’ ( 一 co )

洲戈 = 以勃 一 il m V( M ) = 以动 一 以 一 co )
材 一 co
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占一言
一

!
`

l
`

(7)(8)(9)

并假定

厂 ,’( 一 oo ) = 以 一 co ) = “ [州 一 co )] 二 o

即

厂 ,’( 一 co ) 二 V ( 一 co ) = a ( 0 ) 二 O

综合上述讨沦
,

求方程 ( l) 的行波解化为下述方程满足边界条件的解
.

又Z F ,, 一 (又
, 一 l ) 厂 + a ( 厂 ) 二 0

{
V( 一 co ) = V’ ( 一 co ) = V’’ ( 一 co ) = V( , ) ( 一 co ) 二 0

。 ( o ) = o
, a `

( o )存在

注意到方程 ( 8) 为二阶非线性常微方程
,

若
a 在 ( 一 co

,
+ co )连续可微

,

由微分方程

解的存在及延拓定理
,

对任意给定的初始条件 以 O )
,

V’ ( 0 )
,

方程 ( 8) 在 ( 一 oo
,

+ co )上

存在唯一解
.

我们讨论满足条件 ( 9) 的解 的存在性
.

注意到 v 二 〔
·

( c 为任意常数 )都是 方程

(l )的行波解
,

我们只考虑 V’ (豹仅有孤立零点的情形
.
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`
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`
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`
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工几
。 2 · ( v ) v

,

、 一 2

丁介
( V ) d 。

、 .了、.少
0x
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`
了.、

显然有 A ( 0 ) = 0
,

我们有

又
Z F

` , 一 (又2 一 l ) 厂 2 + A ( V ) 二 0

现在寻求方程 ( 10) 有满足

丁
厂 ( 一 co ) 万 F

,

( 一 oo )
,

开 F
’

了丁 co ) 一 F `” ( 一 co ) 一 。

走A ( 0 ) = A
’

( 0 ) = 0
,

A
`

( 0 )存在

的解时
,

A ( V )应满足的条件
.

首先考察 ( 1 1) 式
,

并设

万
月 ( o ) 一 “

`

( o ) 一 0
,

月 “
( o )存在

〔 以 一 co ) = 0 ( 12 )

引理
:
设 V是方程 ( 10) 的解

,

则条件 ( 1 1) 铃条件 ( 12)
.

证明
: 显然可 由 ( 1 1) 式推出 ( 1 2) 式

,

我们证明由 ( 12) 式也可推出 ( 1 1) 式
.

设 ( 12) 式满足
,

由 ( 10 )式有 V’ ( 一 co ) = .0

由

, ( 。 ) 一 2

丁介
( V ) d。 “

`

( 0 ) 一 0

有 a ( o ) = o
,

代人 ( 8) 式有 犷 ,’( 一 co ) 二 *0

此时 ( 7) 式满足
.

注意到 [。 (咐 ]
`

= 。 `

(均 v沮
“ `

( 0 )存在
,

有

[ a ( V ) ]
`

l :
一

。 一 o

代人 ( 6 )式
,

有

F ( ’ ) ( 一 co ) 二 0

因此
,

( 1 1) 式成立
.

定理 l 若 A ( F ) < (几2 一 l ) V Z ,

且

A ( 厂) = O ( V Z )
,

( V一 0 )

则方程 ( 1) 有满足条件 ( 1 2) 的行波解
.

证明 由 月 ( V) = 口 ( 砰 )
,

有 A ( 0) = A
`

( 0) = o
,

A “
( 0) 存 在

,

我们 只需 证 明

以 一 co ) 二 0
.

由 ( 1 0 )有

尸 二

些
_ +

戈 一

(又2 一 l ) V Z 一 A ( V )

又2
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士
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,
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ō

!
J

+一

今卜



第2期 范周田 :非线性超弹性型微分方程的行波解

由

月 ( F) < (l一兄2 ) F, ,

A ( F ) = O ( 犷 2 )

,
.

「犷 }又 }
ll m l

_

一于=

一
~ u 厂 = co

F 一 。 J 以 。 ’

V ( l 一 久2 ) V , 一 月 ( V )

由 ( 14 )有

定理 2

。

鲍
。 F

g()
一 叮 一 co ) 一 。

若 A ( V) < (矛 一 l) 砰
,

且

A ( 厂) = O ( 厂 2 )
,

( F一 O )

设

u ( 戈 )t = V ( x 一 七 ) = V (言)

是方程 (l )的满足 V( 一 co ) 二 0 的行波解
,

则 v 总可写成 V 二 此 x
hP (妇 的形式

,

其中 c

为常数
.

证明 若 v 二 O或 v 在 ( 一 co
,
十 co )不变号

,

定理 2 显然成立
.

我们证明在定理 2 条

件下
, V只能为上述两种情况

.

V’ 三 。
,

则 V为常数
,

由 V ( 一 co ) 二 0
,

有 v 三 。

V’ 丰 。
,

则有 (l 4) 式成立
,

特别有

若设

「F
}又 l

J
O

万万石育或百
d 厂

一
’ ( 厂羊 。 ’

假设存在 看
。 ,

言, ` 尺 V( 言
。 ) = O

,

V( 言
!

) 羊 0, 则 由 (1 4) 式成立
,

有

f F }又 }

旬 一 `。 一 J
。

亦瓦不贡万可
d 厂

一
`

矛盾
,

故 V 三 0 或 V (杏) 羊 0
,

V 杏` R

由 F ` c ( 一 co
,

+ co )

有 V在 ( 一 co
,

+ oo )不变号
,

定理成立
.
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