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摘 要 针对利用中值定理
“

中间点
”

的渐近性能改善 T ay l or 公式
,

改善后 的公式中间点是否

还有渐 近性进行了讨论
.

由讨论这个问题出发
,

证明了用这种近似式产生的误差
,

优于用同

阶 T ay lor 多项式产生的误差
,

并给出这个误差的一个类似于 T ay lor 公式余项的表达式
.

然后

研究了这种误差中的
“

中间点
”

的渐近性
,

给出了
“

中间点渐近性
”

的递归性的证明
.

本文并将

讨论的结果推广到了多元 T a y lor 公式
.

关健词 渐近性
.

中间点
,

。积

分类号 0 172

许多文献讨论 了微分 中值定理
。

中间点
”

的渐近性 [ ’
、 ’ ]

,

获得许多耐人 回味的漂亮结

果
.

如果利用这种渐近性能改善 T ay lor 公式
,

那么这种改善后的 T ay lor 公式的中间点还有

渐近性吗 ? 本文将讨论这些问题
.

定理 ( T ay lor ) 设 f ( x )在区 间 「x o ,
x 。 十 h ]上有 , 阶导数

,

则在 ( x o , 、 。 + h )内至少

存在一点言
,

使下式成立
.

(l)

、

岁厂
` , ( x 。

)
.

` ( 刃
。 十 ” ’ 一 J ( 工

。 ’ 十白一万厂一
”

`

.

f ( ” ) (言)
十

—
h

关十 T a y lor 公式
“

中间点嗜的渐近性定理见文献 【l
,

2 ]
.

定理 设 f( x )在 【x 。 ,
x 。 十 h j上有 。 + 2 阶导数

,

且厂
” 十 2 ) ( x 。

) 羊 o
,

若杏是 由 (1 )式

确定的中间点
,

则

{峡
言一 X 。 1

h n +

当 。 = l 时
,

( l) 式便为 Lag ar ng 中值定理
,

j(
x ` , + h ) = j(

二 。
) + f

’

(言h)
, x 。 < 言< x 、、 十 h ( 2 )

这时有
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杏一
x 。

1

h2

由上式知
,

当 h 很小时
,
言一 x 。

h
因此

, 可以猜想
,

将。 一 二
。 、

粤
*代入至。( 2 )式

乙

l一,̀

ùù

右端
,

f ( x 。
) 十 f

h
_

.

一
、

一 。
` .

.
_

*
, _ 人 , 。 , _ 二 . 、

, `
_

.

(
x 、̀

+ 万 ) h奴峨足 j (
x 。

+ h )阴一
/ !、 很奸阴班似

乙

定理 1 设 f( x) 在 「x 。 , x 。 + h ]有 Zm + 1阶连续导数
,

则在 ( x0
,

x 。 + h )内至少存在

一点言
,

使下式成立

了( x 。 + 。 ) 一 了丈x 。
) +

艺

h
、

,
、 一

` ’
产

( X 八
十 一 l

2

( 2 1一 l )! 4
` 一 ’

h
’ ` 一 ’ 十 万可石石下而万f

` ” ` ” (言) h”
` ’

( 3 )

证明 由 Zm + l 阶 T a y l o r 公式

f ( X。 +

夸
+

夸
) 一 f

、

( X o +

夸
) + 、

`

( X 。 +

夸
)

夸
+ … +

f `” ’ ` X 。 +

夸
( Z m )!

。
、 , _

f
` ” + ’ ) (言

1

) ,

一 》一… +

—
硬一 一

2
`

( Z m + l )!
`

2
( 4 )

.

内一,ù

+
0

X

h h
、 ,

h
、 , ,

J ( 工
。 + 百一 百 ) = 1 x(

o 十百) +1

、

h
、

I t 一 ) + … 十
、

2

十从
,ù

、 .,产
人一2

一

f ( ’阴 ’ ( X 。 +

夸
)

( Zm ) !

h
、 , 州

` 一 一 》一 十
2

f
`

( 2’ + ’ ) (言
2

)

( Zm + 1 ) !

其中都 言
2

均在 ( x 。 , x 。 + h )中
.

计算 (4 ) 一 (5 )式
,

有

z ( 二
。 + 、 ) 一了( x { ,

) +

艺

h
1

’ 一 ” 【 X + 一

2

( 2 1一 l ) ! 4 一 ’ 尸
一 1 +

二早一
【,

·

` 2

一 (:
l

) 、 ,
,

( 2胡一 ) ( 。
,

L乙m + l ) :

) , (

夸
)

2胡
一

由介值定理
,

f
.

( 2’ + ’ ) ( 言
、

) + f
( 2切 一 ’ ) ( 言

2 ) 一 Z j
.

` 2州 十 ’ ) ( 言)
,

这里杏在看
1 ,

言
2之间

,

占〔 ( x () , x (, + h )
.

因此

f
、

` 2
一 , ( X 。。 +

粤
)

f ( x 。 + h ) =
.

f ( x 。
) +

( 2 1一 l ) ! 4 一 ’ 护
一 l +

( Zm + l ) !
熹、 `

2用 , ” ( : ) h
’ 阴 ` ’

伟

在 (3 )式中
,

令 m 二 1
, x 〔、 = 0, 可得

+
,月、 .,尹

,

力一介乙
了̀、

尹刃

f丫h ) = j
.

( 0 ) +
`

f 六
、

厂
’ “

( “ ,从 0 < “ < ”

( 5 )

从而

证毕

( 6 )
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, _ ,

~ 。
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_

。
一

、

, 一 h
, . 、

一
, _ 、 , 、

一
、 .

_

。
_

_ , _ `

一
, 。 一

,

~
* 、 ,

_ _
、

。

比 ) 式玩 明
,

用 甲 IHJ
护

嗽互阴趋近但万 代管 Lz )式妇边阴酬丁
,

娴 头得到 J 一个天才 幽致 j ( h )
乙

更好的近似式
.

因为
,

由 (6) 式知
,

产生的误差

E 一了( ” 卜 〔z
’

( “ 卜厂 (

夸
) ” , 一

击
、

`“
(。 )。

3

粗略地说
,

它仅是相同阶数 T a y l o r 多项式 f ( 0 ) + f
` o 、 、 + 生 f

。

( o ) 。
,所产生误差 的粤

.

件

不仅如此
,

如果将 ( 6) 式仍称为 T ay lor 公式
,

言称其为中间点
,

那么下面的定理将证明

中间点言仍有渐近性
,

即

: _ _ _

杏 l
11 1 11 一 = _
人一 0 h Z

一 ~
, _ ~

_

~
_

~ 一
、

, ~ h
, , 、

一
, _ 、 , 二 , _

_
, 。 _

二

_
* _ _ , ,

_
,

_
, , 、

_ 二
.

, 、

IDT 且期未粉夸阴趋近沮万 代晋 怕 ) 甲阴乒 义得别 J 一于 j ( h ) 的更汁 四班似式
乙

f ( h ) 侧 f ( 0 ) + f
h

、

l
_ ,, ,

h
一 】h +

—
t `一

2
/

3 ! 4
“ ”

2

它产生的误差是头 (/
5 )

( : ) 。
, ,

这实际上就是 (3 )式中当 m 一 :
,
二

。
一 。 的特殊情况

.

由

勺! 4
` -

此
,

不难想象
,

这种渐近性及近似性呈现了一种递推规律
.

定理 2 设 f ( x )在 [ x 。 ,
x 。 + h ]有 2。 + 4 阶连续导数

,

且 f ( ” + ’ ) ( x 。
) 羊 o

,

杏为由 ( 3 )

式确定的
“

中间点
” ,

l ) 1im
h ~ O

言一 x 。

h

则

l

一 2
’

厂
2`

2 ) 记 口 一了丫x 。
) +

艺

h
、

.
了

( X 。
+ 一 )

2

( 2 1一 l )! 4
` 一 ’

l
_ ` , 、 . 二 、 、

h
_

. 。 _ _ 、

h
一

’

十
i不不万而丽 J

’ 一
,

一
’

( 工
。 + 百) ” 一 ~

「 ’

至少在 ( x()
,

x 。 + h )内存在一点粉
,

使下式成立

f ( x 。 + h ) = Q +

( Zm + 3 ) ! 4 m + ’ f
` ’ 阴 + ’ ) ( 叮 ) h

’ “ 十 ’

证明 2) 实际上是 ( 3) 式
,

只须将 m 换成 m + 1
.

l) 为了清楚
,

用归纳法
.

设 m 二 1
,

( 3) 式成为

,飞..J

3厅
,

.

( X。 ) + ” 卜 、 ( ·
。

卜厂 ( X {) +

夸
) ” +

六
、 一 ( ; )。

3,
X 。 < 。 < X 。 + 。

,
,

( ·
。 · 。卜 ,、 · o

) ·

客去
,
仗’ ) ( ·

。
) ”

J

·

右
、 “ ) (· ) ”

` ,
· 。 ·

…
。 · ”

h
《 X

、

十 一 .
2

一 ” f[
`

( 义
〕̀

卜 、
“

( X o

)

夸
+

扣
`“

( X 。 ) (

夸+)z + O
h一
,山

h f
j ( ` ) ( x 。

)

3 !
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讼式

盖
厂

。

(3卜杀
【厂

。

(· 。

卜 ( :
一

) f (` ’ (· , ,
,
· 。 · ·

一
”

代人 ( 3)
`

式 中
,

化简得

弃f “ ’ ( a ) ”
` -

斗 !

二长万 f
` 4 ’ ( x 。

) + o ( 人
`

) + (言一 x 。

)六 f “ ’ ( r ) 人,

J ! 乙
一

J ! 件

由 f
( ` ) ( x )的连续性

,

及 f
( ` ) ( x 。

) 羊 0
,

有

{叹
看一 x 。

h {吧
箭

、 ( 4 ) ( a ) 一

寿
f “ ’ `一 ,一 ` , ,

兴厂“ ’ ( r )

J ! 斗

现在证 m 是任意正整数时
,

定理成立
.

将以下展开式代人 ( 3) 式
:

2
咎

l
、

1 1

f “ 。 + ” ’ 一 患f
“ ` ’

( ` 。 ’方”
’

+
i厄石石万下 f “ ’ “ ’

( “
1 ’ ”

“ 阴 “
,
` 。 < “ 1 < ` 。 + ”

、 ( 2 /

一 ( X 。 +

警
) 一 、 ( 2 ,

一 ( · o

) +
2 ( 优 一 盆 ) 十 3

兴, `’ 含 一 ’ ` 了’ ( x n

j !

) (

夸
)厂+ · (”

2 (阴

一艺=l]

( i = l
,

2
,

…
,

m + l )

f ( 2用 + ` ) (言) = f ( ” + ’ ) ( x 。
) + f

( ” ` 2 ) ( a Z

)
·

(杏一 x 。
)

, x `, < a Z < 杏

带
’

.

` 、 、

h
`

乙 1
`

” L x 。
)下 +

f
悦’阴 ` ’ ) ( a l

)

( Zm + 2 ) !
h

Z用 十 2

= f ( x 。
) +

h
Z` 一 l

( 2 1一 l ) ! 4
` 一 ’

, r 川 _ 曰 + 飞 r f 2 2 一 1 + 产) j 、

一 `

苦生一里
(

夸
)

/ + · ( ”
2 ( 胡 一 尹’ 十 ’

) , +

而子号而
(了
仗’ 川 ` ” (一 , · (“

一
, f

` 2“ ` 2’ (一 , ,
( 7 )

将 ( 7 )式右边按 h了 ( 0 簇 j 蕊 Zm + l )合并同类项
,

形成 f ( x 。 + h )的 Zm + l 阶 T a y l o r 多项

式
,

由 aT y lor 多项 式系 数 的唯一 性知
,

必 可从 ( 7) 两端 消去 上述 各项
.

并把 有 限个

口 ( 人 2 , + ’
)之和仍记为

。 ( 人2” ’ + ’
)

,

( 7 )化为

f
( ” + ’ ) ( a ,

)

( Zm + 2 ) !

人
’ m 十 ’ = 。 ( 人

2’ + 2

) +
j 代

Zm ` 2 ) ( x 。
)

( Zm + l ) ! 4
’ ” ·

2

h
Z川 + 2 +

f
( 2’ ` 2 ) ( x 。

)

( Zm 一 l ) ! 3! 4
胡

·

2

h Z尹” 十
f

( 2’ 十 ’ ) ( x 。
)

( Zm 一 3 ) ! 5 ! 4沉
·

2
矿

阴 十 2 十 … 十

0)一酬
了.、一、 .户f

( Zm + 2 )

3 ! ( Zm 一
厅

` 十 2 + (言一
x

、

、
兰兰立竺

三

上
” ’

( Z m 十 1 ) ! 4’
·

2
人 2” ` 十 2 ( 8 )

再刑用 aT y lor 多项式 (更高一阶 )的系数的唯一性
,

即有

1 1 1

( Zm + 2 ) ! ( Zm + 1 ) ! 4
” , ·

2 ( Zm 一 1 ) ! 3 ! 4
,

·

2
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( Z m一 3 ) ! 5 ! 4 ,
·

2 l ! ( Zm + l ) ! 4 用
·

2
( 9 )

由 ( 8 )式有

言一 x 。

h

z 、

( 2朋 + 2 ) z _ 、

。
J L U 一 )

= [ 一:二犷一 ,
一

二下 , 丁 一 o t l )

( Z m + 乙 ) !

f ( ’ 阴 + ’ ) ( x 。
) f

、

( ’ m ` 2 )
( x 。

)

( Zm + l ) ! 4 附
·

2 ( Zm 一 l ) ! 3 ! 4 ,
,

2

一艺竺兰些业一
1 /
卫竺鱼二生

3 ! ( Zm 一 l ) ! 4
` r ` ·

2
一

( Zm + l ) ! 4 nI
·

2

利用 (9)
,

求极限

{吹
证毕

11,白

一一

言一
x 。

h

上面所研究的实际上 由对 助 g r a n g e 中值定理
“

中间点
”

的渐近性 的讨论
,

得到 了推广

的 T a y lor 公式 (3)
,

进而给出了推广的 T a y lor 公式的
“

中间点
”

的渐近性
.

下面把这种讨论

扩展到更一般的 T ay lor 公式中去
.

定理 3 设 f ( x )在 [ x 。 ,
x 。 + h ]上有

n + 4 阶导数且 f
` ” 十 ’ ) ( x 。 ) 羊 0

,

则

1) 在 ( x 。 ,
x 。 + h )内至少存在一点杏

,

使

f ( ” 一 ’ ) ( x 。
)

( n 一 1 ) !

f ( ” ) ( x 。 +

f ( 二
。 + h ) 一 f ( x 。

) + f
`

( x 。 ) h + … + h
” 一 l

h

刀 十
+

—
刀 !

h
n

+

n

2 ( n + l ) ( n + 2 ) !
f

( ” + ’ ) (言) h
” 十 ’

一 Q坛

…牛 , 二下 f`一 ” (言 )、一 ’

乙 L n一 l八 n + 乙 ) !

( 10 )

2 ) li m
h一 O

占一 x。

h

s n + 7

3 ( n + I ) ( n + 3 )

证明 l) 利用余项为积分表达式的 Ta y lor 公式

上泪
十f

`

( x )一 f ( x。 )+ f
`

( x。 ) ( x一 x。 )+ … +
f
` ” ) ( x。 )

,

J…
,

、

(” ` ” ( ` , (一
` ’

”

d̀

`

(/
X ( ) + ” ) 一 f ( X。

卜 ,
`

( X。 ) ” 十

六
、

“

( X。 ) h
Z + … +

( , , + 1 ) !
f
` ” 十 ’ ) ( x 。 ) h

” + ’ +

( n + l ) !丁 f
、

( ” + ’ ) ( t ) ( x 。 + h 一 r )
” 一 `

d r

/ / · , ( X 〔〕 +

粤
) 一 , ` , , , ( X o

) + 厂(

一
, ( X。

) h

n +

“ 。 +

而 f
( ” + ” ( t ) ( x 。 + h

月 +

一 I ) d t

ù

l
ù

组
+贝

将土面两个积分进行变量替换
,

令 t 一 x 。 + hs
,
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f
’

(x。 +h ) = f (x。 ) +f
`

(x。
) h +…

、

一牛
下 厂 (

一
)

(
二 。

) 。一
、

(n +l) !
-

h
” 十 2

(n +l) !丁;
、 (· ` ” (一 +·` , ( ’ 一 ,

” ` ’
由

、 (一 ( X。 +

六
) 一 f (一 (·

。

卜击
`

厂(
· ` ’ ) ( ·

。
) +

这时

其中

” 2

丁

f ( x 。 + h ) 一 Q = h
” 十 ’

[

户
、 (二

2 ) ( ·
。

二” , `

击一 , ds

{
’

_

f (

一
, ( 二

、
十 、人 ) , 共下 (卜

: )一。 -

J
o ”

L n + l ) !

丁户六
, (

一 (

一
” , (

击一 ’ 由 ’

一 人一丁;
f (

” ` ” (一 + ·” , , ( · ,山

( l 一 s )
” + ’

( n + l ) !
’

( l 一 s )
” 十 ’

( n + l ) ! n

]上连续
,

二一
簇 、

引
月 + l

卫止
一 、 )

,

0 、 、 、

二
刀 十 l 儿 十

!
峨

l
一一

、.产
S

了.、

P

易知 尸 ( 、 )在 [ 0
,

一 ( l 一 )
”

刀 !

< s < 1
n +

( l 一 )
”

l

一孚万一
+
丽

, 0
l

< S < 一—刀 +

l
ù

l
一一

、 .,
r,

万了、

P

且 :
`

( 、 )在 ( o
,

止
n 十

)内大于 。
,

在 (二
八 十

,

l )内小于 。
,

并注意到尸 ( o ) 二 尸 ( l ) = 0

故 p ( ; )在 【o
,

l 」上不变号 (大于等于 0)
.

根据第一积分中值定理
,

有

, (·
。 + 。卜 。 一 。一、 (

一 (·
〕̀ + 。 。 )

丁{
。 (· ) ds

一 人
, !

一 ,
,

`

一 ( 二
。 、 。 。 ) 。 {击拱字黑

-

J 0
L

n 十 I ) :

共 (

n + 一 ) ) 山 +

丁
( l 一 s )

” + ,

击 ( n + 1 ) !
山 ]

1 1
_

n

= h
“ , ` ·

尸
`

”
` ’

( 戈
、

+ 日 h ) L二一一
~

一万丁二 一 丁一一 , 一二
~
丁: (

—
)

’ ` ’ `

( n + Z ) ! ( n + 乙 ) ! 尹之 + l
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1 1 I n

丁一万 二一
- - -二 -丁 ; +二一一一二代下 叹

—
,

-

Z n ! ( n + l )
一

( n + Z ) ! n + l

= 人
· + ’ ·

f
(” + ’ ) ( x 。 + o h )

( n + l ) !

`

击可六万
)

= h
” 十 2 了

`· 十 ” ( x
。

+ 。 。 卜- 下拼纷 , 下
t n十 乙 ) ! 乙 气 n 一 l )

因为 0 < O < 1
,

故 ( 10 )式成立
.

2) 将下面 3 个式子代人 ( 10 )式中
:

f ( x 。 + h ) = f ( x 。
) + f

`

( x 。
) h + … +

, 二一 厂`一
, ( 二

。

) 。一
、 , 井一 f `一

) (。 )。一
( n + 艺 ) !

一 ”

( n + j ) !
-

f (· ) ( 二
n 、
卫生 ) 一 f (· , ( 二

n

) 、
_

f `二
` ) ( 二

n

)

李
、

n + 1
一 “ n 十 1

六
,

一
( ·

。
) (

击
)
’ +

去
了(二 ” (· 。 ) (

击
)
’ + · `” ’

f (” + 2 ) (合 ) = f (
” + ’ ) ( x。 ) + f (

” + ’ ) ( a 。
) (若一 x 〔,

)

注意到

l l

( n + 2 ) ! n !

( 10 )式化为

2 ! ( 。 + l )
’

n

+

—
2 ( n + l ) ( n + 2 ) !

h
” 十 〕

f
( ” 十 ’ ) ( a l

)

( n + 3 ) !

h
” 十 , , ` 。 + 3 、

一
“

丁
~

一 , 一丁: 下 , 气工
、̀

)

( n + l )一
”

-
共

+

兴
口 ( h

” ` ’ ) +

n : n :

1一引
一一

万= 下共下 , 下 (。 一 二
n

) z
·

`

一
, ( 。

,

) 。
2

L月 十 乙 ) 乏乙 L n 十 l )

言一 x `,
( n + 3 ) !

h

f ( ” 十 ’ ) ( a ,

)
3 ! ( 。 + l ) ’

·

。 !

厂
(

一 ( X 。

卜六
· ( ` )

( n + 2 ) !

n
, t 了 月 了 ~ , 1 ,

一
、

万丁二一 :一不万了
’

L U : 少
乙 气n 一 l )

由厂`
” 十 ’ ) ( x 。 + h )的连续性

,

故

l l

月 !

{叹
言一

x 。

h

( n + 3 ) ! 3 ! ( n + l )
’

s n + 7

n 3 ( n + l ) ( n + 3 )
2 ( n + l ) ( n + 2 ) !

证毕

现在讨论多元 函数的 T a y lor 公式的相关问题
.

设 刀 元函数 :f s c 侧 一 侧
,

其 中 s 为 r 中凸域
.

二 ( h
, ,

仁

l

` ’ ` ,

h
。

)
` ,

x 。 = ( x }
。 ’ ,

x l
。 ’ ,

…
,

记

式
。 ’ )

` , x = ( x , ,

与
` ’ ` ,

x,,

h
,

甲
_ `
生生

_

止兰
、

云 x 【’
刁 x Z

己

己 x
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:

利用微分中值定理
“

中间点
”

的渐近性改进a T yf o讼式

矩阵的叉积

a 一 IB a l ZB

a 用 IB a Z oB

a l o

B

a 、B{
J

/ 才 ......、、

一一B Q A

约定 同一个矩阵 A的 刀( n) 2) 次叉积记为( ⑧ A)
” ,

即 ( 。 A )
”

= A O A ⑧ … 。 A
.

这

样 ( ⑧ 甲丫f ( 二 。 ) ( 。 h )
”

表示 f ( x 。 十 h )在 x0 点的 刀 阶微分
.

定理 ( n 元函数的 T ay lor 定理 ) 设 :f 5 c nR 一 尸
,

在凸域 S 内 f( x) 有
n + 1阶连续

偏导数
,

且 ( 。 甲 )
” + ’

f ( x o

) ( 。 h
’

)
月 十 ’ 羊 o

,

又设 x 。
及 x 。 + h ` S, 则在点 x 。

与 x 。 + h的

连线段内
,

至少存在一点 x 。 十 h0 ( O < e < l)
,

使下式成立

, ( ·
。 + ” ) 一 , ( ·

o

) + 、 ( ·
0

)” +

六
( 。 ? )2

, ( X。
) (“ ” )

2 + … +

万蕊子而
( 。 , )一

`

f `一 , ( 。 ” ,
” 一 ’ ·

六
( · 甲 ,

”

了̀
一

“ ” , `。 ” ,
”

“ , ,

定理 (中间点渐近性定理 ) 由 l( 1) 式确定的
“

中间点
”

x 。 + a h, 必有

{峡
1l

x 。 + e h 一 x 。
}l

}}川 I 刀 +

说明
,

以下讨论的多元函数的极限均指
“

依一定方向趋近
” , h 一

, _

尽p ll m , 下二 , 二 -
.

仔仕
.

h一 。
}! h }l

证明 l) 考虑关于变量 0的一元函数
:

用一元函数的微分中值定理
,

有

( 。 甲 )丫 ( x 。 + e h ) ( 。 h )
”

= ( 0 甲

( 。 甲

= ( 。 甲 )
”

f
.

( x o

)

( 。 甲 )丫 ( x 。 + o h ) ( 。 h )
” ,

并在 [ o
,

0 ]上利

)丫 ( x 。
) ( o h )

”
+

)
” + ’

f ( x 。 + r h ) ( ( 。 h )
” 。 ( o h ) )

( ⑧ h )
”

+ 0 ( 。 ? )
” 十 ’

f ( x 。 + r h ) ( ⑧ h )
” + `

O ( r ( 口

将上式代人 ( 1 1) 式

, 、
一

”卜 f ( ·
。

卜 侧 (一 ) ” ·

寒六
( · , ,

!

f (·
o

) ( · ” )
! ·

共 ( 。 : )一 、 ( x 。 + : 。 ) (⑧ h )
” 十 ’

n 1

再写出 f ( x 。 十 h )的 儿
阶 Tay lor 公式

f (
X。 + h ) = f ( x 。

) + W ( x
” ·

客六
( 。 甲 ,“ 、 一 , ` · ” ,

` ·

一共下 ( 。 : )二
,

f飞二
n

+ 、 。 ) ( 。 * )一 。 < * < 1

t n + l ) !

由上面两式
,

有

一土一 ( 。 : )一厂( 二
n

+ ; 。 ) ( 。 。 )

一典
( 。 : )一 ,

,

( 二
。 + : 、 ) ( 。 。 )一

(
n + l ) !

-

一 n 艺
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奋儿 +

(。 甲 )
” +’

f (x 。 +又 h( )⑧

(。 甲 )
” 十 ’

f (x 。 + r h )(。 h

11 h11

由已知条件

{峡
11x o +o h一 x 。

11

l } h11
l i m s=

—力一 。 刀 +
证毕

定理 4设 f :

(⑧ 甲 )

sc R n一 川
,

s 为凸域
,

若 f( x) 有
。 + 4 阶连续偏导数

,

且
” 十 ’ f

`

( x 。
) ( 。 h

。

)
” 十 ’ 羊 。

c 一了
、

( x 。
) +

w ( x 。
) 。 +

艺 ( 。 甲 )
” 一 ’

厂( x 。 ) ( 。 h )
” 一 ’ +

六
( 。 ? )

·

f ( ·
。 +

击
“ , ` , ” ,

”

则 1) 在 S内至少存在一点 x 。 + , h, 使下式成立

了
,

( 、 。 + * ) 一 。 十

二了一卜
-

一
`

( 。 : ) 二
`
了

,

( 二
。 + 。。 ) ( 。 * ) 二

’

` 气n 宁 i ) 气n 卞 ` ) 二

O < 粉 <
.

( 12 )

2 ) 由 ( 12 )式确定的中间点
x 。 + 粉h满足

{四
!l

x 。 + , h 一 x 。

11

1} h },
lim 刀 =

h一 O

5刀 + 7

3 ( n + l ) ( n + 3 )

j 、

、 , , 。 目 ` 卜 、 。
一 二 h 一一

、

气侃明
,

亚熟判正 ll m 二丁二一
~

下仔仕 )
.

h 一 。 }! h ! }

证明 定义两个一元函数沪 ( t ) 二 f( x 。 + t h )及

尹 ,

( I ) = ( 0 甲 )
”

j
’

( x 。 +
h

刀 + l

r ) ( 甲 h )
”

( t 6 R ’

沪 ( t ) = 尹 ( 0 ) + +

—
( n + l ) !工{

, (” ` 2 ’ ( · , `卜
· ’

” ` ’
山1一l’!é乏间

在 t

这时

= 0点将这两个一元 函数用 Tay lor 公式 (积分余项 )展开

沪 (` ) ( o ) r
`

沪
,

( ` , 一 沪
1

( O , + ,
1̀

( ” 卜丁{
,

1“

( s ) ( t一 s
) d s

f
.

( x 。 + h ) = 沪 ( 1 ) = f ( x 。
) +

W
.

( x 。
) h + ( 。 甲 )

`

f ( x 。 ) ( 。 h )
`

+
1一州ē军山一

蔺下六刃工:
( · 甲 ,

” ` Z

f `

一
” ,“ ” ’

” + 2` ’ 一 ”
” 一 “

d
·

“

(⑧ 甲 )
”

/ ( x 《, +
h

n + l

t ) ( 。 h )
”

= 尹
,

( 1 ) = ( ⑧ 甲 )
”

f ( x 。
) ( 。 h )

”
+
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( ⑧ ?)
” 十 ’

f
.

( x。
) ( 。 h)

” + ` l

—
+

n + 1

丁;
` “ 甲 ,

” ` ’

f “ 。 + h

n + 1

: ) ( 。 。 )二
2

卜上 )
2

( l 一 、 ) d 、

月 十 l

一 ( 。 ? )
·

厂( X。
) ( 。 ” )

·
+

击
( 。 , )

·

“
、

,、 X。。
) ( 。 ” )

· 十 ’ +

{击 ( 。 : )一 厂(
二 n 、 、 、 ) ( 。 。 )一 `一生

一 、
) d 、

J 。
- -

一
’

”
一 ’

n 十 l

因此

厂( ·
o · ” 卜 。

下标丁{
( “ ? )

, ` ’

f `· 。 + ·” ,` 。 ” ,
” ` 2` , 一 ,

” ` ’
d一

六丁户
( · : )一 f (·

。

二” , ( · ” ,
· ` 2 `

击一 , d ·

l 「一匕
、 _

( 1一 s )
” 十 ’

1

一 I
n十 ’ (⑧ 甲 )

” ` 乙

f ( x 。
+ s h ) ( 。 h )

“ 十 ;

(

—
一

—
+ ` ) d 、 +

n 万 J
o “ n 十 I n 十 I

局
不丁江( 。 , )

” 十 Z
f ( x 。 + s h ) ( 。 h )

” + ’ ( l 一 s )
” + ’

d s

势 ( t ) 一 ( 。 甲 )
” 十 Z

f ( x 。 + z h ) ( 。 h )
” 十 2, g ( s ) 二

( l 一 s )
” 十

n + I n + l

易证 g (
s )在 ( o

,

乙n --f

)上恒有 g ( 、 ) > 0
,

由第一积分中值定理
,

上面式子有

f ( x 。 + h ) 一 Q 二
劝 ( 叮

1

)

砂 ( 珍
、
) 一 ( l 一 s )

{户
( x 一 s )

” 十 ’ l
_

劝 ( 刀
:

) 「
`

(

—
一

—
十 s )ds 十 丁一- , -二叮二 l

n + I n + l ( n + l ) ! J六
( l 一 s )

” 十 ’
山

(石石下不两不
一 万丁了

+ 一 、
2

{ 1

{不石 十

l O

劝 (刀
:

)

( n + l ) !

一 ( l 一 s )
“ ’ `

( n + 2 )

势 ( 珍
,

) 月 I n

( 二 t 一一甲~ 丁下下下— , 二下 一 丁
一

, 万 , 犷了一一 , 二下 (

—
,
“ ’ 一

) 十
匕 ( n + 1 )

一

t n + Z ) L n + l ) ( n + 乙 ) n + l

劝 (刀
2 )

( n + l ) ! ( n + 2 )

n

月 + l

势 (叮
2

)一 劝 (叮
,

) 。
、 。 、 。 n

二 一下丁一了尸丁了丁一叮下下 (甲丁下 )
’
`

’

“
十 二宁万厂了下下下了了宁丫下下 劝 t专

,

月 ! 气儿 十 I J 气刀 一 乙 ) n 十 l 乙 n : L n 一 l
) L n 一 乙 )

n

= 二下一一下下爪下下一一了下丁 t (梦 ( 叮
2
) 一 砂 (刁

;

乙 L刀 + 乙 ) ! 气刀 一 l )

) ) ~

一之之一
(

旱
,一

+ 矽 (粉
1

) ]

因为 ( ; +

青
)一 ,

。 ,

故 当 。 > 2 时
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0 <
今

—
<

( 里吐 l
n

令

T =

2( 势 ( 叮 2)一 势 ( 叮
,

) )

。竺士卫
n

+ 势 ( 粉
1

)

下面证明 T在劝 (粉
,

)与砂 (粉
2

)之间
.

若

< 劝 (粉
,

)
l一n

十

砂 (珍
,

) > 劝 ( 刀2 )
,

则 T = 劝 ( 叮
,

) 一 (劝 ( 叮, ) 一 劝 ( 叮
2

) )
2

又有

T > 势 (刁
;

) 一 (砂 ( 粉
l

) 一 劝 ( 叮2 ) ) = 砂 (叮2 )

若势 (叮: ) > 势 ( 粉
,

)
,

则
,

显然 T > 劝 ( 粉
,

)
,

且

T < 势 ( 粉: ) 一 劝 ( ,
,

) + 势 ( 叮
,

) = 劝 (粉
2

)

由于势 (t )的连续性
,

由介值定理
,

存在。在。 、 ,

叭之间使劝 ( 叮 ) 二 T,

f ( 二
。 + h ) 一 Q = ( 0 ? )

” 十 ’
f

.

(x 。 + 刀 h ) ( 。 h )
” + ’

2 ) 将 f ( x 。 + h )展成
n + 2 阶 T叮 l o r公式

n

2 ( n + 2 ) ! ( n + l )

因此有

,

o < 粉 < 1 成立
.

( 。 甲 )
`

f ( x 。
) ( 。 h )

`
+

1一l’!ù艺ùf
’

( x 。 + h ) = f ( x 。 ) + 甲 f ( x 。
) h +

而标
( 。 v ,

” ` ’
了̀

一
” , ( “ ” ,

” ` ’ 0 <

一
, ( ,”

再将

,
,

( 1一人一} ) 一 ( 。 : )
·

_

f ( 二
,

+ -

l立j上*
。

) ( 。 , )一 ( 。 : )
·

z
、

( 二
。

+

李
) ( 。 。 )

, ,

n 十 I n 十 l

展成三阶 aT y l o : 公式 ( eP an
。
余项 )

, 2 ( `,川 , ) 一 ,
2

( · 卜 ,
2’

( · ) ,̀” ,̀ +

去
, 2“ (· ) .}川 .

’ +

六
,

2 1,, (· ) ,,川一 + · ( }. 。

= (⑧ 习 )
”

j
.

( x 。
) ( 。 h )

”
+ (⑧ v )

” 十 ’
/

.

( x。 ) ( ( 。 h )
” 。 h

’

去
( 。 : )一 ,、 · 。〕

) ( ( 。 、 )
· 。 ( 。 。

。

)
’

) (

兴
)

2 +

!{ h ! }

—
+

刀 + l

去
( “ 甲 )

’ , 十 ’ 、 ( X 。 , (“ ” ,
”
“ ` “ ” ” ” 〔 I} h {I

n + 】
) ’ + o ( }}人

互 i ! ( n + 1 )
’ (⑧ ? )

” + `

f
`

( x 。
) ( 。 h )

” + `
+ o ( }{ h ( 14 )
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沪
。

( 粉 ) =( 。 甲 )
” 十 Z

f义x 〔〕 + 。h ) ( ⑧ h )
” + ’

用 L ag a rn g e 定理展开 (在区间 即
,

叮〕上 )

、 .尹、 .少

沪3 ( 珍 ) = ( ⑧ 甲

二 ( 。 守

” + ’
f ( x 。

) ( ⑧ h )
” 十 2 + ( ⑧ 甲 )

” + ’
.

f ( x 。 + a Z
h川

。 h )
” 十 2 。 ( 。h ) )

” 十 Z

f ( x 。
) ( ⑧ h )

” 卜 ’ + 。 ( 。 守 )
” 十 ’

f ( x o + a Z
h ) ( ⑧ h )

” + 3

( 1 5 )

把 ( 13 ) 一 ( 15 )式代人到 ( 12 )式
,

化简后为

万万若不
( , 甲 ,

” ` ’
f 一̀ + 一” ,“ ” ,

” ` 3
=

不击
不丽 ( · ? ,

” ` ’ 了 (一 ’ ` ’ ” ’
” ` ’

o ( I{人 {l
· + ,

卜一一一互一竺

—
( 。 ? )

· + ’ r ( x
n

+ a
.

人、 ( ⑧ 力丫
+ ’

2 ( n + 2 ) ( n + I ) “
所以有

1I
x 。 + 粉h 一 x 。

{I
粉 = }! h {}

一

沐去歹
( 。 ? ,

” ` ’
f `一 + 一” , ( “ ” ,

” ` ’ -

一一上一
一 ( 。 , 丫

· , 厂( 、 ) ( 。 、 丫 · , +

川 l 。

n ! 3 ! ( n + l )
J `

11
” 十 3

) ] /

一一一一一二一一一一一 ( 。 ? 、

2 ( n + 2 )! ( 。 + l )“

” + ’

f ( x 。 + a :
h ) ( ⑧ 人 )

” 十 ’

石娜
( 。 甲 ,

” ` ’

f `一 + 一” ’ ( “ ` 牛
)、二 3

h {l
日曰日

人一
尹刀

n ! 3! ( n + 1 )
,

。 守 )
” 十 ’

f ( x 。
) ( 。 ( ) )

” 十 ’ + o ( 一 ) 1 /

证毕

+Cnnh
月 _

_ 飞

—
` O V )

’

“
一
’

f ` X
J
、

+ a
,

h ) ` ⑧ (
2 ( n + 2 ) ! ( n + l )

` ’

h

11 h .1

注意到偏导连续性及 ( ⑧ 甲 )
” 十 ’ f ( x o

) ( 。 h
。

)
” + 3 羊 O

,

故

1im 粉 =

八一 0

s n + 7

3 ( n + l ) ( n + 3 )

参 考 文 献

B e nr a dr Jac o b s o n
.

O n ht e m e a n V al
u e

hT
e o er m fo r I n et g司 5

.

M a th
.

M o n ht l y
,

19 82
,

89
,

300 一 30 1

2 sE te b a n 1
.

P o l〕h ld
.

T l
l e R e m a i

n d e r in

20 5一 2 10

3 张文梵
.

关于微分中值定理的一个注记

T
a y lo

r , s 凡mr
u la

.

A m e r
.

M o n th ly
,

l , 9 0
,

9 7

数学的实践与认识
.

19 8 8 ( )I
:

86 一 8 7



北 京 工 业 大 学 学 报 1 99 7年

A m e一i o n a t i o n o f T a y lo r ` 5 F o r m u l a b y U s i n g t h e

A s y m P t o t i e B e h a v i o r o f t h e I n t e r m e d i a t e P o i n t

o f t h e
M

e s ll 一V a lU e T h e o r e m

iX
e G u o bi n

( B e
ij ign I n s it切 te o f C i v i l En g ien e ir n g an d A 代址 e c tu er

,

10 004 4

hZ an g iL n g

( B e ij i n g A g ir e ul ut er C 0 l le g e ,

1 02 2 0 6 )

A b s t r a C t M a y o n e o b而
n a m o er be ett

r a PP or
x im a et fo mr ul a a

bo
u t f ( x ) i f o n

s u b s it ut et s t h e

d i s e u s s e d an d

a PPor
x im aot

v a lu
X

n + l

ht e e rr o r e
au

s e d b y u s i n g

fo
r i n et n 刀 e id aet P o i n t 香? 刀 l e P r o b le m 15

het
a PP or x im aot fo mr

u l a P or
v e s t o be s u pe ir o r

to ht at e a ist e d b y u s i n g ht e h o m o g e n e o u 笋 T妙 l o r ` s
卯 ly n o m i al an d an

e x p er s s i o n 15

p r o v e d ot 比 5 1而 l a tr ot het er m由n d e r i n T盯 l o r ` 5
fo mr

u 一a
.

iA s o as y m p ot it c 比h va i o r o f

in et mr
e d i a et P o i n t o f ht e e

orr
r 15 s t u d i e d a n d P or v e d an d

,

an d ht e er s u l t 15 e x et n d e d to

T即 l o r , 5
fo mr

u la o f a fu n c it o n o f s e v e ar l v
an

a b l s
.

K e y w o r d s as y m P ot it e be h va i o r ,

i n et mr
e id a et po i n 札 。 P r

od uc t


