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摘要：为了解决传统分层合并聚类算法可能产生不唯一的二叉树结果问题，提出了分层子树合并聚类算法，

其基本思想是通过在数据集的最小树中分析口一极大紧邻子树然后合并它的顶点集，该算法每步可将多个对象

聚类，计算结果用多叉树表示．在理论上证明了该树在不计分支次序时是唯一的，并且通过计算实验说明。在样

本中存在较多距离彼此相等的点对时，该树所描述的聚类结果要明显比传统分层合并聚类算法用二叉树描述的

聚类结果更为合理．
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对数据样本进行聚类，在本质上就是把其中相似的样本分别形成一类的过程．聚类技术在语音和图

像处理、生物信息计算以及数据挖掘等领域有着非常广泛的应用【l。4]．经典的聚类技术主要包括K一均值

算法，分层合并聚类算法和基于最小树的算法[5-7]．一些较新的聚类方法可以在文献[8—13]中找到．

在分析样本集中的层次聚类结构时，通常采用传统的分层合并聚类算法，其基本思想是先让每个样本

自成一类，然后每步把2个距离最近的类合并成1个新类，直到满足某个终止条件或只有1个类．虽然传

统的分层合并聚类算法能够给出一个用二叉树表示的分层聚类结构，但不能保证结果的唯一性，在理论上

不够完美，在应用上可能产生冲突．文献[14]提出一种智能控制方法，通过合理选择距离测度对传统分层

合并聚类的过程进行控制，尽管可以根据需要对聚类结果进行一定的调整和优化，但是在理论上不能保证

聚类结果的唯一性．本文的目的在于解决这一问题．

1 最小树和极大紧邻子树的定义及其性质

用G=(V，E)表示顶点集为V，边集为E的图，用I V I和I E 1分别表示图G的顶点数和边数．

№∈E，其长度(或权重)记为Ⅳ(e)>0．如果V1cV，V2cV，则用E[Vl，V2]表示G中一个端点属于

y1且另一个端点属于V2的所有边的集合．如果V7cV，E7cE，那么G7=(v7，E7)称为G的子图；用

G[V7]表示G的点诱导子图，其中顶点集为V7，边集为E中连接v7的顶点的所有边；用G[E 7]表示G

的边诱导子图，其中顶点集为E7的所有顶点，边集为E 7．

G=(V，E)的子树是指G的一个连通且无回路的子图T=(VT，ET)，易知I¨l=|ET I+1．如果

VT I=1，则T称为单点树；如果VT=V，则T称为G的支撑树，其长度定义为：w(T)=芝：W(e)
c弭

不难看出，当且仅当G是连通图时，才有支撑树．用丁(G)表示图G的所有支撑树的集合．如果连

通图G的支撑树T的长度w(T)满足：w(T)=min{W(丁，)l T7∈丁(G)}；那么T称为G的最小树．值

得一提的是，最小树可能不唯一．

对任意一个具有某种距离』D的集合x={zl，z2，⋯，z。}来说，也可以定义最小树的概念．令顶点集

V=x，边集E={(zi，zf)l zf，z斥x，i≠歹}，其中(zf，zf)的长度w(zi，zi)=lD(zf，zi)，如果把x关于
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距离』D的诱导图定义为G。(X)=(v，E)，那么x

的最小树可定义为G。(x)的最小树．例如，图1

(b)是连接图1(a)中所有数据点的最小树，其中边

长采用欧氏距离计算．

在最小树的基础上，可以进一步建立极大紧邻

子树的概念．如果把空集记为⑦，并定义max函=

0，min⑦=+oo，那么图的极大紧邻子树可定义为：

定义l 如果T=(¨，ET)是图G=(V，E)
的1棵子树，那么丁称为G的口一极大紧邻子树

(口≥O)当且仅当它满足下面3个性质．

fa)数据点集 (b)最小树

图l数据点集及其最小树表示

Fig．1 A dataset and its minimaI spanning

1)最小性：T是点导出子图G[VT]的最小树；

2)紧邻性：max{w(P)I P∈ET}≤口；

3)极大性：min{w(P)l e∈E[V1’，V1、]}，其中¨=V—V1、
如果X={z。，z2，⋯，z。}是1个定义了某种

距离p的集合，则把x的口一极大紧邻子树定义为

G。(x)的口一极大紧邻子树．显然，口一极大紧邻子

树也可能不唯一．图1(b)中的最小树是极大紧邻

子树的1个例子，如果去掉其中的P、厂、g 3条边，

得到图2(a)中的4棵极大紧邻子树；去掉图2(a)

中的所有边，得到图2(b)中的单点极大紧邻子树．

最小树和极大紧邻子树的概念是本文建立分

层子树合并聚类算法的基础，其中最小树的2个重

要性质描述在定理1和2中，口一极大紧邻子树的1

个重要性质描述在定理3中．

(a)4棵极大紧邻子树 (b)单点极紧邻子树

图2极大紧邻子树举例

Fig．2 ExampI鹤of maximal口一distant subtrees

定理l 设T1和T2是G=(V，E)的任意2棵最小树，如果把它们的边分别记为Pi，P!，⋯，ek和

e}，已；，⋯，P乙，则存在1，2，⋯，优的1个排列J1，J2，⋯，歹。，使得w(匆1)=w(P；。)，忌=1，2，⋯，m．
证明：不妨设Tl≠T2，令P∈T1＼T2，则T2+P包含唯一的1个回路C(P)，并且C(P)上至少有1

条边P7∈T2＼丁1．假定w(P)<w(P7)，则支撑树T7=T2+已一P7的长度w(T7)<w(T2)，这与T2是

最小树矛盾，从而W(P)≥W(P7)．假定w(P 7)<w(P)，则支撑树r=T1+P7一P的长度w(r)<

w(T1)，这与T1是最小树矛盾，从而Ⅳ(e7)≥Ⅳ(P)．综上所述w(P7)=W(e)，因此可以把e’定义为P

的对应边．

由于T7是G的最小树，所以可令T2=T7重复上述过程直到T7=T1．于是，不难在T1＼T2和丁2＼

T1的所有边中建立一一对应关系并使得对应边相等，从而在丁l和T2的所有边中建立一一对应关系并

使得对应边相等．证毕．

定理2设T1和T2是G=(V，E)的任意2棵最小树，它们都包含p一1条大于口≥0的边，从Tl

和T2中去掉夕一1条边后，如果把它们产生的户个连通分支分别记为T：=(V：，E：)和Tl=(V；，E；)

(忌=1，2，⋯，p)，则存在1，2，⋯，夕的1个排列_fl，歹2，⋯，歹p，使得：V：=V；。，忌=1，2，⋯，户．
户 声

证明：因为V=U V：=U V；且V：n V净V；n V；=函(1≤i≠．『≤户)，所以对任意V{，存在V乙
^=l ^=l

使得V：n V乙≠⑦(1≤z，优≤p)．采用反证法来证明V1_V乙．

假定V：≠V乙，则V{一V乙≠函或V乙一V{≠∞．不妨设V{一V乙≠④，则存在顶点“∈V}一V乙和

顶点"∈V：n V乙，使得(M，口)∈E：且(“，u)仨E乙，显然W(M，口)≤口．设H∈V乙，(m’≠优)且(“7，口’)

是在T2中连接T乙，和丁乙的边．令r7=T2+(“，口)一(“7，口7)，则T7也是G的支撑树．因w(“7，钞7)>
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口，故T7的长度w(T’)<w(T2)，这与T2是G的最小树矛盾，从而V{：V乙．

因此可以把V乙定义为V{的对应顶点集．根据V{的任意性知，存在1，2，⋯，户的1个排列．『l，J2，

⋯，．fp，使得：V：=V；．，是=1，2，⋯，户．证毕．

定理3设G=(v，E)是连通图，如果T=(VT，E1、)是G的最小树，那么对任意口≥O，从丁中去掉

所有大于口的边后，把产生的p个连通分支分别记为n=(K，最)(惫=1，2，⋯，户)，则瓦都是G的日一
户

极大紧邻子树，且在不记次序时{Ⅵ}f；1形成V的唯一划分，即V=U u，V1≤i，．『，志≤q，i≠J，Vi nⅥ
^=1

=⑦，u≠⑦，同时点导出子图G[u](惫=1，2，⋯，声)的所有最小树都是G的口一极大紧邻子树．

证明：可由定理2及口一极大紧邻子树的定义直接得到，详细证明略．

2分层子树合并聚类算法

定理3表明，在获得1个连通加权图G=(v，E)的某棵最小树T，并合理选择不同大小的口值后，就

可以通过从T中切割所有长度大于口的边来确定图G的1组口一极大紧邻子树，同时获得V的1个划分．

前面已经指出，对任意1个具有某种距离ID的集合x={z1，z2，⋯，z。}来说，都可以定义1个x关于距离

』D的诱导图G。(x)．由于G。(x)是1个加权图，因此可以直接利用定理3进行顶点集划分，从而形成x

的聚类．显然只需选择不同的口值，同时合并相应口一极大紧邻子树的顶点集，即可在不同的层次上形成

X的聚类结构．基于这一思想，我们对传统的分层合并聚类算法进行改进．

对传统的分层合并聚类算法来说，核心思想是每步只将2个距离最近的对象聚类，因此在数据集中存

在较多距离彼此相等的对象时，就存在多种可以选择的情况，从而不能保证计算结果的唯一性．可是，如

果事先在数据集的最小树中分析由所有最短边形成的极大紧邻子树，那么由于极大紧邻子树的顶点集可

以形成数据集的唯一划分，因此每步合并这些极大紧邻子树的顶点集就能保证聚类结果的唯一性．在这

里，把通过反复合并极大紧邻子树的顶点集进行聚类的方法称为分层子树合并聚类算法．

在进行子类合并时，传统的分层合并聚类算法通常可选择3种不同距离，从而产生3个不同的变种，

分别称为单边连接、完全连接和平均连结算法，其中所使用的距离对应于最小距离(d。；。)、最大距离

(d。。)和平均距离(d魄)．如果V∈X且V7∈X，lD是定义在X上的1种距离，那么这3种距离可描述为：

d。i。(V，V7)=：乎i噬，尸(z，z 7)；d。。(V，V’)=：毋a鼍，，lD(z，z 7)；

1 一一d。vg(V，V7)=雨而∑∑lD(z，z，)．
参照传统分层合并聚类算法的3个变种，可以把分层子树合并聚类算法统一描述如下：

1)令Ci={zf}，滓1，2，⋯，靠，0={C1，C2，⋯，C。}，并选择距离d为d。in、d。。或d。vg三者之一；
2)计算图岛(n)中的最短边长口=min{d(Ci，Ci)l ci∈n，Ci∈n，i≠．『}；

3)计算图Gd(o)中所有最短边长的集合Es={(cf，c川d(ci，ci)=口，ci∈n，c斥n，i≠歹}；
4)把Es中的所有边枚举为Pl，P2，⋯，e。；

5)构造一个新图G=(V，E)，其中V=n，E=⑦；

6)在不产生回路的条件下把Pl，已2，⋯，e。依次加入G中；

7)把G的所有连通分支记为瓦=(Ⅵ，B)(南=1，2，⋯，p)；

8)计算新的聚类c女=U c(愚=l，2，⋯，p)，然后令n={cl，c2，⋯，cp}；
c∈K

9)如果痧>1，返回2)；否则停止．

在上述算法中，第6步在不产生回路的条件下把P1，P2，⋯，P。依次加入G中，其理论依据是计算最小

树的Kruskal算法[15】，这样可以保证第7步的连通分支瓦=(u，&)(忌=1，2，⋯，户)都是护一极大近邻

子树。从而能够直接利用定理3保证计算结果的唯一性．

根据所选距离矿是dmIn、d。。还是d。，。，也可类似地把分层子树合并算法分别称为单边连接、完全连
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接和平均连结算法．根据定理3，这3种算法的最终计算结果都将是唯一的．计算结果的唯一性使分层子

树合并算法比传统的分层合并聚类算法更优越，因为后者不能保证聚类结果的唯一性．此外，分层子树合

并算法的聚类结果一般用多叉树表示，而传统的分层合并聚类算法的聚类结果一般用二叉树表示．

3 计算实验

为了验证分层子树合并聚类算法的有效性和合理性，

选取了1组2维数据进行计算实验，数据集用DS表示，其

中共包含144个样本，且存在较多距离彼此相等的点对

(见图3)．如果把单个样本和整个数据集都算作聚类，那

么从人的感知来看，在DS中应存在4个不同层次的聚类．

如果采用分层子树合并聚类算法对Ds聚类，那么单

边连接和平均连结算法的聚类结果可分别用图4(a)、(b)

中的多叉树表示．不难看出，虽然2棵树的分支长度存在

着差别，但是它们的拓扑结构是相同的，而且恰好都分为4

个不同层次，与人类的感知相同．此外，完全连接算法的聚

类树与它们的拓扑结构也相同，只是分支长度略有差别．

如果采用传统的分层合并聚类算法对DS聚类，那么

图3 1组2维数据，共144个样本，简称Ds

Fig．3 A 2一D dataset containing 144 points，

abbreviated as I)S

单边连接算法的聚类结果在显示时与图4(a)相同，虽然它看起来是多叉树，但是在本质上是二叉树．平均

连结算法和完全连接算法的聚类结果分别用图5(a)、(b)中的二叉树表示．不难看出，2棵树的拓扑结构

也是相同的，只是分支长度略有差别，但是它们的分层过多，与人类的感知不一致．

㈧』n。、㈧㈧从。姒㈧从。㈧㈧从拉圳
(a)单边连接 (b)平均连接

。

图4分层子树合并聚类算法对Ds的聚类结果

Fig．4 The clustering resuIts of DS by HSACA

(a)平均连接 (b)完全连接

图5 传统分层合并聚类算法对DS的聚类结果

Fig．5 The clustering results of DS by HACA

因此，分层子树合并聚类算法给出的聚类结果比传统的分层合并聚类算法更为合理

4结束语

本文提出的分层子树合并聚类算法通常给出1棵多叉树作为聚类结果，同时在不计分支次序时能够

保证聚类结果的唯一性．计算机仿真实验表明，在样本集中存在较多距离彼此相等的点对时，分层子树合

并聚类算法给出的聚类结果要明显比传统算法给出的结果更为合理．
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Hierarchical Subtrees Ag酎omeratiVe Clustering Algorithms

LI Yu-jian

(Be订ing Municipal Key Laboratory of Multimedia and Intelligent S0ftware Technology，College of Cc帆puter Sdence and

Technology，Beijing University of Technology，Be巧ing 100022，Chi衄)

Abstr眦t：In order to SolVe the problem that Traditional Hierarchical Agglomerative Clustering Algorithms

(HACA)may produce a nonunique binary tree aS the cluStering result of a same dataset， this paper presents

Hierarchical Subtrees Agglomerative Clustering Algorithm(HSA(jA)，the basic idea of which is to find maxi—

mal口一distant subtreeS in a minimal spanning tree of the data set and merge its vertex Set．HsA(’A can merge

many objects into a cluster in each step， and its clustering result is usuaHy a multiple tree． This paper proves

in theory that the multiple tree generated by HSACA is unique for a dataset without conside“ng the branchy

orders， and shows in∞mputer simulations that the multiple tree describes a nlore reaSonable clustering result

than the binary tree generated by traditional HACA if there are many equidistant pairs of points in the data

set．
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