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用最优极点配置确定 I PD参数

赫 庆 珠

(自动化系 )

,
-

一

翻

提 要

本文从逆最优控制问题解决二阶控制系统的尸丈 D参数最优整定
,

导出了 最 优

极点配置所应满足的条件
,

根据尸 I 刀参数与带积分顺馈的全状态反馈阵之间 的 关

系
,

提出通过在最优配置区配置极点的方法
,

一次直接整定满足二次型性能指标达

到最小的尸 I D 最优参数
。

D e t e r m i n e P ID
一

P a r a m e t e r B y A s s ig n i n g

O P t i m a l P o l e s

J i . n g
,

Q i n g 一 y u

T h i s p a p e r p r e s e n t s a s o l u t i o n t o d e
t
e r m i n e o p t i m a l P ID 一 p a r a m e t e r

o f a s e e o n d o r d e r c o n t r o l s y s t e m
,

b y i n v e r s e o p t i m a l e o n t r o l
.

T h e e o n -

d i t i o n s ,

w h i e h m u s t b e f o l l o w e d f o r

A e e o r d i n g t o t h e r e l a t i o n b e t w e e n

a宫s i g n i n g o p t i m a l p o l e s , a r e o b t a i n e d
.

t h e P I D ` p a r a m e t e r a n d t h e

v a r i a b l e s f e e d b a e k m a t r i x w i t h i n t e g r a t o r i n a f o r w a r d p a t h
,

f u l l s t a t e

t h e P I D 一

p a r a m e t e r o f o p t i m a l e o n t r o l a r e d i r e e t l y d e t e r m i n e d b y a r r a n g i “ g P o l七s

i n t h e o p t i m a l a r e a f o r s e t t i n g
.

一
、

概 述

尽管许多
“

最优
”

的控制方案和算法早已问世
,

但古老的 尸 I D 控制在实际应用和设计

中仍然被工程师们采用
。

文献 【1] 曹推荐采用有积分顺馈的全状态反馈系统
。

在二阶情况下
,

它正等效于尸 I D 控

制
。

文献 〔2] 提出建立这种系统离散相似的状态方程以及它和尸 I 刀擦制的关系
,

拜提出以使

二次型性能指标达到最小来整定尸 I D 参数的方法
。

文献 【3〕讨论 了从双输入
、

双输出系统实

验数据出发
,

按给定权阵确定最优尸 I D 参数的方法和实例
。
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然而
,

在工程实践中使用这些方法
,

仍然存在关于 目标函数 Q阵应如何选择的困难
。

因

此利用闭环极点和系统时域指标之间的关系
,

用极点配置的方法来设计系统就显 得 更 为 实

际
。

自从 1 9 6 4 年
,

K al o an 提出逆最优控制理论以来
,

这方面的研究十分活跃
。

文献【5〕综

述了
淤

问题
,

提出
确

工核设计友今姗
比浓私蜘

上提盯
一种多变量系 统 极点

配置的方法
。

可以说
,

这一领域的研究 目前仍在深入发展
。

在实际工程中
,

许多被控对象都简化为二阶系统进行设计
,

而对它们的尸 I D参数 整 定

却仍然没有一种简单易行的设计方法
。

本文即从逆最优问题出发
,

提出一种最优极点配置的

方法
,

设计满足最优控制的尸 I D 参数
。

二
、

有积分顺馈的全状态反馈二阶系统与PI D参数

具有极点
a ; 、 a : 、

放大系数为 k 的二阶系统传雨为

G ( s ) ~
寿

( s 一 a :

) ( s 一 a Z )
( 1 )

构成文 〔1〕推荐的系统如图 1所示
。

R 十
工 L生月

,
`

L山仇 , 」 _
_

玉
_

~

万
~ , . ~ 1 1、 ` r 尸, 叫甲 L八 夕~ ~ ~ , , 甲孟一 , 爪尸-

0 . 1 ” 1 二 , 万 一几 洲 六 卜守

图 1 有积分顺馈的全状态反馈二阶系统

由图中所示状态量之间关系可推得

一 u ( s )
y ( s )

~ ( h ; 一 a :
h: ) + h 2 5 + K

`

S
( 2 )

不难看出
,

这正是一个尸 I D擦制
,

其中比例系数 K , 二 h : 一 a l
h Z ,

微分系数 K
` 一 h Z ,

积分

系数为 K
` 。

或写成如下形式

、 .产、、声、 、Z

(4(3伟
一 u ( s ) _

y ( s )

K ,

( 1 + 少
`
S + 班些、

T ` s /

式中

K
, = h一

a 一h Z

T ` ~

T
` ~

h 2

h z 一 a 一 h :

h
:
一 a :

h Z

K ,
( 0 )
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显然
,

假使图 1 系统是一能使二次型性能指标最小的最优控制系统
,

那么与 之 相 应 的

尸 I D 控制系统 (图 2 ) 也将实现最优控制
。

址峥州丽不碑牢
k

S 一 a Z 洲 萦先; 卜补寻

图 2 对应图 1所示最优调节器的 P I D控制系统

应该说明
,

图 1 与图 2 系统在没有外扰的情况下 ( R 一 0 )
,

其控制效果是等效的
。

但

在存在外扰时 ( R 戈 。 )
,

则由于加到系统的实际控制量不 同
,

使动态过程不同
。

文【2 〕
、

〔3 」利用离散的尸 I D控制与增广二阶系统 (带积分顺馈 ) 最优调节器 参 数 (反

馈系数 ) 之间的关系
,

选定 Q
,

R 阵
,

然后求解 R l’c ca it 方程
,

从而整定尸 I D 系数
。

这一

方法不仅要求解 R i o
ca it 方程达到稳定

,

还存在 Q阵选择的问题
。

下面从逆最优擦制问跨来

解决尸 I D参数整定
。

三
、

从 L Q逆问题整定
’

PI D参数

从 L口逆问题整定尸 I D参数的核心是确定满足最优控制条件的极点配置范围
。

对高阶系

统而言
,

它有赖于开环极点和零点的分布特征
,

是比较复杂的问题
。

`

但对所讨论二的
·

二 阶 某

统
,

我们可以得到十分简洁的结果
。

1
.

最优 P D参数

( 1) 反馈系数与极点配置

由上面分析可知
,

未经增广的二阶系统全状态反馈对应着 尸 D 控制
,

反馈系数的确定无

异于极点的确定
,

下面推导它们的关系
。

系统状态方程为

{
` ,

!
一
l

’

于
,

L 义 2 J L
一 月 1 尽

一。 2 、

{【二; {
+

{署1
·

( 7 )

对应的特征方程为

! 5 1 一 A ! = 5
2 + ( H

: 一 a l 一 a : ) S + H
: + a :

( a : 一 H
: ) ` 0

式中
:

H
: 一 h ; k

H
Z = h Z 吞

设闭环极点为

机
、 2

一
蚕̀

.

士 j功
:

侧厂贾
对应的特征方程为

( S 一 兄; ) ( S 一 之: ) 二 5 2 + 2省功
.

5 + w , 2 二 0

北较 ( 8)
、

( 10 ) 两式可得反馈系数
;

( 8 )

( 9 )

( 1 0 )



北 京 工 亚 * 学 学 报
9 10 7 年 (总第 1 3 卷 ) 第 1 期

H
Z = 2 雪田

.

+ al + a :
,

( 11 )

H
l ~ 切

. 2 + 2雪。
二 a :

+ a } ( 1 2 )

至此我们已得到从极点位置确定 尸 I D 参数的公式
,

即指定 极 点 占
、

。
。 、

由 ( 10 )
、

( 1 1 ) 式求出H
; ,

H
Z ,

再由 ( 4 )
、

( 5 )
、

( 6 ) 式确定 P D 参数
。

(2 ) 正常的尸 D 按制及状态负反馈控制对极点位置的约束

要实现负反馈控制
,
尸D 擦制的比例系数 K ,

必须 为正
,

把 ( n )
、

( 12 ) 代入 ( 4) 式
,

得到

, 1
了、 , = 下 - 气份

. .

一 “ 1 U Z 少
佗

( 1 3 )

当 K ,
> 0 ,

必然有

。
:

> 杯刃石万 ( 1 4 )

即
:

要使系统成为正常的 ( K
,

>
二

0 ) 尸 D按制
,

最小相位二阶系统的极点配置必须 使 闭 环

极点的模大于开环极点的几何平均值
。

即
:

极 点分布于图 3 5 域左半平面中曲线 I 的左侧
。

另一方面
,

耍使状态反馈是负反馈
,

必须有H
: 、

H
Z ,

为正值
,

从 ( 1 1 )
、

( 12 ) 两式可

推得这必须满足条件
:

2雪断 > 恤
: + 姚 !

-
-

一

( 1的

, /
, ,

(。
,

一 !
a :

} )
2

5 、 、
、

1 -T ~ -一戈二- - -气厂- - -产一
么叫

.

1内 l
( 1 6 )

由于当雪> 1 时系统将成为过阻尼系统
,

式就 自然满足
。

故仅需耍考虑约束条件

这常常是我们不希望的
,

因而只要取 雪〔 1
,

( 16 )

( 1 5 ) 式
。

又因存在绝对值不等式
:

j
a ,

}+ J
a :

I
2

一 ) 杯 }
a ;

! !
a :

1

当 ( 1 5 ) 式满足时必有

占。
,

> 侧瓦
~

舀百

当占( 1 时
,

满足 ( 1 5 ) 式就必然满足 ( 1 4 ) 式
。

可见
,

最小相位二阶系统状态反馈均 为负

反馈的充要条件是
:

闭环极点的实部
,

应大于开环极点的平均值 [式 ( 1 5 ) ]
。

即
:

分布于图 3

直线 I 的左侧
,

(雪粗 1 )
。

( 3 ) 最优极点配置

以 卜讨沦表明
,

只要我们在直线 I 左侧配置极点就能通过状态负反馈获得预期的时域性

能指标
。

然而能否构成使某一二次型性能指标达到最小的最优擦制
,

即使系统具有人们熟知

的最优按制系统的一系列优点呢 ? 下面讨论获得最优控制的极点配置条件
。

耍使系统成为最优控制系统
,

配置闭环极点相应的状态反馈阵 h 应满足 iR
。 。 at i 方程

尸 A 十 A
T
尸 一尸 bh十 Q ~ 0 ( 1 7 )

设
z

卜正定对称矩阵
:

q z 一 0
( 1 8 )

0 q 2 2



蒋庆珠
: 用最优极点配置确定 P ID 参数

图 3 最优极点配置区

R f e ea t i方程的解
:

P 一 1P 12

尸 一 1 1
LP Z 一 P 2 2 “

由于 R
一 ’ b

T
尸 二 h

,

考虑到尸的对称性
,

当取 R 二 1 时
,

将 A
,

尸
,

Q
,

代入可求得

( 1 9 )

。 1 1 一 ” ,一 2一 p ! 1一 “ ,一 2“ !

(
h: ( a , + a : )

“ l “ 少 — 一—
一

奋
一

—
左 )

( 2 0 )

_
/ h二 h

,

9 2 : 二 h豆一 2 1华 + a :
华一 、 k

’
一 `

k

对最小相位系统而言
, a : 、

q : : ) 0 ,

系统就构成最优控制
。

( 2 1 )

a : 均为负值
,

h , ,
h : 均为正值

,

因而 q : :

恒 为 正值
,

只要

( 2 1 ) 式可写成

q 2 2 =

将 ( 1 1 )
、

( 1 2 )

q 2 2 二

音
`H ,一 2 H

I
一 2 a 2

H
2 ’

式代入可得

1

k 2
[2。 孟( 2占“ 一 1 )一 ( a i+ a 彗)〕 ( 2 2 )

要使 q: : ) 0必须

。 : ( 2、 2一 1 ) ) 哎李鲜
乙

( 2 3 )

( 23 ) 式称为极点最优配置条件
。

这一条件可化为

(阴
,

去2 ) 一 w 二)
a l 十 a

( 2 4 )

式中。 ` = 二
:

杯了二
一

乒
.

,

是闭环极点的虚部
,

此式表明满足不等式的论域边界恰为一条以 4 5
。
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线为渐近线的双曲线 (对应 : 一丫
汀

)
。

曲线顶点位于距原点为丫互晒互
的负实轴上

,

如
- -

一
’

~
’

一
- -

一 ” 一
’ 一

”
一 ’

一

”
-

一
’ 一

, 2

图 3 曲线 l 所示
。

顺便指出
,

当占> 1时
,

闭环极点为互异实根
,

那么当其平方和 ( 4切 : 雪2 一

2 。 劲 位于区域 I 时
,

也将得到最优控制
。

由于 君> 1 的系统一般是不希望的
,

下面讨论中

将不再提及
。

结论
:

当雪簇 1 时
,

为获得最优控制
,

二阶最小相位系统的极点必须配置 在 以 双 曲 线

( 2 4 ) 为边界的最优极点配置区内
。

2
.

最优 P I D参数

由于积分控制的
“

记忆
”

作用
,

对系统的动态性能是不利的
。

但当希望消除静差而系统

本身又不包含积分环节时
,

可构成图 1 所示的增广二阶系统
。

这时全状态反馈对应 着 尸 I D

控制
,

增广了状态 x 。后系统状态方程为

“

,....... ..J00
`

介
r
.

l

lee
.`

+

, .......1
1

O,ǹXX戈
.r..
..

l
....L, .....

l
.J

{
x ,

1 1
“ 一 `

}
“ `

}
一
} 竺

,

兮二
,

L劣 2 J L一 7I b 一月 飞

( 2 5 )

几 一 H

H 玄
、

H 监表示增广后的反馈系数
:

H f 一 h丁k

H 二~ h二吞

H `一 一 k ` k

对应特征方程为

! 5 1 一 A
产

1= S “ + 〔H 红一 ( a : + a Z )〕5 2 + (H 笠一 H 二
a :

+ a l a Z ) S 一 H
。 ( 2 6 )

这时除配置主导极点外
,

还增加一个非主导极点几
: ,

而理想特征方程为

G
产

( S ) 二 ( 5 2 + 2君切
.

5 + w 二) ( S 一 元3 )

二 S “ + ( 2舀功一 只: ) 5
2 + ( 切 : 一 2君。

.

之3 ) S 一 几: 。 孟 ( 2 7 )

比较 ( 2 6 )
、

( 2 7) 两式同次项系数有

H 石~ 泥
3功盖 ( 2 8 )

H 二= 。 : + 2君。
。 a : + a

全一 兄
。 ( 2君w

,

+ a : )

= H
l
一 之: ( 2省田

:

+ a ;

) ( 2 9 )

H 二一 2雪。
.

+ a ; + a : 一 兄: ~ H
Z 一 只: ( 3 0 )

利川二阶类似的方法可以推得当极点配置在左半平面
,

且满足条件
:

4古“ 。 盖一 2叨二+ 兄聋)
a
爹+

a
麦 ( 3 1 )

则 Q阵为非负定阵
,

系统将满足最优控制条件
。

从 ( 3 1) 式可见
,

只要二阶系统极点配 置满

足最优条件
,

那么增广后
,

由于砖 ) 0 ,

故 ( 3 1) 式必然得到满足
,

即系统也必 将 满 足最

优条件
。

把 ( 2 8 )
、

( 2 9 )
、

( 3 0 ) 式代入 ( 4 )
、

( 5 )
、

( 6 ) 式可得最优 P I D 参数计算公式
:

K
, 一

分“ `- a l a : 一 2“
·

` 3 ,
( 3 2 )
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T
` H 红 _2 省w

:

+a : 十 a : 一 元 3

尤
, 吞

K
,
k

一 几3叨盖

叨盖一 a : a : 一 2省切
。

几:

_ w 盖一 a ; a : 一 2雪阴
:

元3

( 3 3 )

一 兄3脚乏
( 3 4 )

当指定主导极点的占。
.

及 只。后
,

T ` 、

T `
就完全确定

,

而 K
,
则可改变 k值加以调

四
、

设计步骤与实例分析

二阶系统的尸 I D 控制参数 可以直接通过一次简单的计算予以最 优整定
。

步 骤 如

见上可综

整下

1
.

由时域指标及缓优配盆条件确定主导极点位皿

二阶系统时域性能指标与闭环极点参数间存在如下关系

超调量 a = e 一 沙 /了丁二毛厄

调整时间 t
:

~ 4 /雪。
.

( 0 < 省< 0
.

9)

当耍求一定的超调量限制和调整时间时
,

应有

( 3 5 )

( 3 6 )

“ ) 示
居兴斋诃

。
·

)

步:

( 3 7 )

( 3 8 )

同时使之涌足最优配置条件

。
,

妻
丫噩黔石

( 3 9 )

2
.

取非主导极点远离主导极点

一般可取 }久
:
} ) 5君切

, ( 40 )

3
.

确定反馈系数

(假如不必求出
,

K
` =

可由 ( 3 2 )
、

( 3 3 )
、

( 3 4 ) 式直接确定 P I D 参数 )

一 几3脚盖

掩
( 4 1 )

l
r ,

二二 二 , 二一 ! 乙口三

介
-

+ 2占叨
.

( a : 一 元: ) + a :

( a , 一 兄: ) 〕 ( 4 2 )

一

舒
2`叨

·
+ 外+ 几 一 “ 3 〕 ( 4 3 )

当二阶系统本身含有积分环节 ( a ;
或

a Z为零 )
,

可以不加积分控 制
,

取 兄3 “ o ,

则 上

式仍然适用
。

4
.

确定最优 P I D 参数



段令 北
`

京 工 业 大
’

学 学 报 2 9 5 7年 (总第 l a卷 )第 1期

K
, = h l 一 a i h Z

T ` = K
,
/ K

`

T ` = h :
/ K

,

假使需要
,

可按下式求出最优控制权阵 Q
,

即

( 4 4 )

( 4 5 )

( 4 6 )

一 ,

/ 几
: 功盖 、 2

q 1 1
= ! 一二万—

I
\ 付 I

才
、 〔H `“

+ 2 “ a w , ( H`一 a Z ,一 2 0 1` H`H `一 (“ 1 + 。 2 , H `+ H` ,〕

一

音
〔“ :
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实例
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对象传函 G
( 。 。
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1 0 0

( S + 3 0 ) ( S + 1 0 )
要求设计一最优尸 I D控制器

,

使其超调量 a ( 5%
,

调整时间 t
。

镇 0
.

2秒
,

井在阶跃信
一

号下无稳态误差
。

( 1 ) 在最优配置区确定满足性能要求的闭环极点
。
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为使极点位于最优区
,

省必须大 于丫币
,

这里取省二 。
.

72
,

再根据调整时间的要求确定。 . :
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然而按最优配置条件
,
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( 2) 确定非主导极点只
。 ,

由于对象本身不含积分环节
,

耍消除稳态误差必须采用 尸 I 刀

控制器由 ( 4 0) 式
:

3

确定
:

1兄。
1》 5省叨

,

= 4 1 9
.

6 2 7 1 6

确定最优尸 I D 参数
,

假使不需耍求出状态反馈系数
,

可 由 ( 3 2 )
、

( 3 3 )
、

( 34 ) 式

K 一 8 3 7
.

2 1 7 3 7 6 4

T ` = 6
.

5 3 9 2 6 1 x 1 0
一 3

T ` = 0
.

0 1 4 6 8 4 2 8

由 j
“

这一尸 I 刀参数是对应无限时间最优调节器的
,

在动态过程中响应井不 理 想
。

图 5

曲线 I 表示了其阶跃响应
,

超调量高达 26 %
。

合理的方法是采用积分分离的 尸 I D 控制
。

图

4 曲线 I 表示了在误差小于给定值 0
.

1倍
,

同时误差变化率小于 0
.

1倍误差时
,

加入积分控制

的积分分离式尸 I D 控制的响应曲线
。

按增 ) “ 系统确定尸 I D参数
,

在将积分去除后的尸 D 控制是否仍满足最优条件 呢 , 结 论

是
一

肯定的
。

由于尸 D控制二阶系统开环传函为
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对应闭环传函为
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系统极点参数为
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( 3 3 )
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( 5 2 )

由 ( 5 1 )
、
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.
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由于原设计满足最优条件

( 2 : 2 一 1 )二 : > 赎奥
乙

故必有

a十叨二2 ( 2雪I , 一 i ) ) 旦

即按尸 I D 设计参数进行尸 D 控制时也是一个最优控制器
。

图 4 曲线 l 表示了系统存 在纯 延

时 0
.

01 3秒时的响应
。

图 4 的全部曲线都是使用尸 I D一 D D C仿具程序在 I B M一尸
c
机上的仿真结果

。
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五
、

结 束 语

本文提出的二阶系统尸 ID参数最优整定方法
,

概念清楚
,

计算简单
,

易于推广使 用
。

讨

论中导出了现代控制理论中二次型性能指标最 优控制与二阶系统闭环极点位置的关系
。

使最

优控制和古典频域分析理论简单而明确地联系起来
,

给分析问题带来很大方便
。

八一级罗莹同学对本文算例进行了核算并提供了仿真结果
,

特此致谢
。
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