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一类广义幂级数环的有限维数
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(北京工业大学应用数理学院，北京 100124)

摘要：令R是一个有单位元的完备的凝聚交换环，研究并比较了R的有限维数与R上的广义幂级数环[[R“5]]

的有限维数的关系，得到了一些有限维数不等式．结果表明：如果R是一个完备的凝聚的有单位元的交换环，则R

的有限投射维数不超过[[R￡‘]]的有限投射维数；令R是一个完备的凝聚的有单位元的交换环，则R的有限内射

维数不超过[[R只‘]]的有限内射维数；如果R是一个完备的凝聚的有单位元的交换环，则R的有限弱维数不超过

[[RE‘]]的有限弱维数．
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On Finite Dimension of a Kind of Generalized Power Series Rings

YAO Hai-lou，GUO Ying，PING Yan—ru

(College of Applied Sciences，Beijing University of Technology，Beijing 100124，China)

Abstract：Let R be a perfect and coherent commutative ring with unit element，in this paper the

relationship between the finitistic dimensions of R and the generalized power series ring[[R≤’5]]over R

was investigated，and some inequalities for finitistic dimensions were obtained．Results show that the

finitistie projective(injective)dimension of R is less than and equal to the finitistic projective(injective)

dimension of[[R毛5]]and the finitistic weak dimension of R is less than and equal to the finitistic weak

dimension of[[R≤’5]]．
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20世纪90年代Ribenboim¨。对于广义幂级数

环的性质做了较为系统的研究；Higman[2 3基于系数

环R和偏序幺半群(5，≤)，并利用广义幂级数构造

了一个新环A；Neumann¨。在半群(5，≤)为全序群

情况下对这种环进行了研究；Ribenboim在文献[4]

中给出了广义幂级数环何时为诺特环的条件，同时

给出了一些广义幂级数环的有趣例子；2001年，

Varadarajanpl在Ribenboim”1的基础上研究了广义

幂级数环为诺特环的条件；同年，Varadarajan’6。研究

了广义幂级数模，证明了一定条件下广义幂级数模

为诺特模．近些年来在国内，刘仲奎"。8。和肖民卿一。

对广义幂级数环的根性进行了研究，得到了许多有

用的结果．

本文令尺是有单位元的交换环，研究并比较了

尺的有限维数与尺上的广义幂级数代数[[尺≤’5]]

的有限维数的关系．

1 预备知识

令R是一个带有单位元的结合环，用R．Mod

(或Mod—R)表示所有左(或右)R．模构成的模范畴，

用R—mod(或mod—R)表示具有有限生成投射分解的

所有左(右)R一模构成的模范畴．R的左小(或大)有
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限(投射)维数定义为R—rood(或露一Nod)中所有具

有有限投射维数的模的投射维数的上确界，记为fin．

dim(。R)(或Fin．dim(。R))．显然，fin．dim(。R)≤

Fin．dim(。R)．用fin．dim(R。)与Fjn．dim(露。)分别

表示对应尺的右小(或大)有限维数．与环R的有

限投射维数定义类似，通过R一模肜的内射维数可以

定义环尺的左小(或大)有限内射维数为R—rood(或

R—Mod)中所有具有有限内射维数的模的内射维数

的上确界，记为fin’．dim(。R)(或Fin’．dim(。R))．

显然，fin’．dim(月R)≤Fin’．dim(RR)．用fin’．dim

(R。)与Fin 7．dim(R。)分别表示对应R的右小(或

大)有限内射维数．通过R．模肼的平坦维数可以定

义环R的左小(或大)有限弱维数为R．rnod(或R-

Mod)中所有具有有限平坦维数的模的平坦维数的

上确界，记为fin．wdim(。R)(或Fin．wclim(。R))．

显然，fin．wdim(RR)≤Fin．wdim(RR)．用fin．wdim

(R。)与Fin．wdim(R。)分别表示对应R的右小(或

大)有限弱维数．

众所周知，若R是交换诺特环，则Fin．dim(R。)

等于R的Krull维数；若兄是交换诺特局部环，则

fin．dim(R。)等于R的深度depth(R)．在后一种情

况，fin．dim(R。)与Fin．dim(。R)均是有限的当且仅

当R是Cohen—Maeaulay环．也有满足Fin．dim(RR)=

fin．dim(R。)=∞的交换Noether环的例子．当R是

Arfin代数时，众所周知的有限维数猜想fin．dim

(R。)=Fin．dim(。R)～般是不成立的，甚至二者的

差可以任意大．然而，第二有限维数猜想即fin．dim

(|R。)<∞目前还是公开问题．这个猜想涉及许多

同调猜想，并且吸引着许多代数学者(见文献[10—

13])．

下面令R是带有单位元1的交换环，|s是交换幺

半群，其运算记为加法，并赋予一个严格偏序关系≤．

定义1令(S，≤)是带有偏序关系的集合，称

1)(5，≤)是Artin的，若(s，≤)中的严格降序

列：5I>s2>5】>⋯，s。∈S，是有限的；

2)(S，≤)是诺特的，若(S，≤)中的严格升序

列：5】<s2<s3<⋯，s。E S，是有限的；

3)(S，≤)是窄的，若(S，≤)的每个平凡序子

集是有限的(若一个子集中每对相异元素都是不可

比的，则该子集称为平凡序的)．

定义2 令s是带有零元0的加法幺半群，≤

为一个偏序关系．(s，≤)叫作偏序幺半群，若s≤t

且u E S，则5+“≤t+Ⅱ．偏序幺半群(Js，≤)叫作严

格偏序幺半群，若s<t且u∈S，则s+u<t+u．

定义3令尺是有单位元的交换环，(S，≤)是

严格偏序幺半群，定义R5={f ry：JS一尺}．若．厂∈尺5，

令，的支撑集为supp(f)={s∈S If(s)≠o}．

对有单位元的交换环露，定义广义幂级数环

[[尺文‘]]={，∈尺5 supp(f)是Artin且窄的}．容易

证明，对每个s∈s,f，g∈[[R只‘]]，集合x。(f，g)=

{(t，“)∈S X SI s=t+u，八t)≠0，g(“)≠0}是有限

的，因此可定义卷积运算：(f半g)(s)= ∑
(f，u)冒，(，，g)

尺￡)g(11,)，而加法运算为(／+g)(s)：凡s)+g(s)，

在这些运算下[[屁瓦‘]]成为有单位元的交换结合

环，其单位元e为：e(0)=1，对于其他s∈S，s≠0，

e(s)=0．映射rbre自然地将环R嵌入[[尺只‘]]使

之为其子环(见文献[4])．

对任意R一模M，定义[[尺E‘]]一模[[肘文‘]]=

{妒：s_MI supp(9)是Artin的且窄的}．容易验证在

函数加法下，[[∥’‘]]构成一个加法交换群．对任

意厂E[[月文‘]]，妒E[[M乳‘]]和s∈S，类似上面环

的情形，容易证明集合x，(f，9)={(t，u)∈5 X S 5=

t+M以t)≠o，妒(1／,)≠o}是有限的．易知supp∞)∈
supp(y)+supp(p)，对任意5∈S,fE[[尺只‘]]，妒E

[[M5·‘]]，如果定义(f木qo)(s)= ∑ f(t)
(￡，“)西，(，，g)

p(u)，则[[M瓦‘]]构成[[R文‘]]一模，称为广义幂

级数模，对任元素m∈M，从S到肘的映射妒。为：

9。(0)=m，对于其他s∈S，s≠0，驴。(s)=0．映射

mb妒自然地将环肜嵌入[[∥’‘]]使之为其子模

(见文献[5-6])．

下面给出一些引理，作为本文主要结果证明的

准备．

引理1 如果尺是带有单位元的完备凝聚交换

环，则[[RE‘]]作为一个右R一模是平坦的．

证明：作为～个右R-模，[[Rs‘‘]]兰n尺是
sE 5

投射的，从而是平坦的．

引理2令月是有单位元的交换环，(s，≤)是

严格有序幺半群，[[R瓦‘]]是广义幂级数环，则有

下列结论：

1)若彤是内射[[只E‘]]一模，则肘是内射

R．模；

2)若M是平坦的尺-模，则[[R《5]]O。M是平

坦的[[尺只‘]]一模；

3)若M是平坦的[[尺文‘]]一模，则M是平坦的

R一模；

4)若肘是内射R一模，则Hom。([R毛5]，M)是
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内射[[只E‘]]一模．

证明：1)已知M是内射[[尺文‘]]一模，而

[[R5’‘]]兰兀R，故M是内射I-I R一模．对R的

任何左理想，，则Ⅱ，是[[R5，‘]]兰1-I R的左理

想．由Baer判别法(见文献[14]《同调代数》第76

页)，任何g’∈Hom(兀，，肘)都可以开拓成同态

厂’∈Hom(n R，M)，使当(。．，血：，⋯，口∥’‘)∈

n，时，g 7(吣％⋯，口∥一)=f’(aI^，⋯，％

⋯)．因此，任何g∈Hom(，，M)都可以开拓成fE

Hom(尺，M)，使当a∈，时，g(a)=八a)．所以，M是

内射尺-模．

2)若M是平坦的R一模．由于[[M‘‘]]兰

[[R≤’5]]@。M，故由文献[15]第147页的定理4

知[[R≤‘5]]O。M是平坦的[[R只‘]]一模．

3)显然，若埘是[[尺文‘]]一模，则M也是R一

模．如果掰是平坦的[[R虬‘]]一模，由文献[14]第

147页上的定理31知Hom，(M，Q／z)为内射

[[R文‘]]一模，这里Z是整数环，Q是由全体有理数

所组成的加法交换群，从而为z-模．由引理2的结

兀(Ro。F：)
17(，o以)

l-I(尺@。F．)

其中g：、g。与g同式(2)，且g，与g：是同构，由于g

是同构，故式(1)成立．

注：1)对偶地，当M是右R一模时，有

Mo。(兀R)兰n(Mo。尺)兰1-I M

2)对于一般情形，同构式一般不成立，见文

献[14](《同调代数》)第152页；

3)如果M；是自由右R一模，A是左R一模，则

同样可证得

(1-I M．)⑧。A兰兀(M．⑧。4)

引理4如果尺是带有单位元的交换环，M是

R一模，则有[[ME‘]]兰[[R^‘]]O。M．

证明：由引理3有[[M5，‘]]兰I-I M兰1-I(R

o。M)兰(1-I R)o。M)兰[[尺5’‘]j o。M．

论1)可知，Horn。(M，Q／z)为内射R-模，从而再由

文献[14]第147页上的定理31知肘是平坦R一模．

4)由于只是交换环，R上广义幂级数环

[[R5'‘]]可视作R上的代数，故由文献[14]中第79页

上的引理3知Hom。([R≤’5]，M)是内射[[萨’‘]]一模．

引理3设只是有单位元的结合环，4是左尺一

模，则有

(ⅡR)o。A兰兀(R⑧。‘4)兰1-I A(1)
^E^

’

^E A ^EA

式中／l是有限的或无限的集合．

证明：当为A有限集时，结论是显然的，故考虑

A为无限集情形．由上积定义或张量积定义，容易

得到如下同态(群同态，进一步，左R一模同态)：

g：(兀R)轨A)--+1-I．(尺o。4)
(⋯o⋯)⑧口b(⋯00a⋯) (2)

显然，当A是正则模尺时，易证g是同构．

同理，当A是自由左尺一模时，g也是同构．

另一方面，对任意左R一模A，存在自由左R一模

^ fF。与F：，使F：j，。二+A—一0是正合列．于
是，有如下交换：

n(，o^)

兀(尺o。4)—卅—枷
^EA

2 主要结果

在本节内将叙述并证明本文的主要结果．

设R是一个完备的凝聚的有单位元的交换环，

则任意多个R一投射模的直积仍是投射模¨4，16。1“．首

先有：

引理5设月是一个完备的凝聚的有单位元的

交换环，M是有限生成左R．模，则[[肘t‘]]为有限

生成[[尺E‘]]-模．

证明：由于吖是有限生成尺一模，故存在满同态

币：④?：。尺一M，这里n是正整数，且O?：，R为R作为

左R一模的直和．因为兀R。是投射模，故为平坦

模．于是，有满同态(兀尺。)o币：《1-I R。》o。

(o?：。R)一(n R。)o。M．由于(n R。)⑧。

(①郴)兰①叫H R)onR兰①叫恩冠)兰

m

i

—
i瓯。孵g一吼0Ⅱ一g

墼
吼0n㈨＆
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④：：。[[月(’5]]以及[[艇≤’5]]兰[[足≤’5]]o。膨，因

此，[[M文‘]]是一个有限生成[[尺E‘]]一模．

引理6设尺是一个完备的凝聚的有单位元的

交换环，M是(有限生成)左R一模，则proj．dim。M=

proj．dim[[Rs，；]1[[∥’‘]]．

证明：任取(有限生成)R一模M的如下一个R—
d d．d。

投射分解⋯一P。—j⋯一P。—jP。—■M一0，于
￡r茹d

是由引理1，有正合列⋯一[[R瓦‘]]O。P。二3⋯

。[[Rs，s]]O。P。型[[尺s·；]]O。P。一e@do
[[RE‘]]O。M—o，由引理4，有⋯_÷[[P≯]]_÷

[[JP浮]]一[[P；’‘]]一[[M只‘]]一0为

[[肘文‘]]的投射分解．如果Im d。是投射模，则

Img@d。兰[[R≤’5]]oIm d。是投射[[RE‘]]一模．

故由文献[14]第182页定理7知proj．dimm。，≤¨

[[ME‘]]≤proj．dimRM．

反过来，设[[尺文‘]]．模[[艇只‘]]有投射分解

。一Q。一⋯一Q：一Q。一Q。一[[M只‘]]-+0，这里的

Q。均是投射[[R文‘]]一模．由于Qi是R一模，且Q。兰

R@。Q；，故Q。也是投射R一模．而作为R一模，

[[M5·‘]]兰n M，故proj．dim。1-I M≤n．如果取

上面的分解为[[膨^‘]]的一个最短的投射分解，则

有proj．dimRM≤n=proj．dimms，≤¨[[肘E‘]]．

由引理6易知：

命题1 设只是一个完备的凝聚的有单位元的

交换环，则环R的总体维数不超过环[[R只‘]]的总

体维数，即G1．dimR≤GI．dim[[RK‘]]．

由引理6的证明过程易知：

定理1 如果R是一个完备的凝聚的有单位元

的交换环，则R有限投射维数不超过[[R只‘]]的

有限投射维数，即有Fin．dim(R)≤Fin．dim

([[尺5，≤]])．

注：建立引理5的目的是希望建立交换环R与

其广义幂级数环[[尺t‘]]的小有限维数之间的联

系，但目前看来还有一定困难．

定理2 令月是有单位元的交换环，则足的有

限内射维数不超过[[R只‘]]的有限内射维数，即有

Fin’．dimR≤Fin’．dim[[尺5，‘]])．

证明：对R一模膨，任取其如下一个R一内射分解

0一M_÷Qo—Q．一⋯一Q。一⋯，于是，有正合列0一

Hom。([[R≤’5]]，M)_+Horn。([[R≤’5]]，Q。)_+

Hom。([[尺≤’5]]，Q。)一⋯---*Horn。([[R≤’3]]，Q。)

一⋯，由引理2的结论4)可知，Hom。([[R毛”]]，

Q。)是内射[[R文‘]]一模(／2=0，1，2，⋯)，所以，易知

有inj．dim[[肚；]][[ME‘]]≤inj．dimRM．

另一方面，设[[尺E‘]]一模[[矿’‘]]有内射分

解0一[[M文‘]]一Q。一Q。-÷⋯_Q。一o，这里的Q。

均是内射[[尺虬‘]]一模．作为尺一模，由引理2的结论

1)可知，Q。也是内射R一模．又因为[[∥’‘]]兰

兀M，故inj．dim。兀M≤n．如果取上面的分解为

[[∥’‘]]的一个最短的内射分解，则有inj．dim。M≤

／7,=inj．dimms，；]][[ME‘]]，于是有inj．dimRM=

inj．dimm，，≤¨[[膨只‘]]．

所以，R的有限内射维数不超过[[尺E‘]]的有

限内射维数，即有Fin．dim(R)≤Fin．dim

([[冗s’‘]])．

定理3 如果R是一个完备的凝聚的有单位元

的交换环，则：

1)尺的有限弱维数不超过[[R文‘]]的有限弱

维数，即有Fin．wdimR≤Fin．wdim[[R文‘]]；

2)R的弱维数不超过[[R文‘]]的弱维数，即

有WdimR≤Wdim[[RE‘]]．

证明：1)对(有限生成)R．模M，任取其如下一
d d，d。

个R一平坦分解⋯一F。—■⋯一F。—二，F。—o膨一

0，于是，由于[[R5'‘]]兰H R是投射R一模，从而
Pr氯d

为平坦尺一模，有正合列⋯一[[R5’‘]]O。F。兰；⋯
。[[R镰]]o。F。竺旦[[尺s，s]]o。F。—e⑧。d0
[[R瓦‘]]O。以一o，由于膨与F。(0，1，2，⋯)均是

(有限生成)R一模，故[[尺E‘]]O。M与[[尺5’‘]]

o。F。(n=0，1，2，⋯)也均是(有限生成)[[R文‘]]一

模．如果Im d．是平坦尺-模，则由引理2的结论2)

可知，Im占O d。兰[[尺毛5]]O Im d。是平坦

[[RK‘]]一模．故由文献[14]第225页定理24知

[[M≤’5]]兰[[尺E‘]]O。M的平坦维数小于等于

M的平坦维数．

反过来，设[[R只‘]]一模[[∥’‘]]有平坦分解

0一F。一⋯一F：一F。一F。一[[M文‘]]一0，这里的

Fi均是平坦[[尺E‘]]一模．类似前面，由于F。是尺一

模，且F。兰RO。F。，故t也是平坦R一模(引理2的

结论3))．而作为R一模，[[M5，‘]]兰兀M，故M

的平坦维数F．dim。17彤≤珏．如果取上面的分解
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为[[∥’‘]]的一个最短的平坦分解，则有F．dim。M≤

n=F．dimms，≤¨[[M只‘]]．

所以，易知R的有限弱维数不超过[[R_‘]]的

有限弱维数， 即有Fin．wdim R≤Fin．wdim

[[R8'‘]]．

2)与证明1)的类似可证得R的弱维数小于等

于[[R文‘]]的弱维数．

3 结论

1)如果尺是一个完备的凝聚的有单位元的交

换环，则R的有限投射维数不超过[[R￡‘]]的有

限投射维数．

2)令尺是一个完备的凝聚的有单位元的交换

环，则R的有限内射维数不超过[[尺只‘]]的有限内

射维数．

3)如果R是一个完备的凝聚的有单位元的交

换环，则R的有限弱维数不超过[[尺5，‘]]的有限

弱维数．
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