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与 T y c h o n o v 不动点定理相关的几个结果
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100 04 4

摘 要 给出了两个拓扑向量空 间的乘积空间上截 口定理
,

极小极大不等式及一个推广的不

动点定理
.

指出这 3 个形式不同的结果与 yT hc on vo 不动点定理是相互蕴含的
.

并且用截 口定

理直接证明了多值映射的一个重合定理
.

关键词 拓扑向量空间
,

截口定理
,

极小极大不等式
,

不动点定理

分类号 0 189
.

2

yT ch on vo 不动点定理是非线性分析 中的一个重要结果
,

纯数学 中许多结论可由该定

理推出
.

在应用数学 中该定理也有许多应用
.

本文的目的是获得与 yT hc on oV 不动点定理

密切相关的几个结论
.

首先我们用 yT hc on vo 不动点定理证明一个截 口定理
.

定理 1 设 E 为局部凸 H au
s
do ffr 拓扑向量空间

,

F 为 H an
s
do ffr 拓扑向量空 间

,

X c E

和 Y c F 为非空凸子集
,

B c A c x x y 设 K c X 为非空紧凸集
,

杯 Y一 犬为连续映射
,

如果

( i) 对任意 y 〔 x 子集 笼x ` X : ( 戈 y ) 〔 A }是闭的 ;

ii( ) 对任意 x 6 x, 子集 { y 〔 :Y (凡 y ) 居 B }是凸的或空的 ;

( 111 ) 对任意 少 〔 K (沪 ( ,
,

)
,

夕 ) 6 B
,

那么
,

存在 x 。 ` K 使

{ x 。

} X Y C .A

证 对任意 y 〔 Y, 记 才 ( y ) 二 { x ` X : (戈 y ) 偌 A }
.

由 ( i )知 才 ( y )为开集
.

假设结

论不真
·

则对任意 ` 6 X, 存在夕 〔 y使 (凡 夕 )偌 “
,

即 ` 〔 “
`

(y .) 于是 K 〔 *

瞥
: “仪夕 )

由 K 的紧性及 “
f

(y )为开集知
,

存在 y 的有限子集 { yl, yz,
· `

一

y}n 使
K C

,

目
,“汉川

·

设 尸 1 ,

凡
,

一 凡为 K 上从属于 A’ (y
,

) ( i = 1
,

2
,

…
, 。

)的连续单位分解
.

即 只 ( i 二 1
,

2
,

…
, 。 )为 K 上 连 续 函数

,

当 x 〔 K \ 才 ( y
`

)时 只 ( x ) 一 0
,

且 对任意 x 〔 K 有

艺只 ( 二 ) 一 1
.

定义映射 :q K 一 x
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叮 ( x ) =艺 p,

( x )少
,

对 x c K 及任意指标 i
,

若 尸 ,

( x ) > 0 则 x 〔 才 y(
,

), 即 (戈 y ,

) 诺 .A 从而 ( 戈 y
,

) 诺丑

由 ( 11 )知 ( 凡 乏只 ( x ) 少
`
) 矿 .B 即 ( 戈 。 ( x ) ) 矿 B 对任意 x ` .K

考虑映射沪
“

:q K 一 .K 由于沪
,

q 均为连续映射
,

K 为非空紧凸子集
,

由 yT ch on vo 不

动点定理知
,

存在 x 。 6 K 使 x 。 = 沪 ( q ( x 。 ”
.

记 y 。 二 q ( x 。 ), 则
x 。 二 尹 ( y

。
.) 由 i( il )知

( x 。 ,

y 。
) = (州 y 。

)
,

y 。 ) 6 .B 此与 ( x 。 ,

y 。
) 二 ( x 。 ,

q ( x 。 ) ) 偌 B 相矛盾
.

于是结论成立
.

我们知道
,

在 yK aF
月 关于一个拓扑向量空间的截 口定理 中

,

X 为紧凸子集
,

X x X 中

子集 A 要求包含
“

对角线
”

△ 二 { ( 凡 x)
: x c X }

.

当基本空间是两个不同的拓扑向量空间

时
,

这一条件如何叙述并加 以放宽 呢? 定理 1 中用连续映射沪的
“

像曲线
”

{ ( 沪 ( y )
,

y ) :

夕 ` 玛代替了这一基本假设
.

同时用 X 中存在紧子集 K 代替了 x 本身的紧性
.

对于 A 的闭

性及凸性是对子集 A
,

B 分别要求 的
,

这样更有利于下面的定理 2 关于两个泛函的极小极

大不等式的建立
.

由此可以看出
,

除空间 E 附加了局部凸性的假设外
,

定理 1 中其他条件

均宽于 yK aF
n 的截 口 定理

,

是该定理 的 自然推 广
.

至 于 E 的局 部凸性是 证 明中用到

yT ch on vo 不动点定理所要求的
.

我们猜想
,

当 E 不是局部凸时
,

定理 l 及下述定理 2 也应

该是成立的
.

定理 2 设 E 为局部凸 H a t l s d o

ffr 拓扑向量空间
,

F 为 H a u s d o

ffr 拓扑向量空间
,

和 Y c F 为非空凸子集
,

K c x 为非空紧凸集
,

沪 : Y一 天为连续映射
.

设 f
,

:9 X X

满足 f 簇 9
.

记 s
叩 g ( 沪 ( y )

,

y ) = a
.

如果

X C E

Y一 R

l) 对任意 y 〔 y, f (
· ,

夕 )在 X 上是下半连续的 ;

2) 对任意 x ` X, g (戈
·

)在 Y上是准凹的
.

则存在 x 。
c K使

f ( x 。 ,

y ) ` a 对任意 y ` Y

特别

s u P f ( 戈 夕 ) ( s
llP g ( 沪 (夕 )

,

y )
x C X ` 〔 Y

证 记

A = { ( 戈 y ) 〔 X x :Y f( 戈 y ) 簇 a }

B = I ( 戈 y ) c X x :y g ( 凡 y ) ( a }

由f 簇 g 知 B c A c x x y 根据 s叩 g ( 沪 ( y )
,

y ) = a 可推出对任意 y c y有 (沪 ( y )
,

y ) c

.B 又由 l) 知对任意 y 6 x 子集 { x ` x : ( 戈 y ) ` A }为 x 中闭集
.

由 2) 知对任意 x e x,

子集 笼y ` :Y (凡 y )诺 B } 一 { y 〔 :y g (凡 y ) > a }为 Y中凸集
.

故根据定理 1
,

存在 x 。
6

K 使 I x 。
} x y 〔 A

,

即

f( x0
,

y ) 簇 a 对任意 y ` Y

实际上
,

定理 2 和定理 1是等价的
,

即由定理 2 也可推出定理 1
.

令
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( 戈 y)` A

( x, y ) 偌 A

nU101
jfl、 esee

!
、 ..t

=一一f (戈 y )

g (戈 y )
(戈 y ) 任 B

(戈 少 ) 诺 B

由 B c A知 f ( 9
.

由 i( 11 )知 g (尹 ( y )
,

y ) = 0 对任意 夕 〔 x 于是 a = su p g ( 沪 ( y )
,

y ) 二 .0

卜 〔 Y

对任意 y 6 Y及任意实数 丫
,

子集 { x 6 x : f ( 戈 y ) 续 下 }或为空集 ( 当 y < 0 )
,

或为 x ( 当

y ) l)
,

或为 笼x ` x : (戈 y ) ` A }( 当 O 簇 下 < 1)
.

由 ( i )知它们均为 x 中闭集
.

即 f (
· ,

y )

在 X上是下半连续的
.

对任意 x 6 x 及任意实数下
,

子集 { y 〔 :y g ( 凡 y ) > 下 }或为空集 ( 当 y ) l)
,

或为

(Y 当下 < 0 )
,

或为 { y 6 :y ( x, y )诺 B } ( 当 0 《 下 < 1 )
.

由 i( i )知它们均为 Y中凸集或空

集
.

即 g (凡
·

)在 Y上是准凹的
.

于是由定理 2 知
,

存在 x(
, 〔 K 使 f ( x o , y ) ( O对任意 y ` Y 即 { x 。

} x Y C 注

不难知道
,

除 E 附加了局部凸性外
,

定理 2 是 yK aF
n 不等式的推广

.

为了说 明由定

理 1可推出 yT ch on vo 不动点定理
,

我们首先用定理 l 来证明下述结论
.

定理 3 设 E 和 F 都是局部凸 H a u s d o

ffr 拓扑向量空间
,

X c E 为非空紧凸集
,

Y 〔 F

为非空 凸集
.

设 f
,

:g x 一 Y 为连 续映射
,

且 g 存 在连 续 的逆 映射
,

则 存在 又 ` x 使

f( 又 1 二 g ( 又 )
.

证 设 { 只 }*
。 。

是一族可分的连续半范数
,

定义了 F 上局部凸拓扑
.

对于又 〔 A
,

记

X 、 = { x 6 x :
尺 ( g ( x) 一 f ( x )) 二 0 }

首先证明 {戈 } , 。 。

有有限交性质
.

似
l ,

凡
,

…
,

又
,

` A
,

即证明 n 戈 羊 ②
,

亦即

证明自 笼
x 〔 x :

i = 1

幸 0
.

为此令

尺 ( g ( x) 一
f( x) )

二 0} 羊 O
,

或 { x E X :

工已 ( g ( x
) 一 f ( x ) ) = 0}

二 { ( 戈 川 6 x X :Y 工弓 (y 一
f( x) ) ) 艺已 ( g( x) 一

f( x) ) }

沪 = g 一 ’ : Y泛戈 B = A

显然尹连续
,

且 ( 沪 ( y )
,

y ) 6 A 对任意 少 〔 Y

由 f
,

g
,

尺 的 连 续性 知
,

笼x 6 x :
( x, y ) ` A }为 X 中 闭 子 集

.

以 下 说 明

{ y ` :Y (戈 y )苗 A }为凸集或空集
.

设耳 ` (Y j 一 j
,

2 )使 ( 凡 耳 ) 矿 A, 即

刀 月

答
1

尺
r

( y
, 一 f `

·

` ) ) < ,

粤
1

尺 ( g ( ` ) 一 f ( ` ”

若 0 < 又 < 1
,

则

八

答
尺 `“ yl 十 ( ’ 一 “ ’ y Z 一了` / ”
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=

艺已 (彻
,
+ ( , 一 几 ) ,

2 一又了( x ) 一 ( , 一 又 ) f ( x ) )
i = l

`

沙
尺 ( yl 一厂( ! ” 十

答
( ` 一 “ ’ 凡 (凡 一了( ` ”

陀 刀

< `

答
几 ` g ` X , 一 f ` X , , + ( ` 一 ` ,

答
几 ` g ` X , 一了` X , ,

n

一

艺尺 ( 。 (二 )一 f (二 ) )
i = 1

即 ( x, 又y , 十 ( 1 一 又) y Z

) 苗 A 此即说明 { y 〔 :Y ( 戈 y ) 诺 A }是凸的
.

于是 由定理 1可知
,

存在 x0 ` x 使得 ( x0
,

y ) ` A 对任意 y ` K 即

答
尸又

“ 少 一 f( X 。
, , )

答
尸孟 i

` g ` X 。 , 一 f(
X 。 , , 对 任 意 , e X

特别取 y 一 f ( x0 )
,

则

0 )

各
凡 ` “ ( 凡 , 一了 (大

。 , .) 从而 ! 。 `

口戈
` ·

即 `戈 }
又。 六

任意有限交非空
·

又 由 f
,

g 和 代的 连续 性 知
,

戈 为 紧 子集 X 中 的 闭子集从而 也 是 紧 的
,

所 以

自戈 羊 0
.

设 又 ` n 戈
,

即对任意又 6 八 有 只 ( g (劝 一 f ( 又 )) = 0
.

于是由 { 只 }
」 ` *

的可分性知 g ( 又) 二厂( 又)
.

若取 E = F, x = X g 为恒同映射
,

则定理 3 即为著名的 yT c ho on
v 不动点定理

.

定理 4 设 E 为局部凸 H a u sdo ffr 拓扑 向量空间
,

K c E 为非空紧凸子集
.

如果 :f K 一

天为连续映射
,

则 f 至少有一个不动点
.

以下讨论多值映射的情形
.

首先将定理 1作一个微小的推广
.

定理 1’ 设 云 F
、

尤
’

K B
、

A
、

K 同定理 1
.

设沪
: Y一 Z

K

为上半连续映射
.

如果满

足定理 1 中 ( i)
,

i( i )及 i( ii ) (对任意 y 〔 x 有 { ( 戈 y :)
’

x ` 沪 ( y )} c B )
.

则存在 凡 ` K

使 笼
x `,

} X y C .A

证 如定理 1的证 明的前半部分
,

构造映射乳 K 一 x 则 ( 凡 q ( x) ) 居 B 对任意

x C K

考虑复合映射沪
。

q : K 一 Z K ,

由于 q是连续的
,

沪是上半连续的
,

于是尹
。

q 是上半连

续的
.

又 K 为非空紧凸集
.

由推广的 (关于多值映射的 ) yT hc on vo 不动点定理知
,

存在 x0 `

K 使
x 。 任 价 ( 、 ( x 。

) )
.

记夕。 = 、 ( x 。 )
,

则 x 。 ` 尹 ( , 。 )
.

由 ( 111 )知 ( x0
,

, 。 ) c { (戈 , 。 ) : x 〔

帆 y 。 ) } C .B 此与 ( x0
,

y。 ) = ( x0
,

q ( x 。

) ) 贫 B 矛盾
.

故结论成立
.

最后用定理 1
’

来直接证明多值映射的一个重合定理
.

它是 yK Fh n 重合定理 的一个变

体
.

为此先回顾一下有关概念〔 ’
,

2 1
.

设 E 为 H a u s d o

rff 拓扑向量空间
,

E’ 是 E 上所有的连续

线性泛函构成的拓扑向量空间
,

即 E 的对偶空间
.

x 是 E 的子集
,

多值映射 :f x 一 2琳为
u

.

d
.

c
.

(即 u

epP
r d e m i 一 c o n it n u o u s ,

意为上半连续
.

但它与通常的上半连续 u
.

5
.

0
.

在定义

上有些差异
,

故记为
u

.

d
.

.c )
,

如果对任何 x ` x 及 E 中任何包含 f’( x) 的开半 一 空间 H,

都存在 x的一个领域 0 c X, 使得 f (y ) c H对一切 y ` 口
.

这里开半 一 空间 H是指对某个

非零元沪 6 厂和某个实数下所给出的 E 中子集 { x 6 E : 沪 ( x) < y }
.

另外
,

E 中两个子集



壁些生一一一一一一兰遭鱼上业三红些望王动点定理相关的几个结果: 1

u
,

v 称为被 闭超平面严格分离
,

如果存在沪 6 E
`

和实数下使得沪 ( 。 ) < 下对一切
“ ` U 和

必 ( , ) > 尹对一切
; ` 仁

定理 5 设 E 是局部凸 H a u s
do ffr 拓扑向量空间

,

x c E 为非空紧凸集
.

设 f
,

g : x 一 2 亡

为 u
.

d
.

e
. ,

如果

( a) 对每个 x 〔 x, f ( x) 和 g ( x) 均为 E 中非空闭凸集
,

且至少有一者为紧集 ;

( b ) 存在上半连续映射沪
: E’ 一 2x 使得对任意沪 ` 厂及 x ` 尹 (沪 )

,

存在
。 c 厂( x) 和

V 〔 g ( x) 满足 必 (
。
) ) 沪 (

v
)

.

那么存在 x 。 〔 X 使 f ( x0 ) n g ( x 。
) 羊 ②

·

证 取 K = 戈 Y = 厂
,

取 B c A c x x Y如下 :

一
{

( · , ,

一
不存在实数 夕使沪 (。 ) < 下 < 必 ( 、 )

对一切
u ` f ( x )和 V 〔 g ( x )

B 二 笼( x, 沪 ) ` x x :y 存在
u ` f ( x) 和

V 〔 g ( x) 满足 沪 ( u ) ) 沪 ( ,
)}

由 ( b )式知
,

对任意 沪 ` Y有 { ( 凡 沪 ) : x 6 沪 (沪) } C B
.

对任意 x ` X 及任意吮` 双 j 一 1

2)
,

若 ( x, 叭 ) 必 B, 即对一切
“ c f( x) 和

。 6 9 ( X )均有叭 (
、 u ) < 沪, ( , )

.

于是对于任何

o < 又 < l
,

(又沪
! + ( l 一 又) 沪

2

) (
u
) < (几沪

,
+ ( l 一 几 )沪

2
) (

v
)

,

即 ( 凡 丸沪
1
+ ( l 一 又) 沪

2 )

诺 B
.

因此对任何 x 〔 x, 子集 {沪 ` :Y (凡 沪 )诺 B }是凸的
二

以下再说明 笼
x ` :x ( x, 价 ) c A }为闭子集

,

为此证明其余集 cA ( 沪) 二 { x 〔 X : ( 凡

沪 ) 诺 A } = { x ` :x 对一切
“ ` f ( x )和 V c g ( x )

,

存在实数叭使得沪 (
“ ) < 下

二
< 价 ( 、

)}

为开集
.

事实上
,

对任意 x ` A’ (沪 )
.

f( x) C 拭 = { z 〔 E : 沪 ( z ) < y
,

}

g ( x) C 毯 二 { 艺 ` :E 沪 (
, ) > 夕

二

}

因 f 和 g 是 u
.

d
.

c
. ,

所 以存在 x 的邻域 0 1

和 q 使 f (
: ) C 拭 当

: 〔 口
l

时
,

g ( : ) C 代 当
: 。 口2

时
.

取 o 一 口
.

n 仇
,

则 当 : 〔 口 时
,

对 一 切 。 6 f ( 艺 ) 和 v 6 g ( : ) 有

沪 (
。
) < 下

二 < 必 ( 、 )
,

即 0 c A
`

’

(沪 )
.

于是 A’ (沪 )为开集
.

至此验证 了定理 1
`

的条件全部满足
.

故存在 x 。
右 X 使 {

二 。

} X Y C A, 即 f ( x 。 )和

g ( 二
。
)不能被任何闭超平面严格分离

·

于是由 ( a) 知 f ( x 。
) n g (`

,、

) 羊 。
·

注 在 yK aF l l 【1
,

2 ]的重合定理中
,

相应于 ( b )的条件为 ( b’ :) 对任何 x ` x 和 百上

任何 满 足 沪 ( 工 ) 一 塑梦沪 ( 艺 )的 连 续 线性 泛 函咖 存 在
“ 6 f(

` )和 v ` g ( ` )满 足

沪 ( 。 ) ) 沪 ( , )
.

这是两个不同的假设
.

同时定理 5 的证明是由我们的截 口定理直接给出的
.
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