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平板式结合面动态建模与参数识别方法

肖毅川, 伍良生, 马建峰, 马淑慧
(北京工业大学 机械工程及应用电子技术学院, 北京 100124)

摘 要: 用有限元法对含有平板式结合面的结构进行分析时,平板本身对结合面层的影响往往会被忽略,误差也由

此产生. 针对这种平板结合面刚度的传统计算方法的缺陷进行修正,综合考虑结合面层和结合面板两者的弹性,推
导出平板式结合面的综合单元刚度矩阵. 此刚度矩阵能应用于结合面的有限元计算及动态参数识别当中. 通过算

例将这种方法与传统方法进行对比验证,前者具有更高的精确度和可靠性. 该方法可应用于此类结构的精确建模

与分析,为解决其振动问题提供手段.
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Method for Establishing Dynamic Model and Identifying
Parameters of Plate-like Joint Interfaces
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Abstract: When FEM is used to analyze the structures that include plate-like joint interfaces, the effect
of plates on joint interfaces is often be ignored and defect thus follows. Aiming at the traditional method
for calculating the stiffness of plate-like joint, this defect is revised and a comprehensive unit stiffness
matrix is deduced. The matrix can be applied to finite element analysis and identities of dynamic
characteristic parameters of joint interfaces. By comparing the results of presented method and the
traditional method through an example, the former is proven to have higher accuracy and reliability. The
presented method can be applied to modeling and analyzing of the similar structure and can be used as a
way to solve mechanical vibration issues.
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  数控机床的床身、立柱、横梁等大件若是一个整

体,那么其结构会具有最好的刚性和抗振能力,但是

为了机床本身的加工和运输方便,有时须将大件分

成多个部分分别进行加工和运输,然后装配而投入

使用. 这些部分(零件、组件、部件)之间互相连接形

成的表面,称为机械结构结合面. 结合面按结合方

式一般可分为固定结合面、可移动结合面、半固定结

合面等. 结合面的产生势必会对机床的整机性能产

生影响,研究表明[1-5]:机床上出现的振动问题有

60% 是源自结合面,约 30% ~ 50% 静刚度以及

60% ~80%的动刚度决定于结合面的刚度特性,而
总阻尼值的 90%以上来源于结合面的阻尼,不同材

料或者结合状态的结合面在导热性上会有几倍甚至

是十几倍的差距. 即一台机床的大件即使设计得看
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似粗大结实,若对结合面处理不当,整机的刚度也会

受影响. 在现代有限元分析计算中,单件机械结构

的动、静态特性分析及优化设计技术不断趋于完善,
但是在计算组合件(由多个零部件组成的结构)时
却往往会产生很大的误差,归根结底其原因在于结

合面有限元模型处理不当,如何处理好结合面已经

成为解决整机动态分析优化的关键.

1 结合面的单元刚度矩阵的推导

1979 年,日本学者 Yoshimura[6]通过对机床结

合面的研究提出著名的“吉村允孝法”,他提出并验

证了一个设想:若平均接触压力相同,则结合面单位

面积动态性能参数也是相同的. 当采用吉村允孝法

处理平板结合面时,需将结合面处理成一个没有质

量但是有刚度阻尼的“弹性层”,再通过对单位面积

结合面的刚度和阻尼求积分便可以得到实际结合面

的刚度和阻尼等参数. 但是,一般在简化的过程中

此“弹性层”与上下平板之间弹性的相互影响并没

有被考虑到. 以图 1 中的平板结合面为例,其板中

心点的垂直刚度 Kz和绕 y轴的扭转刚度 K t分别为

Kz = 蓦 Kndxdy (1)

K t = 蓦 Knx2dxdy (2)

式中 Kn为该平板结合面的单位面积法向刚度. 实际

上,这 2 个公式在使用时已经假设结合面板为刚性

板,故只能应用于平板刚度远远大于结合面弹性层

刚度的情况. 若结合面板是薄板,则式(1)(2)将会

由于未考虑薄板本身弹性以及其与结合面层的相互

影响而引起误差,从而导致分析结果出现偏差不

可用.

图 1 平板结合面

Fig. 1 Plate-like joint interface
 

本文将综合考虑平板本身弹性以及结合面层的

弹性,推导出平板式结合面的综合单元刚度矩阵,并
通过一则算例比较了该矩阵与常规方法计算出的结

果的不同,并且证明综合单元刚度矩阵对于平板式

结合面建模的准确性以及用于整体结构振动特性有

限元分析的重要性.
在测定出结合面的单位面积参数[7]之后,可通

过这些参数推导出结合面的综合单元刚度和阻尼矩

阵,其中综合单元刚度矩阵的推导如下.
图 1 所示的板状结合面由上板 1 和下板 2 组

成,设其厚度分别为 δ1 和 δ2,故 2 板的弯曲刚度分

别为

Kb1 =
Eδ31

12(1 - μ2)
(3)

Kb2 =
Eδ32

12(1 - μ2)
(4)

式中 E、 μ分别为弹性模量和泊松比.
图 2 为板单元结合面的解析模型.

图 2 板单元的解析模型

Fig. 2 Plate analysis model of the plate
 

可知,板单元为 4 节点 12 自由度,结合面单位

面积刚度 Kn在单元接触区域内为常数,故板单元弯

曲问题的微分方程为

Kb1

驻2( 驻2W1) + Kn(W1 -W2) = 0 (5)
Kb2

驻2( 驻2W2) - Kn(W1 -W2) = 0 (6)

式中: 驻2 = ∂
2

∂x2
+ ∂

2

∂y2
;W1、和 W2分别为板 1 和板 2

中面的挠度函数,为了方便进行有限元法分析求解,
可表示为

W1 = W'1(x,y) + A1 f1(x,y) (7)
W2 = W'2(x,y) + A2 f2(x,y) (8)

式中 W'1(x,y)、W'2(x,y)分别为上下板按节点位移

表示的挠度函数, 是典型弯曲板单元(4 节点 12 自

由度)的挠度函数

W'1(x,y) =Nq1 (9)
W'2(x,y) =Nq2 (10)

q1 = [ωi  θxi  θyi  … θxl  θyl] T1 (11)
q2 = [ωi  θxi  θyi  … θxl  θyl] T2 (12)
N = [N1  N2  N3  … N12] (13)

式中:q是单元节点位移的列矩阵;N 是插值函数矩

阵,其中 N1等各插值函数元素的具体形式可参照有
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限元理论相关文献[8] .
由于结合面单元与其相邻单元位移相容,而其

中 f1(x,y)和 f2(x,y)用于协调考虑薄板本身和结合

面的综合变形,故它们满足在单元边界的位移和转

角为零的条件. 将式(7)(8)代入(5)(6)中可以推

导出

f1(x,y) = f2(x,y) (14)

A2 = -
Kb1
Kb2
A1 (15)

Kb1A1

驻2[ 驻2 f1(x,y)] + KnA (1 1 +
Kb1
Kb

)
2

f1(x,y) =

- KnN{q1 - q2} (16)
式中系数 A1可通过伽辽金法求出,将式(16)两边同

时乘以 f1(x,y)并在板单元全面积的范围内求积分,
可得

A1 = C{q1 - q2} (17)
式中 C为 12 阶行矩阵,并且

C = [C1  C2  C3  … C12] (18)

Ci = -
Kn
Kbi
·

蓦Ni(x,y)f1(x,y)dxdy
(蓦 驻2[ 驻2 f1(x,y)] + Kn

Kb1 + Kb2
Kb1Kb2

f1(x,y }) f1(x,y)dxdy

(19)
综上可得,板 1 和板 2 的挠度函数为

W1 =Nq1 + Cf1(x,y){q1 - q2} (20)

W2 =Nq2 -
Kb1
Kb2
f1(x,y){q1 - q2} (21)

根据式(20)(21)并且运用虚功原理,可将考虑

板本身弹性的平板结合面综合单元的力与位移的相

互关系表示为

F = Kq (22)
式中:F和 q分别为 24 阶节点力向量和位移向量;K
为一个 24 × 24 阶的综合单元刚度矩阵,并且

q = [qT1  qT2] T (23)
为了便于进行有限元计算,可将 K 改写成分块

矩阵

K =
K11 K12
K21 K

é

ë
ê
ê

ù

û
ç
ç

22
(24)

式中:
K11 = K1 + K3 + K4 + K5
K22 = K2 + K3 + K4 + K5
K12 = K21 = - K3 - K4 - K

ì

î

í

êê

êê
5

(25)

K1 = Kb1蓦BTDBdxdy
K2 = Kb2蓦BTDBdxdy
K3 = Kn蓦NTNdxdy
K4 = Kb (1

1 +
Kb1
Kb

)
2
蓦STDDdxdy +

  K (n 1 +
Kb1
Kb

)
2

2蓦CTCf21(x,y)dxdy +
  K (n 1 +

Kb1
Kb

)
2

蓦(NTC + CTN) f1(x,y)dxdy
K5 = Kb1蓦(BTDS + STDB)dxd

ì

î

í

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê y

(26)

B =

∂2

∂x2
N

∂2

∂y2
N

2 ∂
2

∂x ∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çN

, S =

C
∂2 f1(x,y)
∂x2

C
∂2 f1(x,y)
∂y2

2C
∂2 f1(x,y)
∂x ∂

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çy

D =

1 μ 0
μ 1 0

0 0 1 - μ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ç
ç
ç
ç2

(27)

从式(26) (27)中可以看出,K1和 K2的具体形

式与上述有限元理论相关文献[9-11]中所述相同,其
他参数在设定 f1 (x,y)之后也均可求出. 由于前述

f1(x,y)应满足在单元边界的位移和转角为 0 的条

件,故其可由若干个满足此边界条件的函数叠加而

成,设平板的长和宽分别为 a、b,当 f1(x,y)取

f1(x,y) (= 1 + cos πx ) (a 1 + cos πy )b (28)

中的值时,矩阵 C便可以表示为

C = -
Kn
QKb1
[1,hb, - ha,1,

hb,ha,1, - hb,ha,1, - hb, - ha] (29)
其中:

h = 13 +
1
π2

(30)

Q = 2π
4

a4
+ 2π

4

b4
+ π (4 1

a2
+ 1
b )2

2
+ 9Kn

Kb1 + Kb2
Kb1Kb2

(31)
从而

K5 = 0 (32)
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K4 = RCTC (33)
式中 R是常数,并且

R = Kb (1
1 +
Kb1
Kb

)
2

π4 (ab - 2 - 3 b
2

a )2 -

9Kn (ab 1 +
Kb1
Kb

)
2

2
(34)

再根据式(26)可算出 K1、K2和 K3,即得到整个

综合单元刚度矩阵. 此综合单元刚度矩阵的具体形

式与传统有限元法建立的刚度矩阵有明显不同,并
且其可应用于有限元计算中,可获得比一般方法更

为准确的整体结构振动特性计算结果. 另外,综合

单元阻尼矩阵也可通过类似的方法得到.

2 算例

为了便于对不同方法结果做对比,此处可以用

多种不同的处理方法对同一个试验对象进行有限元

计算和振动试验测试. 图 3 是一个材料为 45#钢的

1 500 mm ×120 mm ×200 mm一次成型的整体横梁,
而图 4 则是一个由 3 个部分组合而成的分段梁,其
尺寸、材料和质量均与整体梁相同,其结合部是焊接

而成的平板结合面,板厚 10 mm. 计算过程中的各

参数如下:弹性模量 210 GPa, 密度 ρ = 7 800 kg / m3,
泊松比 μ = 0. 3, 单位面积刚度 2. 05 × 1012 N / m3 .
对分段梁整体的有限元计算可采取 4 种方法:
1) 采用本文所推导的综合单元刚度矩阵,横梁

的弯曲应力状态的矩阵按照式(22)来计算.
2) 采用通常的方法,横梁结合面的刚度用式

(1)来计算.
3) 板单元结合面的焊接结构的处理方法:周围

一圈按铰支边处理,其余部位不接触,亦即 Kn = 0.
4) 板单元结合面按照刚性连接,即按照分段梁

整体梁来计算,Kn = ∞ .

图 3 整体梁三维模型

Fig. 3 Model of the the integrated beam
 

为了更真实地反映计算结果的准确性,还对分

段梁和整体梁分别进行振动试验测试,获取其前几

图 4 分段梁三维模型

Fig. 4 Model of the assembled beam
 

阶弯曲振动固有频率,图 5 ~ 8 中表示的是分段梁和

整体梁(方法 1 和方法 4)的前两阶固有频率振型.
4 种仿真方法的计算结果及 2 个横梁的试验结果如

表 1、2 所示. 从结果可看出,方法 3 对于结合面的

简化过于简单,结果不可靠;方法 4 的 1 阶固有频率

计算结果和测试结果相差只有不到 0. 35% ,计算方

图 5 方法 1 的 1 阶振型

Fig. 5 1st model by method 1
 

图 6 方法 4 的 1 阶振型

Fig. 6 1st model by method 4
 

图 7 方法 1 的 2 阶振型

Fig. 7 2nd model by method 1
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图 8 方法 4 的 2 阶振型

Fig. 8 2nd model by method 4
 

表 1 不同方法的固有频率计算结果

Table 1 Result of FEA on natural frequency

计算方法 1 2 3 4

固有频率 / Hz
1 阶 270. 23 315. 66 125. 85 358. 08

2 阶 598. 81 695. 23 334. 62 866. 19

表 2 不同方法的固有频率实验结果

Table 2 Result of tests on natural frequency

试验对象 分段梁 整体梁

固有频率 / Hz
1 阶 279. 00 348. 65

2 阶 548. 00 890. 47

法相对比较准确,但是实际上是对整体梁进行有限

元分析,完全没有考虑结合面对整体结构的影响,两
者 1 阶固有频率的计算结果相差 24. 53% ,测试结

果相差 19. 98% ,从侧面反映了结合面本身对整体

结构的影响很大,故方法 4 的结果不能用于计算分

段梁结构当中;方法 2 虽然考虑结合面的特性而对

其进行相应的处理,但是平板本身的弹性和其对结

合面层弹性的相互影响都被忽略了,在建立单元刚

度矩阵的时候有不小的误差,其 1 阶和 2 阶固有频

率与振动试验结果相差分别是 13. 14%和 26. 87% ,
而方法 1 与振动试验所测的结果仅仅分别相差

3. 14%和 10. 73% . 由此可见,在对含有平板结合面

的结构进行振动特性计算时,单元刚度矩阵的建立

方法对计算结果是否精确有着重要的影响. 按照本

文推导的综合单元刚度矩阵对平板结合面的刚度等

参数进行计算,其结果与实际情况有着良好的一

致性.

3 结论

1) 对于含有平板式结合面乃至其他各类结合

面的结构而言,结合面对整体结构的力学性能有着

不可忽略的影响,故在机械设计阶段设计合理的结

合面特性或者在结构优化阶段改善现有的结合面特

性,不仅可以降低结构的应力水平,而且还能提高结

构的抗振性和刚度,让整体结构有着更好的力学

性能.
2) 该方法综合考虑结合面层和结合面板两者

的弹性,在进行有限元建模时较传统方法更能准确

体现出真正的结合状态,而通过算例中的对比验证

之后表明该方法具有更高的精确性和可靠性.
3) 该方法适用于含有平板式结合面的结构的

有限元精确建模与分析当中,为解决其振动问题提

供了有效手段.
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