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摘要：为研究凸轮激波摆动活齿传动啮合副受力情况，根据其传动原理得到了中心内齿轮的理论、工作齿形

方程．基于弹性小变形及变形协调建立了理想状态下的啮合副受力模型。给出了啮合副作用力的搜索算法。并

结合具体实例分析，初步获得了凸轮激波摆动活齿传动的啮合副作用力分布趋势．
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活齿传动除具有结构紧凑、传动比大、承载能力强及传动效率较高等共同特点外，还由于齿形的多样

性可综合出多种形式的传动结构，如推杆活齿传动It】、摆动活齿传动【2】、滚动活齿传动【3]和端面活齿传

动【4J等．文献[3—9]较系统地研究了齿形综合、齿廓修形、受力分析与强度校核以及传动效率分析等问题，

并有部分传动形式获得了实际应用．文献【10]提出一种凸轮激波的摆动活齿传动装置，其激波凸轮廓线

采用标准椭圆曲线，活齿齿廓为外圆曲线，中心内齿轮的齿形则为与活齿啮合并按传动关系确定的封闭曲

线．与现有采用双片圆盘相错180。偏心布置作为激波器的摆动活齿传动结构相比，其优点在于：激波凸轮

为几何轴对称结构，不必在输入轴上偏心安装；单片凸轮绕其几何中心回转即可实现活齿的激波运动，并

具有激波凸轮及中心内齿轮受力自平衡的性质，从原理上避免了传动装置的振动激励．作者在凸轮激波

摆动活齿传动原理的基础上，得到了中心内齿轮的理论及工作齿形方程，探讨了啮合副作用力的分析模型

及算法．得到的齿廓方程及受力分析算法对于该传动装置的进一步分析，如齿形修整、强度校核、刚度与

效率估计、传动的结构设计以及齿形加工等具有借鉴意义．

1传动原理

如图1所示，凸轮激波摆动活齿传动装置主要由激波凸轮、摆动活齿、中心内齿轮和活齿架组成．其

中，激波凸轮廓线为椭圆曲线，摆动活齿廓线为标准圆曲线，各活齿通过柱销偏心地套装在活齿架上．激

波凸轮在驱动力矩的作用下做匀速转动并产生径向作用力，推动处于2个呈中心对称的啮合区(激波凸轮

上的阴影部分)内的1、2、3号和7、8、9号摆动活齿在绕柱销转动的同时与中心内齿轮的工作齿廓啮合，各

摆动活齿与中心内齿轮工作齿廓相啮合产生的作用力又推动活齿架按给定的速比做等速圆周运动；而处

于非啮合区内的4、5、6号和10、11、12号活齿则在活齿架的反推作用下沿中心内齿轮的非工作齿廓运动，

并依次返回其工作起始位置，从而完成运动和动力的传递．

2内齿轮齿形方程

2．1内齿轮理论齿形

在直角坐标系XOY中，方程为z2／a2+y2／b2=1的标准椭圆曲线的极坐标形式可表示为
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lD=口6／石写而i忑而，9∈[o，2，c) (1)

式中，口和b分别为椭圆的长、短轴长度；lD与妒分别为椭圆上任意一点的极径和极角．

图2中，XOY为与中心内齿轮固联的定坐标系，其原点0为中心内齿轮的几何中心；x70Y7与

X10Y1分别为激波凸轮及活齿架所在的连体坐标系，它们均与定坐标系XOY共原点．活齿的几何中心

点为02，固联于活齿架上的摆动活齿销柱的中心为Ol(01位于以原点O为圆心，R为半径的圆上)．

摆

谬麟
翔砭。
图1凸轮激波摆动活齿传动原理

Fig．1 Principle of swing movable tooth transmission

actuated by cam
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0—7j__： I、、力
YK．泌■’．瀚If}，，jN
扒／。崖3『、烈 一．爿j∥‘、：’∑＼

、、’．-．·

～～一

1．激波凸轮理论齿形2．活齿架所在的圆3．激波凸轮工作齿形

4．中心轮工作齿形

图2中心内齿轮齿形生成原理

Fig．2 Generation principle of tooth profile of inner gear

在传动过程中，激波凸轮与活齿架按规定的速比做匀速回转，激波凸轮的理论齿形(曲线1)推动活齿

中心点02实现活齿的激波运动(02点始终与激波凸轮的理论齿形保持接触)．由传动原理及图示坐标

系的相对运动关系可知，活齿中心点02在激波凸轮连体坐标系X70Y7中的运动轨迹即为激波凸轮的理

论齿形。而理论齿形以活齿半径r为偏置距的内等距曲线则为激波凸轮的工作齿形(曲线3)．此外，由于

受活齿架的约束，活齿在随活齿架做匀速转动(公转)的同时又绕活齿销柱中心01做摆动运动(自转)，活

齿中心点02的运动轨迹在坐标系XOY下展现为中心内齿轮的理论齿形，而中心内齿轮的工作齿形则为

其理论齿形偏置活齿半径r的外等距曲线(曲线4)．

设坐标系XOY、X70Y7及X1 OYl在传动的初始位形处彼此重合，且0l、02的初始位置均位于OX

轴上．活齿的偏心距(销柱中心0l与摆动活齿中心点02间的距离)为d，2个中心与坐标原点连线(ool

与002)之间的夹角为p．令激波凸轮连体坐标系X70Y7相对于固定坐标系XOY在任意时刻转过口，活

齿架连体坐标系x10Yl依据给定的速比条件(口／口=i：：g，i：：g为传动比)同时转过0，此时002与坐标系
XOY的OX轴呈(0一卢)．在坐标系X’OY7中，002与OX 7轴呈(口+卢一0)，因为激波凸轮的理论齿形为

已知的标准椭圆曲线，根据式(1)得到002的长度

I 002 I=lD=ab／√a2sin2(口+J日一0)+bECOS2(口+p一0) (2)

式中口、b分别为激波凸轮理论齿形椭圆的长、短轴长度，并有i‰=口／口．在AOO x02中，令001=R，

0102=d，002=ID，则根据三角形余弦定理得

d2=R2+JD2—2Rp∞s．19 (3)

综合式(2)、(3)，可以得到关于』D的一次方程式

AP4+却2+C=0 (4)

式中

A=(口2一b2)cos 2(i一1)0

B=2(口2—62)cos 2(i一1)0(R2一d2)一4R2b2—4R2(n2—62)∞s?(i一1)0

C=(R2一d2)2(口2一b2)cos 2(i—1)+4a2b2R2

由式(2)～(4)可得
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p=arccos[(R2十ID2一d2)／(2Rp)】
厂———————————=============—一

p=J(一B±JB2—4AC)／2

式(6)中+、一号的选取视相关参数的具体量值而定．

又因活齿中心02与原点的连线002相对于固定坐标系

一步得到中心内齿轮在固定坐标系XOY中的理论齿形方程
r厂——————————：============_一
J z=√一(B±JB2—4AC)／2cc喝(O—p)
．1一【Y=J(一B±√B2—4AC)／2sin(O一卢)2．2内齿轮工作齿形

‘

(5)

(6)

XOY的OX轴转过的角度为(口一卢)，可进

(7)

激波凸轮的工作齿形为其理论齿形的以活齿半径，．为偏置距的内等距曲线，其方程司写为

fXl=口cos(口一日)±rCOS{tg一1[(a／b)tg(口一卢)]} ，．

I yl：bsin(0一卢1-)±，．sint tg-1[(口／6)tg(口一p)]}
‘8)

式中，Xl在位于一、四象限时取+，位于二、三象限取一；Yl则相反．

中心内齿轮的工作齿形为其理论齿形以活齿半径r为偏置距的外等距线，根据式(5)～(7)其方程可

表示为
r广——————————-=============—一

J黔√(一B+-．fB2-4AC)／2cos(8一卢)±rcos f (9)

【Y=J(一B±JB2—4AC)／2sin(口一p)±rsin}

式中，+、一由该点所处的象限决定[91；善为活齿与中心内齿轮啮合点处公法线方向与X轴正向的夹角，

且有
r厂———————————=============—一 1

筝：。g。l一业芒些髦兰丝些纽止剑I (10)

【d[J—B±JB2—4AC)／2sin(口一卢)]J

2．3内齿轮齿形实例

设中心内齿轮齿数z1=24，活齿数z=26，

活齿架的柱销分布圆半径R=100 mm，激波凸

轮理论齿形对应的椭圆长轴a=120 mm，短轴

b=114 mm，活齿半径r=20 mm，摆动活齿的

偏心距d=8mm．

图3即为根据上述各参数绘制的中心内齿

轮的理论齿形(曲线1)、工作齿形(曲线2)．由

图可以看出，中心内齿轮的理论和工作齿形均

为不存在过渡尖点的平滑曲线．

3啮合副受力分析
图3 内齿轮理论(曲线1)及工作齿形(曲线2)

Fig．3 Inner gear’s academic(shape 1)and

work(shape 2)tooth profile

3．1受力分析及算法

凸轮激波摆动活齿传动第i个啮合副的力传递等效于图4所示的激波凸轮一活齿架一摆动活齿组合机

构，且整个传动装置通过若干个并列的组合机构共同实现运动及动力传递．因此，可在对第i个啮合副进

行受力分析的基础上构造啮合副作用力的求解算法．为了便于分析并使问题简化，做如下假设：1)各构

件无制造误差，整机无装配误差；2)活齿轮与内齿轮、活齿架及激波凸轮啮合副之间为接触弹性小变形；

3)因活齿的质量相对较小，故忽略其惯性力；4)不考虑啮合副各元素之间摩擦力的影响．



10 北京工业大学学报

3．1．1活齿受力平衡方程

图4中，o，2及on分别为第i个活齿中心与第i个活齿的柱销中心；A；与Bf为活齿与激波凸轮及中

心内齿轮齿廓的接触点；0为活齿架的回转中心点．

设F。f为活齿与活齿架间的接触法向啮合力，其力作用线通过点0n；F补F。f分别为活齿与激波凸轮

及中心内齿轮之间的接触法向力的大小，二者的作用线皆通过点。加根据图5所示活齿受力平衡关系，

可由∑Ff(z)=0以及∑R(y)=0分别得到

y

躺．灭
＼ 彳

-—．，／

＼／／r飞
＼＼．

图4 凸轮一齿架一活齿组合机构

Fig．4 Cam-tooth shelf-movabh tooth combinatorial

linkage

由受力三角形正弦定理得

_It

℃o、、 一、k

蕊‘拔“
糊 q

一

吁磁，
如黾÷

图5摆动活齿受力以及变形转换

Fig．5 Force analysis and distortion conversion

of swing movable tooth

(11)

—j‰。面万≠虿丽2—石r而-nisin(n／2 Oi sin Oi 7i sin(
(12)

一 +虽) ( + 一晟一玉) 衫2+展一yf)
、‘。7

式中，展为第i个活齿的几何中心及柱销中心与回转中心的连线(00fl与00f2)之间的夹角，可根据式(5)

求得，即危=卢(IDl)；虽为第i个活齿与内齿轮齿形接触点B处外法线方向与ox轴的夹角，其计算关系

为式(10)；Ti为00f2与0f2Al的夹角；Oi为第i个活齿柱销中心0fl到。点的连线与OX轴的夹角，且有

Oi=0+(i一1)△9 (13)

式中，△尹为活齿架上相邻2个活齿柱销中心所对应的圆心角，且有△9=2n／z(z=2￡：：g)；口对应于活齿架
转角．

‘

扎的计算公式为

y￡=COSq[(ID；+，．2一p；)／(2plr)] (14)

其中IDl为00；2的长度，其计算公式为

P1=l 00f2 I=at,／√b2cos2(a一0f+展)+a2sin2(a—Oi+展) (15)

在图4中，令IOAfI=ID2，则激波凸轮齿形方程可以由式(8)得到，并有

P2=I OAf I=√xii+yi{ (16)

式中X“=acos(Oi一展)±re08{tg一1[(a／b)tg(0f一展)]}

Ylf=bsin(0i一晟)±rsin{tg一1【(a／b)tg(Oi一展)]}

3．1．2力矩平衡方程

在稳定工作状态下，任意时刻作用在激波凸轮上的所有力矩之和为O．如图4所示，F；；的作用线通过

啮合点Af，若已知作用于激波凸轮的输入力矩Mo，则有

Mo=∑Fjf OCf I+∑Fjf OC{I=∑Fji Plsin yf+∑FjiIDlsin y{ (17)

豸Z展“
一

声扎‘吼b谳幽％R吼吼

如

|宝
R

R
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式中。In、P和，l、q为分别处于2个不同啮合区活齿的最小与最大编号；OCi为作用力臂长度．

3．1．3接触变形方程

理论上摆动活齿轮与内齿轮、激波凸轮及活齿架之间是通过线接触进行动力传递的，考虑到会发生弹

性小变形，各接触变形可由图6所示长为2L1、宽为L2的小面积域来描述．Ll可由Hertz公式确定【111

(18)

式中，F为接触点处的作用载荷；p1、户2为2个接触构件材料的泊松比；E1、E2为材料的弹性模量，且有

1／a=1／A1±1／a2 (19)

式中，Al、A2分别为接触构件在接触点处的曲率半径，若取Al对应于活齿滚子半径，．：12对应于激波盘半径

及内齿轮齿形的曲率半径，则在接触齿形为凸时取+，为凹时取一；因活齿架接触面为平面，与活齿接触点

处的曲率半径为无穷大，故1／A2一O，此时A=A1．

根据图6可知，接触点处的接触法向变形为
．

艿=(．：12±．：11)一(、／A；一Li±√．：Ii—Li) (20)

式中，凸一凸接触啮合时取+，凸一凹接触啮合时取一，各对应项应根据啮合副的具体情况代入相应的量值．

对于平一凸啮合接触，接触法向变形为

艿=．：11一√．：li—L；(21)

3．1．4变形协调方程

设活齿架不转动，且艿小艿。；和艿i；分别为在输入载荷作用下第i个活齿与活齿架、内齿轮及激波凸轮

间的接触法向变形．由于弹性变形的存在，活齿相对于其初始位置将产生微位移，该位移将通过激波凸轮

的微小转动Ar来补偿．此外，啮合副处的接触变形将达到变形协调(见图7)，并有

ei=艿if+d0+艿0 (22)

式中，e；为第i个活齿与激波凸轮发生微小转动所对应的激波凸轮的受力方向(艿j；变形方向)的微位移，

占：；和跪分别为活齿与内齿轮及活齿架处接触变形在激波凸轮的受力方向引起的伴生微位移，且经进一

步分析(见图5)有

艿幺=d。iCOS(yf一鹿)／cos(0f一玉) ‘(23)

艿玉=艿。fcos(yf一展)tg(0f一玉)(24)

激波凸轮发生微转动所对应的激波凸轮受力方向的微位移为

￡i=Ar OCf I=plArsin 7f (25)

式中Ar为对应于图7所示的啮合副变形协调的激波凸轮微小转角．

图6接触变形

Fig．6 Contact distortion

戮
y

∥＼漉一
：＼ D

．j夕。；|
、＼
＼1■℃岂

图7变形协调

Fig．7 Distortion corresponding

3．1．5算法 ．

式(11)～(25)联立构成了凸轮激波摆动活齿传动的啮合副受力分析模型，依据该模型进行啮合副受

力分析的步骤如下：
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1)由给定的几何参数及啮合状态确定计算过程中的相关参数，如虽、以及各接触点处的曲率半径等；

2)由式(11)、(12)得到Fsf、F。f以Fif为变量的显性表达式；

3)将F扑F。f及F。f代入式(18)后，再将式(18)、(19)代入式(20)、(21)得到各接触变形占if、艿。f和艿。f

表达式(均以Fif为变量)；

4)将求得的艿。f和艿。f代入式(23)及式(24)，得到d：f和艿：f的表达式(以Fif为变量)；

5)在给定的激波凸轮驱动力矩M。作用下，从0开始取值，用小步长搜索法赋给激波凸轮微小转角

LXr微小的初值，由式(25)确定￡；；

6)将en艿"艿幺和艿幺代入式(22)求解Fif；
n

q · n q

7)利用式(17)计算∑FjfIDlsin以+∑FiflDlsin以，并以△艿=l∑Fjf』Dlsin孔+∑FjfIDlsin以一M0 I为
迭代控制变量．如△艿的值收敛且满足计算精度的要求，则停止迭代，并根据得到的F；；确定其他啮合副作

用力Fs{、F。1．否则，微调Ar的步长后重复步骤5)～7)，直至搜索到满足要求的△艿值为止．

3．2计算实例

实例中，中心内齿轮齿数、活齿数、传动比、活齿架柱销分布圆半径、活齿半径、活齿偏心距以及激波凸

轮理论廓线椭圆的长、短轴等参数与内齿轮齿形实例的对应参数相同．内齿轮、激波凸轮及活齿材料的弹

性模量皆为E=206 GPa，泊松比卢=0．3，活齿与激波凸轮的啮合长度为10 mm，激波凸轮的输入力矩

Mo=400 N·130-．装置的传动状态为：活齿架输出转角0=7。，对应的激波凸轮转角口=91。．将活齿按顺序

依次编为1～26号，并以距OX轴逆时针转角最小的活齿为1号活齿．当取Ar=10～rad，且△艿的误差

范围在2％时，根据前述分析模型及算法得到的啮合副受力分析结果如表1所示．

表1啮合副作用力结果

Table 1 The r瞄uI缸of engagement pairs’forces

活齿编号 Fjf／N F。f／N F。i／N 活齿编号 Fj{／N F。i／N F。f／N

7 442．7 172．1 449．3 20 443．1 173．8 450．4

8 660．1 432．4 783．0 21 663．2 437．5 658．0

9 779．0 639．6 708．2 22 780．1 640．2 785．9

10 794．7 689．1 654．5 23 794．8 689．3 812．9

11 722．0 479．3 811．8 24 722．2 479．1 710．8

12 561．7 238．4 550．5 25 562．3 239．1 552．7

13 237．9 32．7 253．9 26 238．1 32．9 254．8

由表1可以看出，受力活齿分别位于2个呈中心对称分布的啮合区域中，2啮合区中各对称布位啮合

副的作用力(Fj卜F。f和F。1)等值反向(量值的差异为计算精度所致)，激波凸轮及内齿轮受力自平衡；在2

啮合区域内的啮合副作用力均随活齿排列序号的增大呈现递减趋势．与图3中的中心内齿轮齿廓相对

应，在2啮合区域内的啮合副作用力均随活齿排列序号的增大呈现平稳的由小到大再由大到小的趋势．

4结束语

作者导出了凸轮激波摆动活齿传动中心内齿轮的齿形方程，给出了理想状态下的啮合副受力模型及

算法，并结合实例分析初步获得了此类摆动活齿传动的啮合副作用力分布趋势．在此基础上，可进一步进

行传动装置的结构设计、强度校核及刚度分析．
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Tooth Profile and Meshing Force Analysis of the Swing
Movable Tooth Transmission Actuated by Cam

LI Jian—feng，DONG Xin-rui，ZHOU Li—yah

(The Key Laboratory of Advanced Manufacturing Technology of Beijing Municipality，

Beijing University of Technology，Beijing 100022，China)

Abstract：In order to investigate meshing force of the swing movable tooth transmission actuated by cam，aca—

demic and work tooth profile equations of the central inner gear are deduced based on its transmission princi—

pie．According to the suppose of stretch small distortion and distortion congruity，the model and algorithm of

meshing force analysis under theoretic meaning are proposed，the presented method is illuminated through an

example of meshing force calculation，and the distributing tendency of meshing force of this type of transmis—

sion device iS assumably acquired．

Key words：swing movable tooth transmission；cam actuating；profile equations；meshing force


