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嵌 套 剖 分 法 及 其 应 用

又日乃 扬

(应用数学系 )

【摘要 1 首先 对嵌套剖分法做一 综述
,

然后研究如何用该方法求解一个实际 课题中提出的稀疏线性 方程

组
.

研究结果表明
,

直接套用现有的各种算 法
,

均不能令人满 言
.

但是针对该问题结构的特点
,

根据 嵌

套部分法的思想灵活地处理
,

却可以得到非常好的结果
`

关键 i司
:
嵌套剖分法

,

稀疏正定线性 方程组
,

排序问题

0
.

引 言

考虑线性方程组
:

A x 一 b

共中 A 是稀疏 正定对称矩阵
.

高斯字打去法是求解这类方程组的最重要的方法之

如何使高斯消去法对这类问翘更为有效
.

首先考虑
一

个例 子
.

设 ( 0
.

1) 中的矩阵 A 的非零元素有如下结构
:

( 0
.

1 )

木文研究

( 0
.

2 )

11飞̀一l/

又又又

X又又又K又

与号创咋A 书飞应的图如图 1 所示 (例如参看厂6 ]的附录或「7 ] )
.

显然
,

对 ( 0
.

2) 的矩阵 A施 行

~ ~ 八 高 !翔肯去法后
,

第 4 行第 3列的元素将变为 非零元 (这 里和今后我们

口 丫 ~ 总假定不会因为相消而产生零元素 )
.

这表明消去某些变量后
,

某些

上 原来是零的元素将变为非零
.

换句话说
,

若考虑分解

义沙
,

A 一 L D L
T ` A 二 A

T

) ( 0
,

3 )

图 l

其中 L 是下三角阵
,

D 是对角阵
,

则 L 中相应于 A 巾零元素的位置
_

l : 会产生一些非零元素
.

我们称这些非零元素所在的位置为非零填充
.

“

非零琪充
”

对于求解稀疏问题是很重要的
,

因为它可能把稀疏问愚变为非稀疏问题
,

从而使存畔量和计算量增加
,

并产生较大的误差
·

这促使我们考虑如 ` 、 一了认一“ 协
下问题

:

能否避免或减少非零旗充呢 ?

实际上
,

非零琪充是与变 量的次序排列有关系的
.

仍考虑上述问

题 (方程 ( 0
.

2) 和图 1 )
,

但对图 1的顶点重新编号— 交换 顶 点

2 和 3
.

这样可得图 2 和相应矩阵的非零结构 ( 0
.

4)
.

本文于 1 9 5 8年 2 月 2 4 日收到
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如果对 ( 0
.

) 4 式的 A。 施行高斯消去法
,

竟然不出现非零琪充 !

_

L面的例子说明
,

如果顶点的次序安排得好
,

是可以减少非零填充的
.

关赴问题是
,

对

给定的系数矩阵 A 及共相应的图 G 一 (犷
,

E )
,

应如何将 G 的项点重新编 号
,

使得非零琪充尽

可能少呢 ? 这个问题称为排序问题
.

一般来说
,

排序方法可分为两类
一

类方法的 出发点是尽量使 A 的包络 ( E ” v “
lo ” ” )

(从而使 L 的包络 ) 小
,

R C M算法是其典型
.

另一类方法的出发点是尽量使 L 中的非零元个

数少
,

嵌套刘分法是其 典型
.

本文仅讨论嵌套剖分法
.

1 嵌套剖分法

1
.

1 基本思想

嵌套刘分法
〔 ’ 〕是对由有限元问题产生的一类特殊稀疏线性方程组提出的

.

假定与 系 数

矩阵 A 相应的图是正则网格
,

未知数的个数是 N = n “ ,

相应于 。 ~ 7 和 N ~ 49 的正则网格如

图 3 所示
.

嵌套剖分法的基础包括下列定理
.

定理 1
.

设给定图 G 一 (犷
,

E )
.

假定 顶 点

集合犷被分成 3 个集合 A
、

B 和 S
,

使 得 不 存

在连结 A 的顶点和 B的顶点的边
.

若对顶点 l进

行编 号时
,

按 A
、

B
、

S的次序 (如图 4 所示 )
,

则在 与之相对应的矩阵中
, 必然出现图 4 中所

示的零块
,

且在高斯消去法的过程中
,

这些零

块始终保持为零块
.

1
.

2 嵌套剧分算法

我们可以反复使用上述技巧
,

使相应矩阵

中出现更多的零块
.

下列算法是对正规网格建

立的具体方法
.

1, 2
.

1 算法 1 (嵌套剖分算法 )
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( ) l设 G (犷
,

E ) 是一个 n 又 n 的正规网格
.

取一条直线上的顶点组成的集合做为分离集

合 S ; 这条直线把顶点集合 V 分离成大体相等的两部分 A 和 B
.

( 2) 从 }川 一 }sl 十 1 到 !川 的 号码对 S 中的顶点编号
.

( 3) 对子图B和 A反复施行
_

L述方法
.

应用本算法于图 3 所示的 7 义 7 正规网格
,

所得编号顺序如图 5 所示
.

1
.

2
.

2 嵌套剖分法的最优性

为了评价一种排序方法
,

要考虑两个因素
:

三角阵 L 中非零元素的个数和把 A 分 解 为

L D L , 时所需乘法性运算的次数
.

下列定理表明
` 2 ’ ,

在
_

L述两个量的数量级的 意 义下
,

嵌

套剖分法是最优的
.

定理2
.

若应用嵌套剖分法于
n x n 正规网格

,

则相应矩阵的三角阵 L 中非零元素的个数

为
·

, ( L ) 二 3 1 ( n 2 l o g Z n ) / 4+ O ( n Z )

定理 3
.

与 n 又 n 正规网格相应的矩阵的三角阵 L
,

至少有 O ( n “ 10 9 : )n 个非零元
.

定理 4
.

若应用嵌套剖分法于
n x n 正规网格

,

则对相应矩阵进行 L D L
T

分解所需 的 乘

法性动算次数为

s 2 9 n 吕 / 8 4 + O ( n “
10 9 : n )

定理 5
.

分解一个与 , x 。 正规网格相应的矩阵所需的乘法性运算次数
,

至少为 O ( n ” )
.

2 嵌套剖分法的推广

上述嵌套 剖分法中
,

关键是设法找到一个它本身尽可能小而且尽可能把图分成两个相竿

部分的分离集合
.

由此出发
,

不难把嵌套 glJ 分法推广于一般的图
.

2
.

1 广义的嵌套副分法

2
.

1
.

1 分 离定理

定义 1
.

设C 是一类在子图意义下的闭图 (即 ` 任 C 覆含着 G 的任意 子图 属于 C )
.

为侧
n 一可分的

,

如果存在着常数 a (杏
镇 a < ` ,和“ (” > ” ’

,

使得对任意的具有 个
n

称 C

顶点

的 G 一 (犷
,

E ) 任 C
,

G 的顶点集合 F 可分成三 个互不相交的集合S
、

A和 B
,

满足

}A }毛 a n ,

}B !簇 a 。 ,

{S }蕊刀侧
n

且 G 没有从刁到 B 的边
.

定理 6
.

I a ’ (分离 定理 ) 平面图 是侧
n 一可分的

.

2
.

1
.

2 广义嵌套剖分算法

根据定理 6 ,

IL tP o n
等人 “ ’ 对较 一般的平面图建立了如下算法

.

2
.

1
.

3 算法 2 (广义嵌套剖分算法 )

为了说明该算法的步骤
,

只需考虑下列情况
:

设 G 中的某些顶点已被标号
,

且这些标号

都 大于乞 还有 b + 1一 。 个顶点需要被标
_

L从 。 到 b 的号码
.

下列 步镍 可用于处理这一问题
:

( 1) 如果 G的顶点数不超过 。 。 一 (刀/ (1 一 a ) )
2 ,

则从
。 到 6 对所有未标号的顶点任 意标

号 ; 否则转 ( 2)
.

( 2) 找出一个分离集合 S和相应的集合 A和 B
.

设 A
、

B和 S分别包舍 i
、

了和壳个未标
一

号的顶
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点
· ,

( 3) 从 b到 b 一儿十 1对 S 中未标号的顶点进行标号
.

( 4) 删除两个端点都在S 中的所有边
.

构造诱导子图 S U A 和 S U B
.

( 5) 反 复使用上述方法于子图 S U B
,

对 B中的 j个未标号顶点标号
.

( 6) 类似于 ( 5) 考虑子图 S U A
,

对 A 中的州
、

未标号顶点标号一

2
.

2 一个启发式算法

虽然广义嵌套剖分法具有理论
_

L的意义
,

但是它比较复杂
.

另外
,

因为它主要适用于与

平面图相对应的线性方程组 ,’ 所以实际应用时可能会遇到困难 一 不少实际问题相应于非平面

图
,

例如后面讨论的捕鱼问题
.

本节介绍一个启发式方法
,

它比较简单
,

且能用于较一般的

稀疏线性方程组
.

2
.

2
.

1 基本思想

本算法的基本思想是找 出一个较小的且
.

能把图分成为大体相等的两部分的分离集
.

图 6

所示的最简单的情况
,

启发我们设法实现
一

下列步蹂
:

( 1) 找出一个
“

端部
”

的顶点
.

( 2 ) 把图中的顶点排成一个有某种
“

次序
”

的集合
.

( 3 ) 从这个有
“

本序
”

的集合的
“

中部
” ,

选择分离集合
·

上述步骤用于图 6 ,

可得分离集 { 二
。

}
,

这是一个较理想的结果
.

」

为把上述策 略 用 于

一般的图
,

只需建立下列对应关系
:

图 6 、 , 一般图
“

端部
”

顶点、 , 伪边绿顶点
“

次序
”

结构` * 级结构

由此可导出如下算法
:

2
.

2
.

2 算法 3 ( G e o r g e 〔 2 ’ ,

启发式算法 )

( l) 设给定图 G 一 (犷
,

E )
.

置 R ~ V
,

N ~ }州
.

( 2 ) 考虑截图 G ( R ) 一 ( R
,

E ( R ) )
,

其中

E ( R ) 二 { ( x
,

夕 ) 任 E lx 任 R
,

夕 任 R }

找出G ( R )的一个连通分支 G ( C )
.

求出G ( C )的一个伪边绿顶点
:

.

对子图 G ( C )生成一个以

伪边绿顶点
; 为根的级结构

:
.

L ( r ) ~ { L 。 ,

L
, , 二 ` ,

L
。

}

(3 ) 若 1n ( 2 ,

置 S 二 C 井转 ( 4) ; 否则选出位于
“

中部
”

的一级 L , ,

其中 j是不超过

( 。 十 1 ) / 2 的最大整数
.

从 L ,中选出 S ( S泣 L , )
,

使得 S 是 G ( C )的极小分离集
.

(约 从 N 一 卜到 + 1 到 N 对 夕 中的顶点进行标号
.

置 R 一 S 为刀
,

置 N 一 }引 为 N
.

若

R 布功
,

则转 ( 2)
.

使用广义嵌套刹分法求解线性方程组的拜行算法
,

可参看文献仁5 ]
、

[ 6 ]
,

此处略
.
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3 对捕鱼问题的应用

1)一+一aù

3
.

1 捕鱼问短

捕鱼问题需求解

m in s (p
,

q )

.I’ 列无约束问题
, 。

含
,

{
厂·

{
’ 。 g

· “
P ( y

,8
艺

一一

十 环一

!
,· g

·

叮 ( a ) a 朴 P ( y
, a ) + ( 1一 a 铸 ) P ( y 斗

一

1
,

u
气夕

, a )

竺立业 {
2

( 3
.

1 )

其中 V气 牙气 a * , e 仲 (夕
, a ) 和 u 朴 (夕

, a ) 是常数
.

该问题的变量如图 7 所示
.

P ( 1
,

1 ) P ( 1
,

2 ) P ( 1
,

3 ) P ( 1
,

4 ) P ( 1
,

5 ) P ( 1
,

6 ) P ( 1 , 7 )

P ( 2
,

1 ) P ( 2
,

2 ) P ( 2
,

3 ) P ( 2
,

4 ) P ( 2
,

5 ) P ( 2
,

6 ) P ( 2
,

7 )

P ( 3
,

l ) P ( 3
,

2 ) P ( 3
,

3 ) P ( 3
,

4 ) P ( 3
,

5 ) P ( 3
,

6 ) P ( 3
,

7 )

P ( 4
,

1 ) P ( 4
,

2 ) P ( 4
,

3 ) P ( 4
,

4 ) P ( 4
,

5 ) P ( 4 , 6 ) P ( 4
,

7 )

q ( 1 ) g ( 2 ) q ( 3 ) g ( 4 ) g ( 5 ) q ( 6 ) q ( 7 )

P ( 5
,

1 ) P ( 5
,

2 ) P ( 5
,

3 ) P ( 5
,

4 ) P ( 5
,

5 ) P ( 5
,

6 ) P ( 5
,

7 )

P ( 6
,

1 ) P ( 6
,

2 ) P ( 6
,

3 ) P ( 6
,

4 ) P ( 6
,

5 ) P ( 6
,

6 ) P ( 6
,

7 )

P ( 7
,

1 ) P ( 7
,

2 ) P ( 7
,

3 ) P ( 7
,

4 ) P ( 7
,

5 ) P ( 7
,

6 ) P ( 7
,

7 )

p ( s
,

l ) p ( 8
,

2 ) P ( 8
,

3 ) P ( 8
,

4 ) P ( 8
,

5 ) p ( 8
,

6 ) p ( s , 7 )

p ( 9
,

2 ) P ( 9
,

3 ) P ( 9
,

4 ) P ( 9
,

5 ) p ( 9
,

6 ) P ( 9
,

7 )

图 7

如果川牛顿法求解问题 ( 3
.

1 )
,

需求解线性方程组
:

A x - 一 V S

共中系数矩阵 A 是目标 函数的 H e s s
ia

n ,

且 ~ V
“

5
.

显然
,

矩阵 A 是稀疏且对称 的
,

应的图如图 8 所示
.

下面研究如何用嵌套剖分法求解线性方程组 ( 3
.

2 )
.

P ( 2
,

8 )

P ( 3
,

8 )

P ( 4
,

8 )

P ( 5
,

8 )

P ( 6
,

8 )

P ( 7
,

8 )

p ( 8
,

8 )

P ( 9
,

8 )

( 3
.

2 )

与 之 丰卜1

图 8



北 京 工 业 大 学 学 报
1 0 5。牟

3
.

2 与 (3
.

2) 式相应的图的非平面性

当试图用算法 2 求解线性方程组 ( 3
.

幻时
,

应 当考查它的图的平面性
.

下面证明该 图 的

乡卜平面性
.

引理
.

一个图是平面图的充要条件是它不包含可以收缩为 K 。或尤 : :

的子图
.

证明
.

例如参看文献〔7〕,

第 62 页
.

定理 7
.

与线性方程组 ( 3
.

2) 相应的图是非平面的
.

证明
.

定义与 (3
.

妇相应的图的子图 G ~
’

(犷
,

E )
:

i万= { A
l ,

A Z ,

B
, ,

B Z ,
C : ,

C Z ,
R

,
s

,
T }

万 ~ { (姓 : ,

A Z )
,

( B ; ,

B Z )
,

( C ; ,

C Z ) ; ( S
,

A Z )
,

( S
,

B : )
,

( S
,

C Z ) ;

( R
,

A
,

)
,

( R
, B ,

)
,

( R
,

C
,

) ; ( T
,

A Z )
,

( T
,

B Z )
,

( T
,

C Z ) }

(参看图 s )
.

收缩 ( A
: ,

A Z )
,

( B ; ,

B Z ) 和 ( C ; ,

C Z ) 等各边
,

可得万 ~ (歹丁万 ) 的一个收缩
,

如图 9 所示
.

它恰恰是 K 3 3
.

因此 子

图歹可收缩为 K 3 3 ,

于是根据引理知
,

与 (3
.

2 ) 相应的图是非平面的
.

3
.

3 计算方法探讨与计算结果

由于与 ( 3
.

幻 相应的图的非平面性
,

我们不能断 言算法 2 适用于

该间题
.

因此考虑采用算法 歇 一个 自然的标号顺序如图 10 中未被圈

起的数字所示
.

从这个标
一

号顺序出发
,

使用算法 3 所得的新标
一

号顺序 图 9

如图 10 中圈起的数字所示
.

与此相应的非零填充数是 7 8 1 (参看表 1 )
,

它远较与原来标号顺

序相应的非零旗充数
,

1 33 大得多
.

我们曹从共它若干个不同的初始标号顺序 出发
,

使用算法

3 ,

但结果都很不理想
.

@0150肠0051
.

0
。

霉

@、函ol’O
。韶@0500呱@阮O、@跳0
。 69

@碱邓

@
。。。
。130
。。@、沪
37⑧、

.

@
。“@
。。④
。
昭

一粤

。、。、⑧o0z@
。。

澳
,

皿o44。、@
。。。、O、O

。110
。 19@
。27

韵0
。 4700550
。邸
0;00

黑付0
。监

3)雾仍

@灿0、0
。 59。
。 66

O、@、O、函
。那O恢O灿00500055④
。 65

。oq(2
”

O、函、O阶⑧
。幼@勺勿魁Oo’s0052@
。“

留
11

。ol@aoo
。
160

。
240aao0o’i0、0跳

图 1 0
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表 1

原始标号顺序

( 图 1 0中未圈

起 的数字 )

由算法 3
.

4 得到

的标 号顺 序 ( 图 1 0

中圈起的数字 )

观察得到的标号

顺序 ( 图 11 中圈起

的数字 )

A 中下三角部分非零元的 个

数 ( 包括对角元 )

2 4 5 2 4 5

L 中非零元的个数 3 7 8

1卜零填充数 1: 3 ;

2 4 5

1 02 6

7 8 1

3 3 0

L 的包络中的元素个数 1 5 7 017 6 3 乃9 1

L 的下
_

三角部分的零元

索个数
2 6 名与 19 7 7 名6 6 3

事先预知的 L 的 下三角

部分的零元素个数
19 1硬j 18 1 0匕3 2 7

然而如果依据嵌套刘分法的思想
,

采 用观察的方法选择分离集合
,

却可以得到非常好的

结果
.

图 1川
,

被圈起的数字给 出了这样得到的一种标 号顺序
,

与此相应的井零坑 充 只 有 85

(参看表 1 )
.

在表 1 中
,

还列 出了事先可以知道的下三角阵中零元素的个数
.

因为不需任何

检验就能利川这些零元素而节省存赊和计算量
,

所以这些零元素的个数是有重要意义的
.

0015④
。23④oalo
。
39勿场@

。55@肠@、

0洲77

O
。 7。、0
。。0
。300a)10阮O
。“@
。62@
。 69

0整

0、0
。1300210
。29

尹
370、@跳O、O。68

镖
75

。、@
。12
多
200、O呱O与0

。"O肠@
。?

凳
知

0、、。@
。19。
。27@呱@o’30
。乳O、0065

0缈

。、公
。100
。18@
。
26。

。、函灿O
。。@
。
580s0e

舞
72

公、@、@
。
170
。250
。33@、尹

490
。570
。64

溉
71

尹
1

@、O
。巧O
。
240

。 320
。
40

其

O呱O
。“

图 1 1



北 京 工 业 大 学 学 报 10 9 5年

4 讨论

(1 )用算法 3 所得结果很坏的原因是
,

选出的分离集合常常把图 (子图 ) 分成两个大小

相差很大的集合
·

有可能适 当修改算法中第 ( 3 )步选择拜 11 5的方法
,

缩小这种差别
·

( 2 ) 对于顶点度数之间差别很大的 l司题
,

极小度方法 ( M i n i m u m D e g r e e
M

e f h o d ) 可

能优于算法 3
.

( 3) 有可能改造嵌套剖分法
,

使之考虑顶点的 度的 因素
.

(钓 在处理实际问题时
,

应注意问题的特殊结构
.
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