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弹性力学的广义变分原理
’

牛 库 均

(土木建筑 工程学系 )

【摘要 1 突破传统的势能密度与余能 密度的数学形式
,

利用拉氏乘子法 [ ` 1
,

建立了三类独立自变 函数的 广 义

泛函及其广义变分原理
,

以及各类新型的二类和一类独立 自变函 数的泛函及其变分原 理
。

并证明了 胡· 赞原 理
,

H
o

ill ng er
一

eR iss ne r 原理和 J` 义余解原理 〔 “ ] , 「“ ] 实质上都是二类独立 自变 函数的广义变分原理
。

又键词
:

广义变分原理
,

拉氏乘 子法
.

匹配问题

n 甘1 雀
.

, 了 1 「1

线性弹性理论的数学公式

已 知弹性体 Q ; 在边界 2 Q
I

卜作 用着已知的外力尸 ` ; 在边界 Z Q : 」: 已知边界位驻
u ` ;

弹性体具有体积力为 F ;
.

待解函数为应力函数 a ` ,
、

应变函数 。 ` 八 位移画数 u ` .

在静 力条

件下
,

弹性体的 a `
八 。 `

八 u `
之问应满足下面的数学方程

:

平衡方程

几何方程

仃 1 2 、 j
一

卜 j尹 : 一 0

1
,

尸 玄了一
_

又11 ` , 节 十 t l 于
.

匕

(在 Q 内 )

(在 Q 内 )

( 0
.

1 )

( 0
.

2 )

物理方程

或者为

共中

口 ￡ j 一 a 滋 j 无 z ￡盖 z
=

: ; , 一 b * , : z汀 * z “

(在 Q 内 )

; s ; l
b

` , , 。

= 乃
* 二
乃

z 。

` , 一
{
’ ( `一 j )

( 0
.

3
.

1 )

( 0
.

3
.

2 )

( 0
.

4 )

0 ( i份 j )

边界条件 汀 : 、 l 、 一 P ; 一

u ` 一 1t `一 0

(在 Z Q ,内 )

(在 Z Q : 内 )

( 0
.

5
.

1 )

( 0
.

5
.

2 )

0
.

2 约束条件

为了便于讨论问题
,

把约束条件分为变分约束条件和一般约束条件
〔’ }

.

变分约束 条 件

系指在求泛函极值时
,

泛函中
`

的 自变画数之间应满足的关系式
.

变分约束条件可以通过拉氏

乘子法
,

化为泛函求极值时所得的尤拉方程 (一般称为变分条件 )
.

一般约束条件系指 自变函数么间应满足的关系式
.

在构造泛函时
,

利用这种关系式进行
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变量代换
,

消去某一类 自变函数
,

所以
,

它不再是泛雨求极植时 自变雨数之问应满足的变分

约束条件
.

一般约束条件是不能用 (线性 ) 拉氏乘子法转化为变分条件
.

可通过求泛雨极值

时得 到某 一类 自变雨数
,

再利用一般约束条件求得 另一类 自变雨数
.

0
.

3 广义泛函的构造

在文献「1」中提出用拉氏乘 子法建立广义变分 原理的广
`

义泛雨的 方法
,

这样就使构 造 广

义泛雨的方法建立在严格的数学方法的焦础 !
: ,

使深入分析广义变分 原理及促使它们进 一步

发展建立了理论莱础
.

利用变分问题描述弹性力学问题
,

各类广义变分 原理实质
_

卜是旅于势能密度与余能密度

的数学形式的 展础 !:
,

在 各种变分约束条件
,

变分 条件和
·

般约 束条件下的匹配问题
.

由于已 “日的广义变分 原理中的厂
一义泛雨

,

都是 ` 于势能声度 ` n 。 一

雪
一 , ! 2一 ,

一 ,和

余能密度 ( 必 。一
` j ; , 。 * , a 。 ,

) 痣础 卜构造的
,

这样应力应变的关系式对广
’

义泛雨 万衍污
寸

O
,
.

2

是一般约 束条件
,

因此无法利用 (线性 ) 拉氏乘子法解除
一

般约束条件
,

所以实质 卜为 二类

内变雨数的广义变分原理
.

0
.

4 势能密度与余能密度的表示形式

为了建立 真工的 花类 自变雨数的广 义变分 原理
,

我们突破传统的势能密度与余能密度的

表示形式
.

0
.

5
.

1 势能 密度

在物理方程 ( 0
.

3
.

n
。 -

1) 为变分约束条件下
,

势能 密度可夫示 为

孟
· ` / 正 Z

一 ,

一孟
/

` 、一
( 0

.

6 )

0
.

.5 2 佘能密度

在儿何方程 ( 0
.

2 、 和物理方程 ( 0
.

3
.

2) 为变分约 束条件下
,

余能密度可夫示为

~ _ 1 L l
￡ o 一 Z u ` j 无 I a ` 了 J 无 z 一 2 仃 ` J “ ` j 一玄口 ` J ` , ` , ( 0

.

7 )

平衡方程可表示为

仔 ` j
,
、 + 石

’ 、
二 ( a ` 、 * , ￡ * `

)
,
、 + l刃 ` 一 。 ( 0

.

8 )

0
.

5 规一化问题

考虑到历史的原因
,

我们称势能极值原理与余能极值原理为标准型变分原理
.

对各类广

义变分原理而言
,

当把变分 条件还原为变分约束条件时
,

通过 自变雨数的代换
,

广义变分 原

理退化为标准 型变分原理
,

这个过程叫规一化问题
.

在规一化过程中
,

可以形成各种类型的

广义变分原理
.

1 广义变分原理 I

在几何方程 ( 0
.

2)
、

物理方程 ( 0
.

3
.

1) 和位移边界条件 ( 0
.

5
.

2) 为变分约束条件下

( 1
.

1 )一尸ù川
ù冷

势能变分原理的泛函可表示为

fl 一

拼(合
a ` , 一 , 一万

`
一 ’ d Q -

分

u `
d s
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基 于泛函 ( 1
.

1)
,

利川拉氏乘子法建立广义变分原理的广义泛函
.

于是有
、、. .J了

·

力U
12n

;
一

角
’

!( ;
a 、 ,

一
面

`
一
)
+

一 (
一 , 一

壹
`之

+ 刀
` ,

( a
、

厂
· ; 2 止 `

一

小叮
万

:

一

仃
一 (

! 1 ` 一瓦 ’ d “

艺` 22

( 1
.

2 )

,`SU.Q

忿`才

今 a ` , , “ : , , u ` , a ` , ,

刀
` j , r :

均为独立 [’J 变函数 ,

利用驻植条件

d n
:
一 0 ( 1

.

3 )

米确定拉氏乘 子
.

d 11
1
=

则有

「「f rZ I

川【戈
￡ ` ’ 一 Z L“ ” 一

葱2

言一 )
肖

一
卜 ( U ` , - · ` 夕 壳 Z

一 , 。 “ ` ,

下
、 。 .

/ 1
『

。 、
。

卞 、 “ ` , , , 一 r ` ’ 口 “ ` 十 戈2 口 ` ’ 十 “ ` ’ 一 “ ` ’ “ p “ )
“ “ ` ’

+

(看
一 , + 、 ` J

)
。 a ` ,

{
d 。 一

万
(一 ` 7 + 万

` , d一 d·

z幻 l

+

万!
(
一砚 ) d一

卜 (· `

一
` 7

, “ 一

{
d占一 “

( 1
.

4 )

名。 2

根据变分法的旅本引理
,

1

则得

1
￡ ` , 一 2 u ` ,

潇 ( 1
.

5
.

1 )
2

u j
, ` 一 0 (在 `2 1勺 )

J 、 , 一 a ` , 、 l 己。 z ~ 0 (在 Q 内 )

a ` , , , 一 F
`
一 0

( 1
.

5
.

2 )

( 1
.

5
.

3 )

.(l
l

臼奋护

2
J ` J 以 ` 7 一 a

(在 92内 )

, * `
刀

* `一 0 (在 吸2 1勺 ) 5
.

l)t

.(1: ` , 十 刀
` ,
一 u (在 ￡Z .f)J ) 5

.

5)1ù2

、 ,产、 .户于、、了ǎ匕行了QU

…
口JLata

…
J.1月.土̀lZ吸

、了、̀三了、

a ` ,
l

, + P ` 一 。

U `

一 U 0

一 a i ,
l

,

(在 2公2 , 内 )

(在 2 兑
;

内 )

(在 2包2
:

内 )

十是子呀
、 .产、 、产、 .夕n口n曰

刁

L
.
1111

尺d

:
.l(刀

. ,
1
2 ￡ ` J

( a ` , + a ` , * , 。 “ ) ( 1
.

5
1上一n自

a ` ,
~

· `

一雪
` a ` J + 一 、 ! !

一 ,` , ( 1
.

5

方程 ( 1
.

5) 包括了弹性 力学问题应满足的四类方程
,

以及全部拉氏乘 子
.

将拉氏 乘 子
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代入方程 ( 1
.

) 2
,

则得

n l

一班!(麦一
, 一 , 一了

` 一

)
一

音
(。 ` ,

一

于一 , 舌 `

一 ,

口

, 1 1 、

火
￡ ` j 一万

“ ` ,
j 一厄

“ ” `

)
( a ` ,

一
, * `

一 )

{
d `“

己
1一2

一

仃瓦
一 d一汀

20 x 2 0 2

音
(汀 ` J + · ` , 无 `

一 ) ` , (
一不 , d·

( 1
.

6 )

达是一个属于三类独立变量函数的广义泛函
.

基于泛函 ( 1
.

6 ) 可以建立没有任何 约 束

条件的广义变分原理
.

对 ( 1
.

6) 进行简化
,

我们得到

i一2

一

11
1

一了仃!音
a ` ,一 , 一 万

`

一言
g

。 ` , * ` · * :

(
·

封 ` ,
了一厄 “ J

,

、úr、é
.

d

飞...县,J

叠一
` J ` , - · ` ,

一
’

一

J工汽
一 “ “ ` - l

, . 、 ,

一
、 :

。 气〔 r ` J
十 u ` 少无 z ￡ ` z ) I J 气u ` 一 u ` ) u `

乙
( 1

.

7 )

.̀..J、铸
夕

eel.lo

匕̀ J i

类似得到下面的形式

。 ,

一 {{了!孟
一 , * !

一 ,

一孟
` / “ 十 · ` J 无 !

一 ’

` 2

/
_

1 1
.

、 万
_

_

1
,

门 f 「万
_

」 _

、
石 ` ’ 一 2 “ ` ’ ` 一 2 “ ” `

/ 一 f ` “ `

」
u “ 一 JJ 厂

` “ ` u 百

2`之i

f f l
, . · ·

一
· `

11 立( 。 ` ,
+ a ` , 。 ` 。 * `

) ( u ` 一 u ` ) d s

J J Z
、 一 ’ `

名`才2

( 1
.

8 )

上述广义泛函属于三类独立 白变量函数的广
一

义泛函
,

基于这些广义泛函
,

可以建立没有任

何约束条件的三类独立 自变函数的广义变分原理
.

1
.

1 规一化问通

1
.

1
.

1 设 a ` , 一 a ` , 。 : 。 * ,
一 。 ,

井且用
。 ` ,代 替全部的 。 ` 、 ,

则泛函 fl
, _ 3 _ : ,

或 n
; _ 3 _ 2

或

n
, _ : _ 3退化为

`

、、矛产

户.,S了
d

“、 ,
了

1
一

2
一

,子“

IJ2fl
l

一川{
O

· ` , 抢 `· ` , · * 艺 - · ` , 无 `

一 (一

万
` 一

}
d 。 一

万爪
一 d一万

一 , * 之
一 , ` , (
一不

2`之1 2 0 2

( 1
.

9 )

这是一个具有二类独立 自变函数的广义泛函
.

由它所形成的广义变分原理是二类独立 自

变函数的广义变分原理
.

它 i艾有变分约束条件
,

物理方程 是它的 一般约束条件
.

1
,

1
.

2 设 。 ` 护一 a ` , : ` 。 * `一 o ,

井且月I a ` j局部的代替
: ` , ,

则由泛函 ( 1
.

8 )
,

我们得到
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n l

一拼 [合
一 , * !

一 , 一 ,

一
,

(
一 , 一

直
1

“ ` , 万一
一 二一 “ j ,

艺 )

丁
` ·

〕
d `卜汀瓦

一 d一万
。 ` J `J ` (一

瓜
, d·

20 1 2̀ 2 2

( 1
.

1 0 )

这是一个具有二类独立 白变函数的广
`

义泛函
.

由它所形成的广
`

义变分原理 是二类独立 自

变函数的变分原理
.

因为是局部的用 a ` j代替 : ` J ,

所以物理方程 ( 0
.

3
.

1) 是它的变分约束条

件
.

很显然
,

这就是著名的胡
一
鹜原理的泛函

.

1
.

1
.

3 若 a ` , 一 a ` , * `。 * :
= 0 ,

并且由此我们得到

b ` , 。 `
( a ` j 一 a 、 , 。 : : 。 :

) 一 b
` , “ J 。 `一 。 ` , = o

然后用 a ` j代替全部的
: ` j ,

则泛函 n
: 一 3 _ 1

或 n
, 一 3 _ : 或 n ; 一 3 _ 3退化为

、 .J/
·

力“

1ǔ2

一
;矛“

J12n f f f「1
,

/
,

“ ’ 一 , 一 3 ~ 川 L玄
口 ` J “ J ` , 口 “ 一 “ ` ,

气
。 “ “ a “ 一

只

一了
` ·

刁
d 。 一

{丁
万

`一 d一 )丁
。

名` J 1 2` 2:

,
I

J

(。 ` 一 u ` ) d s

口

自

J12 , 无 ! “ ` , (· “
一

(
《
一 ,

, , 一

,
一

矛
犷` )

{
d `“

+

万
( U ` , `少一下

` )一 d · 十

万硕
a ` , ` , (`·

2̀ 2 1 2 0 2

( 1
.

1 1 )

这是一个具有二类独立 自变函数的 )” 义泛函
.

由它所形成的 )一义变分原理是没有变分约

束条件的二类独立 白变函数 的 广 义 变 分 原 理
’ .

很 显 然
,

泛 函 (1
.

1 1) 就 是 H o
ill gn er -

R 。 i s s n e r 变分原理的泛函
.

1
.

1
.

4 若 : ` ,

一 “ ` , 下一
艺

-
一

艺

u

川 一 。
,

但是变量函数不代换
,

于是由泛函 (l
.

的 我们得到

「「f / 1 万 \
, , 、

f f 言
“ ` 一 ’ 一 `

一川饨
“ ` , “ “ ` , “ “ 一 f ` “ `

)
。 各̀ 一 JJ 厂

` 一 “ , u “

`2 2否2 1

万
一 , * `

一 ` , (
一不 ) ` ·

2幻 2

( 1
.

1 2 )

这是具有一个独立 自变函数的泛函
.

由它形成的变分原理是条件变分原 理
,

几 何 方 程

( 0
.

2) 是它的变分约 束条件
,

物理方程 ( 0
.

3
.

1) 是它的一般约束条件
.

若 “ ` 一 u `
一 0 ,

则泛函 ( 1
.

12 )就退化标准型变分原理
.

1
.

2 各类新型的变分原理

1
.

2
.

1 变分原理 l 一 1

在 。 ` , 。 ` ;
, 〔r ` 、 为列̀ 吞二l

r

l变函数的 隋况 I;
,

使泛画 11
, 一 3 一 , ,

fl
; 一 3 一 :

或 n
; 一 。 一 :

实现

驻值条件的 “ . , “ ` , , 。 ` ,

为弹性 力学问袒的箕实解
.

1
.

2
.

2 变分原理 1 一 2

在
“ ` , : ` , 为独立 白变函数的情况 「

,

使泛函 11
: 一 : 一 : 夫现驻值条件的

u ` , 。 ` 了 为弹性 力
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学问题的真实解
.

这是无变分约束条件的二类独立 自变函数的变分原理
.

1
.

2
.

3变分原理 1一 3

当几何方程 (0
.

) 2是变分约束条件时
,

使 泛函 n ; _ , _ ,

实现驻植条件的
u ` , : ` j 是弹性

力学问题的其实解
.

这是一个独立 自变函数的变分 原理
.

几何方 程 ( 0
.

2) 是 变 分 约 束 条

件
,

物理方程是一般约束条件
.

2 广义变分原理 H

当 几何方程 ( 0
.

2 )
,

物理方程 ( 0
.

3
.

2 )
,

平衡方程 ( 0
.

5 ) 和力的边界条件 ( 0
.

5
.

1 ) 是

变分约束条件时
,

则余能的泛函能表示为

, 一

爪
一

盘
。 ` ,

一
d Q +

仃可
a ` J` , d·

9 2 9 2

( 2
.

1 )

基于泛函 ( 2
.

1)
,

利用拉氏乘子法建立广义变分原理的广义泛函
.

于是有
`、龟.,
产

.山口
二

1
一

川!
1

一畜 a ` 夕“ ` ’
乒十 “ ` J C ` 夕一

一万

艺

1
U 主 , ; 一 — U 萝-

2

+ 刀
` , (。 ` j 一 b ` j 。

+

丁丁又
U ` , ` , d· 十

2 9 2

a 。 `
) + r `

( ( a ` , * 一 )
` , + 了

`
)

)
d Q

( 。 ` , l。 一 P ` ) 拼 ` d s

( 2
.

2 )
日叮ù貌

合 。 ` , , ￡ ` ; ,

J 了
l
一 0 ( 2

.

3 )

来确定拉氏乘子
,

j 了
,
一

u ` s

则有

a ` , ,

刀
` , , : ` , 拼 `均为独立 自变函数

,

利用驻值条件

u ` ,
, 一厄

“ j
,

`

)
。 一 ,

一

j
一

(一 , 一 “ ` 夕圣 ` a 云 之 ) 。刀
` ,1ǔ 2

一
巴

+ ( ( a ` , * ` ￡ * ,

)
,

J + F ` ) d r ` 月
, 一 “ ` 、 * `

刀
无 !

)
“ (

一 ,

/ 1

十 . 一
一 _

J
\ 艺 一

,

)
j 一

, + (一 , + 刀
` ,

一
, ! !

一 , d一 ,

{
d 。

( 。 ` ,
,

,
一下

` ) 。 。 ` d · +

仃!
。 ` 。 a ` J ` ,

2幻 l

ù
日ù叹十

+ 一 。 (一 , * `

一 ) `
了

)
d· +

汀{
石百。 J ` , ` , + 一占 (· ` , * `

一 ) ` ,

{
d一 。

2`沙
,

( 2
.

4 )

根据变分法基本引理
,

由 ( 2
.

4) 式得到

1
_

1
_

￡ ` 了一厄
“ ` ’

了一百
“ 了

, 0 (在口内 ) ( 2
.

5
.

1 )

。 ` , 一 b ` j * , a * `
= 0

( a ` , : ` : “ )
,

, + F ` ~ 0

(在 Q 内 )

(在 Q 内 )

( 2
.

5
.

2 )

( 2
.

5
.

3 )
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1 /1
,

1 、
, , 。

百、百
“ ` , , 十万

“ ” `

/一
口 `了’ ` p ’ ` “ ” (在 Q 内 ) ( 2

.

5
.

4 )

1

畜 a 了+ a ` 了一 0 (在 Q 内 ) ( 2
.

5
.

5 )

a ` , + 刀
` s一 a ` , , : r * , ` = 0

由 ( 2
.

5
.

5 ) 式
,

我们得到

1

(在 Q 内 ) ( 2
.

5
.

6 )

a ` , = 一厄 a ` , ( 2
.

5
.

7 )

由 ( 2
.

5
.

1 )
、

( 2
.

5

刀
` 少~ ( 2

.

5
.

8 )

由 ( 2
.

5
.

1 )
、

( 2
.

5

犷 ` ,

.

2) 和 ( 2
.

5
.

4) 式得到

1

一 2 口 ` ,

.

2 ) 和 ( 2
.

5
.

6 ) 式得到

一 君 ` 萝~ 一 u ` , j , r ` - 一 u ` ( 2
.

5
.

9 )

由 ( 2
.

5
.

2 )
、
、少、.少、.了
、
、夕nU

j .上q̀no,土. .二11月1
.

…
户勺一ó
一匕一台

.

…
,自,自,自2

尹̀、了`、.2、2.、

由方程 ( .2

方程 ( 2
.

5 )

入方程 ( 2
.

2 )
,

式得到

( a ` , 。 : ￡。 `
) I , 一 ( a ` , * : b ` , 。

:
a 。 ,

) I J ~ a ` , I ,

4 ) 和 ( 2
.

5
.

1 0 ) 式得到

# ` ~ 一 r ` = u ` (在 2 `2 , 上 )

。 ` , l , 一 P ` 一 0 (在 2公之
:

上 )

u ` ~ u ` = o (在 2 9 2上 )

包括 了弹性力学问题应满足的四类方程以及全部拉氏乘子
.

则得

将拉氏 乘 子代

二
; 一 。 一 ; 一

洲̀
2

Z J ` , u ` ’ , 一 2
a ` J

(
一 , 一

孟一
, 一

言
· , , `

)

1
, , 、 , , 、 .

言
、 一

l
, , 、

` J `八￡ ` 夕一 O ` 7 ` ￡ a 无 l j 一 u 八 La ` j 毛 ` e 毛 l ) , j 十厂 ` ) l d 咎己
乙 J

+

汀
` a ` , ` , 一万

`
)一 d · +

仃刃
a ` , ` , ` ·

2 0 1 2 0 2

( 2
.

6 )

这是一个属于三类独立 自变函数的广义泛函
.

基于泛函 ( 2
.

6)
,

可以建立没有任何 约 束

条件的三类变量函数的广义变分原理
.

对 ( 2
.

6) 式进行简化
,

则得

` 。

一册!音
“ ` , * 亡 J ` , 仃 垂 Z - a ` ,一 ,

一
( (一 , 正 `

一 )
, , + 万

` )

{
d ` 2

g

+

JJ
( 。 ` , ` , 一了

` ,一 ` · +

汀刃
a ` , ` , d·

2。 一 2 0 2

( 2
.

7 )

亦可简化为下面形式
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,
。一 3一 a一

班l
9

一

合
a ` ,一 , 一

音
a ` , `一 ,

一
, 。 !

a 一 ’

一
` (一 , 、 :

一 , + 了
` ,

}
` 。 +

仃
(。

` , ` , 一万
` ,一 d`

2 9 :

u ` J ` J I
,
d s ( 2

.

8 )ù日ù叭+

上述广义泛函属于三类独立 自变函数的广义泛函
.

基于这些广义泛函
,

可以建立没有任何

约束条件的三类独立 自变函数的广义变分原理
.

下面进行规一化论述
,

在规一化过程中
,

我们得到各种新型的广义泛函
,

以及基于广义

泛函建立的广义变分原理
.

2
.

1 规一化问两

2
.

1
.

1 若
。 ` , 一 b ` 。 。 ` J 。 ` ~ o

,

并且用 。 ` , 全部代 替
: ` , ,

则泛函了
。 _ 3 _ , ,

了
。一 3 _ :

或了
。 _ ` _ 3

退化为
`

l
’

f f f l ,
_

_ , ,

不
、

1
_

, , 、

苏
’ 一
卜

`
一川 [一 么

口 ` ’ “ J ` ’ “ “ 一 “ ` 又口 ` , , , 一

,
一 ` ’

` ,
J
“ “ “

g

十

汀
` ( , ` , ` , 一万

` )一 d· +

汀刃
J ` , `7 d `

2 0 1 2 0 2

( 2
.

, )

达是一个属于二类独立 自变函数的广义泛函
,

由它形成的变分原理具有变分 约 束 条 件

( 0
.

3
.

2 )
.

这就是 H e l l i n g e }r 一 R e i s s n e r ’ s 原理的泛函
.

2
.

1
.

2 若 。 ` , 一 b ` , 。 ` a * :
一 。 ,

则有

香
“ ` , 云 ` 。 ` , J 云 !

一
, “ ` ,

么
“ ` J“ “ ` j “ “

于 是方程 ( 2
.

9 ) 化为

_ 「f f「1 _ , .

节
、

1
, , 、

苏
`一 , 一 , 一川 L落

“ ` ’ “ “ ` ’ “ “ 一 a ` ’ “ ` ’ 一 “ 八 a ` ’ , ’ 一

卜厂 ` 少」
“ 、咨

` J ` , ` , 一瓦 )一 ` · +

汀不
。 ` , ` , ` ·

2 0 2

( 2
.

1 0 )
盯月叭+

这是在仁2」中提出的广义余能变分原理
.

但它是具有变分约束条件 ( 0
.

3
.

2) 的属于二类

独立 自变函数的变分原理
.

2
.

1
.

3 若

a

￡ ` , 一 b ` , * ` 。 。 ` = 0
,

则有

, * `
( : ` , 一 b ` , 。

: 。 。 :

) 一 a ` , : ` : * `一 a ` , 一 。

川 : ` 护代替全部的 。 ` , ,

则泛函了
, 一 3一 ; ,

了
, 一 3 一 : 或了 , 一 3一 3退化为

了 1

一姗
-

`少

了毛 l ￡毛 l￡ ` j 一 “
( `一 , ` 之

一 ,
,

,
一

`
一

万
` ,

}
d Q

口
i一2

ù
川ù热( ( a

` , “ 。 ` ,

) l , 一 P ` ) u ` d s 卜 u `
( a ` J

“ 。 “ ) I J d 、 ( 2
.

2 2 )
ù日月叭
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这是一个具有二类独立 自变函数的泛函
,

由它所形成的广义变分原理是无条件的二类独

立 自变函数的变分原理
.

物理方程 ( 0
.

3
.

2) 是它的一般约束条件
.

一 。 ,

井且用
u ` ,

对弋替全部的
。 ` j ,

则由 ( 2
.

6) 泛函
,

我U
i一2

一
2

.

1
.

4 若 ￡ ` j 一玄
“ ` ,

们得到

f f 「「l
, , , , 、 、

二 1 : ~

了
1 一 2 一 吐一 l ! 1 1 占 0 ` J 舌 z J ` j a 云 l 一 口 ` j u ` ,

j 一 u ` L La i j * 王￡ ` l 戈u ` ) )
,

J十 岁 ` }d 卜刁
J J J L 乙 l

+

仃
(叮 ` , ` , 一万

` )一 d · +

汀刃
a ` , ` , d·

2 0 2 2 0 2

( 3
.

1 2 )

这是具有二类独立 自变函数 ( 。 ` j , u ` ) 的广义泛函
,

由它所组成的广义变分原理是无

变分约束条件的二类独立 自变函数的广义变分原理
.

这个原理 与 H o
ill gn

一 R e i s s
en

r ` s 原 理

不同
.

2
.

1
.

5 若 ( a ` , ; , 。 * `
)

,
, + F ` 一 。 ,

则由泛画 ( 2
.

7 ) 我们得到

f「「「 1 ,

1
, 二 、

了
` 一 3一 ` 一 川 L厄

“ ` ” ` J ` , “ “ 一 J ` “ “ ` ,

j
u “

+

{卜
a ` , ` , 一万

` )一 d · 十

仃硕
a ` , ` , d ·

20 1 2 0 2

( 2
.

13 )

这是具有三类独立 自变函数的广义泛函
.

由它所组成的广义变分原理
,

具有变分约束条

件 ( a ` , , : 。 : :

)
,

, + F ` = 0
.

若 。 ` , l , 一 P ` 一 。 ,

则泛函 ( 2
.

1 3 ) 变为

「「f「1 , _

1
」 。

,

f 「户
梦

` 一 , 一 “
一川比

口 ` ’ “ a ` ’ J “ 一 口 “ 石 ` ’ j
u “ `

一 JJ
“ ` a ` , ` , u `

。 2 0 2

( 2
.

1 4 )

这是具有二类独立 自变函数的广义泛函
,

由它所形成的广义变分 原 理 具 有 变 分 条 件

( a ` j 。 : : * ` )
,

, 十 F ` 一 。和 a ` , l j 一 p ` 二 0
.

它的变分条件为物理方程 ( 0
.

3
.

2 )
,

几何方程 ( 0
.

2 )

和位移边界条件 ( 。
.

5
.

2 )
.

2
.

1
.

6 若 物理方程 (0
.

3
.

2)
,

几何方程 (0
.

2)
,

平衡方程 ( 0
.

8) 和力的边界条件 (0
.

5
.

1)

得到满足
,

则泛函 ( 2
.

6) 退化为

丫
1 一 1 一 1

一

f仃一雪
“ ` , * ! 。 ` , a 抢 Z+

万可
。 ` , ` , ` ·

￡2 么0 :

( 2
.

1 5 )

达便是标准型余能变分原理
.

2
.

2 各类新型的变分原理

2
.

2
.

1 变分原理 2 一 1

设 a ` ,
、 : ` 八 u ` 为独立 自变函数时

,

使泛函 了
:

一

3一 l

或了
, 一 3一 : 或了

1 一 3一 3实现驻值条件

的 二 、 , 、 “ ` , 、 “ `
是弹性力学问题的 真实解

.

达是一个没有任何约束条件的三类独立 自变 函数的广义变分原理
.
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2
.

2
.

2变分原理 2一 2

设
u` , : ` ,为独立 自变函数时

,

使泛函犷
, 一 2 一 3

实现驻值条件的
u ; , 。 ` J是弹性力学问题

的具实解
.

这是一个无变分约束条件的二类独 立自变函数的变分原理
.

2
.

2
.

3 变分原理 2 一 3

设
u ` , 。 ` j 为独立的自变函数时

,

使泛函 了
, 一 2 一 4

数实现驻值条件的
“ ` , 。 ` , 是弹性力

学间题的真实解
.

这是一个具有一般约束条件的二类独立 自变函数的变分原理
.

2
.

2
.

4 变分原理 2 一 4

当 ( a ` , * ` : * ` )j 汗
一

F
`
一 。 是变分约束条件

,

并设 “ ` 、 。 `
八 u ` ,

是独立 自变函数时
,

则

使泛函了
1一 3 一 。

实现驻值条件的
u ` 、 。 ` 八 。 ` ,便是弹性力学问题的真实解

.

2
.

2
.

5 变分原现 2 一 5

当 ( a
` , * ` : * ` )

,
, + F ` 一 o 和 a ` , l , 一 p ` 一 。 是变分约 束条件

,

并设 a `
八 。 ` 。 是独立

自变函数时
,

则使泛函了
` 一 2 一 5

实现驻值条件的 。 、 j
、 : ` j 便是弹性力学问题的具实 解

.

这是一个具有二类 自变函数的变分原理
,

它的变分条件是物理方程和 儿何方程
,

以及位

移边界条件
.

证明上述变分原理是容 易的
,

可从上面论述中得到证明
,

在此从略
.

3 结论

弹性力学的各种类型的广义变分原理实质土是基于势能密度
、

余能密度的基础上
,

各种

变分约束条件
、

变分条件
、

一般约束条件之间的匹配问题
.

基于上述观点
,

我们利用拉氏乘子法
,

建立了各类三类变函数的和二类 自变函数的广义

变分凉理
.
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