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泛函积分形式中的整体正则对称性质
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摘 要 基于高阶微商奇异拉氏量系统的相空间泛函积分
,

导出了该系统在相 空间中整体变

换下的广义正则 W ar d 恒等式
,

得到 了系统在相空间中整休对称下的量子守恒荷
.

该守恒荷

一般有别于经典 N o et her 荷
.

用于 高阶微商 aY
n g

一

M il ls 理论
,

导出了相应的广义 B RS 荷
.

这

里给出的形式的突出优点在于勿需作出 G r ee n 函数的相空间生 成泛 函 中对正则动量的泛函积

分
,

即可导出相 应的结果
.

一般情形是不能作出该积分的
.

关键词 高阶微商拉氏量
,

量子守恒荷
,

泛函积分

分类号 0 4 13
.

3

0 引言

对称性和守恒律的联系
,

在经典理论中通常是由N o et h er 定理给出的 l ’ 且
.

系 统的作用

量在有限李群变换下不变时 (整体对称 )
,

该系统必存在相应 的守恒律
.

在 量子理论 中
,

系统在无限李群下的不变性 (定域对称 )导致的 W ar d 恒等式 【’ l
,

在量子场论 中占重要地

位
.

它不仅是理论可重正化的根据
,

在 实际计算 中也是有用 的工具 (如 Q C D 中 )
.

w ar d

恒等式已被推广到超对称和超弦理论 l ’
,

` ]
.

传统的关于 N oe t h e r 定理及其推广的研究
,

是

在位形空间中讨论的
.

近来我们 已给出了相空问中正则形式的 N oe t h e r 定理 l ’ }
.

利用泛函

积分的方法研究 W a r d 恒等式及其推广
,

也是在位形空间中实现的 ` 6 J
.

这仅适用于 G er e n

函数的生成泛函的相空间泛函积分关于正则动量的泛 函积分属于 G a us s 型 的情形
.

在这

种情形下
,

相空间的泛函积分可化为位形空间中的泛函积分
.

相空间中的泛 函积分 比位形

空间中的泛函积分更基本 【’ ]
,

前者适用于任意形式的 H a m il ot n 量
.

在某些情形下
,

相空 间

中泛 函积分对正则动量的积分可积出
,

当 H al in lt o n 量 中的
“

质量
”

依赖于坐标或依赖于坐

标和动量时 1 8 1
,

其位形空 间中的有效拉氏量呈现出 占一 函数的奇异性
.

对于约束 H a m ilt o n

系统
,

当约束结构 比较复杂时
,

特别是对高阶微商奇异拉氏量系统
,

要作出相空间泛函积

分中对正则动量的积分往往十分 困难
,

甚 至是不 能 的
.

动力学系统用高 阶微商理 论来 描

述
,

它与规范理论
、

引力理论
、

超对称和超弦等理论密 切相 关 l ’ j
,

因而 日益受到人们的关
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注
,

动力系统的量子理论是通过相空间泛函积分来表达的
,

因此
,

研究相空 间泛 函积分的

正则对称性就具有更重要的意义
.

我们在文献【9] 中已经讨论了定域对称性
,

并初步讨论 了

高阶微商系统的定域对称性
.

这里
,

将进一步研究场论中高阶微商系统的泛函积分形式 的

整体正则对称性质
,

揭示出系统的量子对称性质
.

1 正则形式 W a dr 恒等式

设 中
,

( x ) ( l
,

2
,

…
,

n) 为场变量
,

场的运动由含高阶微商的拉氏量

“ : , (: ) ,

, (:
) ,

一 , (:
)

卜

介
1

一 ( ,

一 ;
,

一 ,
.

; (一 )
( l )

来描述 15 ]
.

对于奇异拉氏量系统 (例如所有规范不变系统【’ J)
,

将其过渡到 H a而 lot n 体制

描述时
,

正则变量 中山x( )和
:

;” x( )之间存在初级约束 (这里采用文献【5】中的记号 :)

必竺(价
。了) , 二

;” ) “ 0
,

(
a 二 l

,

2
,

…
, n 一 R ) ( 2 )

其中 R 为广义 H es s 矩阵的秩
.

根据约束的 自洽性条件
,

由初级约束可逐步导 出各次级约

束
.

全部约束分为第一类约束和第二类约束两类
,

奇异拉氏量描述的系统为约束 H a而 lot n

系统
.

在约束 H a m il ot n 系统的泛函积分 (路径积分 )量子化理论中
,

对每一个第一类约束
,

必

须选取相应的规范条件
.

高阶微商奇异拉氏量系统的 G r
ee

n 函数的相空间生成泛函为 【’ “ J

Z 【̀
,

K】一

介
一: ) ? ·

;
!

)` ( , )、 d一 {。
,

。 }

… p { `

介
4·

( / , · ` ;一 , (: ) · K (: )· ;一 , ,
( 3 )

其中

了
p

= 二

;” 毋 :
:

几
l )一男

。

男
。

为正则 H a m il ot n量 `” ,

必 = {必
.

}
.

对仅含第二类约束的系统
,

{必
.

束 ; 对含第一类约束的系统
,

{必
.

}包括所有第一类约束和规范条件
.

p o i s s o n 括号
,

J ;
” 和 K ` )

c
,

(
x

)
,

氏 ( x ) 的积分性质
,

分别为 中` , 和 :

;“ 的外源
.

利用 石一 函数和

( 4 )

}为所 有第二类约
,

}代表场的广义

G r a s s m a n n 变量

可将 ( 3 )式写为

K卜
介
一 : )夕 · `

!
)? `一氏? C

,

… p

小
( / : · “一。· K (: ) · ;

! )
, ,

( 5 )

其中
一 *

,
+ ;

. 。 ,
+

冬 {
d

4夕。 ,

(
二

) {。
*

(
二

)
,

。 ,

( , ) }。
·
:

( , )

` J

又
.

x( )为乘子场
.

为简化记号
,

令 中禹=

中 n . ,

亡
*

和乙分别为又
. ,

氏和 C
,

的外源

(沪 (二
,

又
. ,

氏
,

C
,

)
,

z二
】 ,二

.

这样
,

( 5) 式可记为

(了姿
,
’

,

n . ,

心
* ,

( 6 )

乙 )
,

其

J,
p
jjZ了
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Z[ J
,

K卜

介
, (: )! ·

:
!

)二 p {`

介
4· (了 ; , · ` ;一 , (: )· 、 一:

】 )
) } ( , )

、

,
子

9U了.̀、

、 .lesL
、

厂wese少

考虑增广相空间中的无穷小整体变换

x ” `

= x ”
+ △ x “ = x ” + 。 , 下 , `

( x
,

中〔二)
, :

;” )

印 (士;(
x `

) = 沪占) (
x

) + △价 (了) = 中 (士, ( x ) + e 。 亡品百( x
,

中舀)
, :

;” )

:

;”
`

( x
`

) = :

二” ( x ) + △二

;
” (

x
) = :

二” ( x ) + : 。
。 ;”

`

( x
,

价〔士,
, :

;
” )

其中
。。

(
, = 1

,

2
,

…
, ;

)为无穷小任意参数
,

尹
` ,

心昌和 。 ;
”

`

分别为
二 ,

价` 〕
,

假设系统的有效正则作用量在 ( 8 )式变换下不变
,

且变换的 J a co ib 行列式为

泛函 ( 7 )式在 ( 8 )式的变换下是不变的
,

于是有

二

;
,
’ 的函数

.

l
,

由于生成

` 【̀
,

K卜
介
一: )? ·

;
J

) ( , · `￡
·

介
4·

{“ 一 ( ; 。: 一 , (: )
.

,

… )

+
(K : )(。分’

“
一 二

J了{
: , `

) + 刁
,

[( J ;” 中〔二) + 程
)兀 ;

, ’ ) r ’ `

] } )

’

e X P
` x

(了奋 + J ;” 价 (忿) + K品,兀 ;” ) }

= ( l + i 。
。 ` x

{ J ;” (古二气一
r , `

刁
, 占

占J二
,
’

·

Z 【J

) + (K飞
》 (。 ;

`
’
`
一 : , `

刁
, 占

占K (飞)
) ( 9 )

产

ó犷
肉

ó厂

一一
.

.)1)
叭袱

K+ 刁
,

[ : “ `

( J ;
`
’价 (忿

〕 + K (了〕
二

;” 川 )
令

; /。了:
·

,

令
占 /; 二 ; ,

从而
,

我们得到下列结果 : 如果系统的有效正则作用量 1!., 二

不变
,

且 ( 8 )式变换和 J a e o b i 行列式为 l
,

那么
,

系统 G r e e n

下列恒等式 :

丁d’
二 , 汾在 ( 8 )式的变换下

函数的相空间生成泛函适合

{
` 4·

“ ;” “ (: ;一
“ `

” 脚 占

万灭万 ) 十入二, t叮盖
一 ’ “

一 r ” “ “ ·
占

占 K几,

+ 刁
,

「: ” `

( J ;” 印 (飞) + K (士)二二” ) ] } Z [ J
,

K ]1

}
’ `

:
’
一

丁
“ ` “ ”

l
’ 二” 一 了 ` l ` K几,

= O ( 10 )

( 10 )式可称为场论 中高阶微商奇异拉 氏量系统在增广相空间中整体对称 下 的广义正 则

W a dr 恒等式
.

对于内部对称变换
, : ,

厂 0
,

此时 ( 10 )式化为

{
` 4 ·

{` ;
J

) ; : (一

渝
占

i占:(K
)

, + 凡: )”“” “ 一

渝
占

i占K品,
) }

·

Z 【J
,

K ] = 0 ( 1 1 )
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对于 ( 0 1 )式或 ( 1 1)式关于外源魂
“ ,多次求泛函微商

,

然后令所有外源等于零
,

即可

求得系统各级 G r ee n 函数间的关系
.

2 量子守恒荷

假设系统的有效正则作用量在 ( 8) 式的变换下不变
,

将该变换定域化
,

中考虑相应的定域变换
x ,

`

= x ,
+ △ x “ = x ’

+ 。 ,

( x )
: ” `

( x
,

中`二,
, 二

;
” )

中〔了i(
x `

) 二 中(二(
x

) + △中品) ( x ) 二 中 (厂) ( x ) + 。
。

( x )心瑟( x
,

中二,
, :

二” )

二

二
`
’ (

x `

) = 二

二
`
’ ( x ) + △二

二” (
x

) = 二

二
,
’ (

x
) + 。

。

( x ) ,犷’
`

(
x ,

职品〕
, 二

: )

在增广相空间

、

,
产

,一
己..二产̀.、

!
welZ少

其中 ￡
,

( x) ( , = l
,

2
,

…
, r

)为无穷小任意函数
,

它们的值及 其所需 的各级微商在时空 区

域的边界上为零
.

在 ( 12 )式变换下
,

系统的有效正则作用量的变分为

“ 、 一

{
` 4

一 ( · ) {

黯
“ ; 一 , ( , )

.
,

… , +

豁
。̀ ;

:
)

一 J:“… ,

+ 刁
,

[ (
二

;
” 中 (二

: , 一男。 )
: ” `

] + D [
:

;
” (心昌一甲〔 J

;
.

, : , `

川

·

{
` 4 · {【(

·
“

:
)
一专

1 )

一
,… ,”

阴￡·

`· ,

+ 二

;” (七品丁一价 (
:

灵
, : ” `

) D 。 。

(
x

) } ( 13 )

其中 D = d / dt
,

由于有效正则作用量在整体变换 ( 8) 式下不变
,

故 ( 13) 式中的第一积分为

零
.

根据 。 。

( x) 的边界条件
,

( 13 )式又可写为

“ ` , 一

{
d
` ·

{: (
·

;
! ) , (:

· 1 )

一
)·

, ,

】“ , ￡·

(
·

)二 :
!

) ( ; ; 一:
,

,

。 · , ·

) D ￡·

(
·

) }

一 {
d

4

一 (
·

) {”
,

【(
·
;一 , (;

· : )

一
,
: 邵·

, · D I
·

;
! )`“ ;:一 ; )

,

一 , , ,
( 14 )

将变换 ( 12 )式的 aJ co ib 行列式记为 八沪
, : , `

]
.

生成泛函 ( 7) 式在 ( 12 )式变换下的不变

性表明

占z [ J
,

K ] /占: 。

( x
) l

。 .

(二 ) 一。 = o ( 15 )

将 ( 12 )式和 ( 14 )式代人 ( 7) 式
,

并对所得结果关于 。 。

( x) 求泛函微商
,

由 ( 15) 式
,

得

介
, ;

)? ·
;

! )

{”
, 【( · ;

! )

一;
! )

一
)一卜 D : · `

! ) ( ; 。:
一

:
一

)卜 ` : 一 M
·

}

二 p {`

{
d

4 ·
( / 。 · ` ;

! )一 , ) · K (二)·二
!

” ,一 0

( 16 )
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其中
了: 一

`。 , 【,
,

一 ,“ ￡·

`· ,

…
:

.

(: )一

M
`
一 J ;

, ’ (古(士百一 沪 (二,
.

, : ” “

) + K (二, (。 ;
, ’ ` 一 7t

; {七
r ” `

)

( 17 )

+ 刁
,

[( J ;” 价乙) + K品,二 ;” ) ]

将 ( 1 6) 式关于外源 双
“ ,求 。

次泛函微商
,

得

( 18 )

介
, : )? ·

;
!

)“ ” ·

【̀·
`
·
’ 价 (厂

· : )

一
,
· ” `

,

+ D [
:

;
, ’ (古瑟一 价 (:

,
.

, : “ `

) ]一 J J一 M
`

}中
’

(
x ,

)中
`

( x Z
) … 价

`

( x
.

)

一 i艺沪
’

( x ,

)价
’

(
x Z

) … 中
’

(
x , 一 :

)沪
’

( x , , 1

) …

。 · p { `

介
4 ·

( / 汾 · “
!

) , (: ) · K (: )·犷) )卜

价
`

( x
.

) N” 占 ( x 一 x z ) )

0 ( 19 )

其 中

N
’ 口

= 心瑟一势少
, T ” `

( 2 0 )

在 ( 19 )式中
,

让所有外源为零
,

得

( 0 IT
’

{刁
,

[ (
二

;” 价 (几 , ) 一才
。

,, : 拼 `

]

+ D [
二

;” (看矛几一 价 (二
.

, : “ “

) ]一 J : }甲
’

(
x .

)中
’

(
x Z

) … 沪
`

(
x 。

) 10 >

一 i艺( 0 IT
’

[价
’

(
x ,

)沪
’

(
x Z

)… 沪
“

(
x , 一 ,

)价
`

(
x , , ,

) … 沪
`

(
x 。

) N二 ] 10 >占( x 一 x ,
) ( 2 1 )

其中
,

}O >代表场的基态
,

T’ 代表一种特定的编时积 ` ’ }
.

固定 t
,

并让

t
一,

t Z , ”
` ,

t .

~ + 的
,

t . + 一,
t . + 2 , `

” ,
t

。

~ 一 叨

利用约化公式 [ ’ l
,

可将 ( 22 )式化为

( o u t
,

m ! {刁
,

[(
:

;” 沪 (忿
, , 》 一男

。
,了)

T , `

]

+ D [二 ; ” (古瑟一毋 (飞,
.

, : , `

) ]一 J : }
n 一 m

,

i n > 一 o ( 2 2 )

由于 m 和 n 任意
,

于是得

日
,

[ (
二

;” 甲 (认
1 ,一男 e,, )

r邵 ’

]+ D [
二

;” (古昌一价 (二)
.

, : ” `

) ] = J二 ( 2 3 )

将 ( 23 )式在四 维时间区域积分
,

假设场在空间区域无穷远 为零
,

利用三维 G a us s 定理
,

由 ( 2 3 )式得
。

工
【·二 : 一 ;

)
. ·

…卜 / 叨一卜

沁
:

( 2 4 )

其中重复 的拉丁字母 ` 指标求和由 l 至 3
.

这样
,

我们就得到下列结果
.
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如果高阶微商奇异拉氏量系统的有效正则作用量在增广相空间中的整体变换 ( 8 )式下

不变
,

并且对应的定域变换 ( 12) 式的 aJ co ib 行列式与
。。

( x) 无关
,

那么该系统存 在如下

的量子守恒荷

。一
工
` 】· 【· ;

一 ( ; ; 一 , : )
. ·

… ) - /
一

〕 `一 `
,

,
,

一
, ` 2 , ,

此结果对理论 中无反常时成立
.

量子 守恒 荷 ( 2 5) 与正 则 形 式 N o et h er 定 理 给 出 的守 恒 荷 相 对应 【’ J
.

由 于 约 束

H a m ilt o n 系统量子化 时
,

约束带来 的量子效应
,

一般有效 H a而 lot n 量 H ,jj 一
Id ’ 二

才 ,jj

与正则 H a m ilt o n量是不同的
,

这样量子守恒荷 ( 25 )式有别于 N oe t h e r
荷

.

这是由于约束

H a
m ilt o n 系统的量子正则方程不同于经典正则方程的缘故

.

在约束 H a而 l ot n 的经典理

论中
,

D iar c 曾猜想 :
所有第一类约束 (初级 约束和次级约束 )均是规范变换的生成元

.

它

们生成物理态之间的等价变换 l川
.

这个问题与由扩展 H a m il ot n 量 H
,

给出的正则方程是

否与 L a g ar n ge 方程 等价紧密相 关 「” J
.

长期 以来
,

关于 D i r
ac 猜想一直存在着不 同的争

议
.

我们已给出反例说明 D i r
ac 猜想失效 【” ]

.

在量子理论 中
,

基于生成泛函 ( 7) 式在正则变量 沪几, 和 :

;” 在平移变换下 的不 变性
,

仿一阶微商奇异拉氏量系统类似的推导 【’ J
,

可得高阶微商奇异拉氏量系统的正则方程

沪〔飞,一占H。 / 占
二

止
”

,

”犷
’ = 一 占H 。 / 占中 (士,

( 2 6 )

可见
,

约束 H al in lt o n 系统的量子正则方程
,

既不是由总 H a m il ot n 量 H
;

决定
,

也不是由

扩展 H a m ilt o n 量 H
`
决定

.

( 26 )式不论 D iar c 猜想是否有效均是成立 的
,

它 与经典 正则

方程不 同
.

从而量子水平下的守恒量就不同于经典 N oe ht er 守恒量
.

在量子理论中
,

存在

守恒量 ( 25 )式不仅需要系统的有效正则作用量 (而不是正则作用量 )在整体变换 ( 8) 式下

不变
,

而且在对应的定域变换 ( 1 2) 式下其泛 函积分的测度不变
.

这与经典理 论中守恒量

存在的条件也是不同的
.

可见
,

经典理论中的对称性和守恒律的联系
,

在量子理论 中一般

不再适用
.

3 高阶微商 Y a n g
一

肠 lls 场论

含高阶微商的 aY gn
一

M业 场的拉氏量为 〔’ ” ]

,
一专

F ; oF
” 一

命
D ; 衅二

娜 `
c
幻

( 2 7 )

F二= 日
,

术 一 刁
,

心 + 了矗对 ( ( 2 8 )

D介= 占护
, + f 二术 ( 2 9 )

在 C o u l o m b 规范下
,

G r e e n 函数的生成泛函为 I ’ o ]
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Z 【̀
,

`
,

:
,

,卜
介

A : 少 , (: ) ,
! ·

: ! ·
;

1 )

一。

一 c 一 “ ,
·

` ( , : )̀ ( ,
; )… p {`

介
4·

(了 、 · J: , :

+ 于 c
。

+ 于古
。

+ 。 `
又

.

) }

其中

丫 ; ,’, = 了
尸

+ 了
. + 了

, *

了
, 一 :

: 注二+ 二

二
, ’ ” A ( : ) , 一 才

。

了一 几了叫
’ + 雌必 ;

, ’

了
, 、 = 2氏 D二刁

:

C
。

( 30 )

( 3 1 )

( 3 2 )

( 33 )

( 3 4 )

才
。

是 ( 27 )式相应的正则 H a m il ot n 量密度
.

二 : 和 二

;
, ’ “ 分别为 A二和 注` , ,

= A (己
,

对应的

共扼动量
.

{ 必 }和 { 必
“

}分别为约束条件和规范条件
.

在 ( 3 0 )式中
,

我们仅对场量 A二引

入 了外 源 J :. 由 于 理 论 规 范 无 关 【’引
,

规 范 条 件 ,
厂
“ 0 i( 一 1

,

2) 可 用 规 范 条 件

。￡一 尸
。 `

( 二 ) 二 0 来代替
,

其中 尸
口.

(
二

) 为与规范无关的函 数
.

用 。 x p [一

共 I`
4 二

(尸
。 `

)
,
]

一 `

”
’
一

’ `

”
一 “ ` 、 了

一
’

一
’

一
-

- - - -

一
` ’

一
「 “

2 仪
` J 、 一 “ ` z J

(
: `

为参数 )去乘 ( 30 )式
,

然后 关于 尸
。 .

(
x

)作泛函积分
,

略去无关紧要的因子
,

得

z :了
,

;
,

;
,

。卜

介
` : ? ` (: ) ,

? ·
: 少一。一己一 c 一 “ ·

一
p { `

介
4 ·

( / : · ` : , : · 矛 c二 。
·

;

一
` ·

) }
( 3 5 )

其中

,
。

、 一 ,
,

+ “ : , “
: ) + “ : , ;

’ )一

女
` , “ ,

’

女
`”

`
A , ,

’ + 2氏” ;
`” `

c 。

变换 :

( 3 6 )

考虑相空间中的 B R S

占 A二一刀众c
合

C
,

占A 〔了〕
,

= 刁。
( D几c ` :

( 37 a )

占: : = f .ao
二 : C

b : 一 f 二
二

{”
“

C b : ,

` aC 一

合.fao c 合

c,, `于一

占:

;
” ’ =
爪

二

乞
, ’ ” C ` r

( 3 7 b )

止乙 沙 A
( 3 7 e )

戊 2 9

其中 : 为 G ar ss m a n n 参数
.

由于高阶微商纯 aY
n g 一 M ill

s 场的约束 必二
” “ 0 和 必二

, ’ “ 0 均

为第一类约束
,

变换 ( 37 a) 式是由第一类约束作为规范生成无所产生的规范变换 I” !
,

它不
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会离开约束超曲面 【’ 1
.

因此
,

在 B R S 变换 ( 37 )式下
,

沿着约束 (包括规范约束 )所确定的

超曲面上
,

系统的有效正则拉氏量 ( 36 )式是不变的
,

即 占了沂 “ 0
.

变换 ( 37) 式的 aJ co ib

行列式为 1
.

按 ( 25 )式得系统的广义 B R S 量子守恒荷 :

。 一

{
` 】· (

· : ` A :二 ;
’ )· ` A (: ) ,

…
` c二 : `于 ,

( 3 8 a )

其中

:
: 一

令
。二。 ; ; :

! 二一

赤 (。 : , 。。 r :
`

+ 。 。。 .ac ; : 卜 。 :
二

;
, , ` + ; :

`

( 3 8 b )

( 3 8 e )

7t

; ”
o

= 0

!

:
1 , ` 一

令
D o F“,

( 3 8 d )

( 3 8 e )

二 。
= 一 乙

`

( 3 8 r )

了
。

= D 。
忿C b

( 3 8 9 )

我们给出的上述形式的显著优点在于勿需作出系统 G r
ee n 函数 的相 空间生 成泛 函中

对正则动量的泛函积分
,

即可导出相应的结果
.
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