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曲面积分与局部有限元联合求解摆线 

锥齿轮非线性振动特性 

刘志峰，张敬莹，蒋凤麒 ，杨文通，蔡力钢 

(北京工业大学 精密超精密加工国家工程研究中心，北京 100124) 

摘 要：针对重载啮合中动态传递误差所导致的非线性振动问题，以及如何准确预测和计算等摆线锥齿轮传动中 

的动态传递误差进一步改善这类齿轮系统振动特性，研究了在一定的运行速度和扭矩范围内摆线锥齿轮的动态响 

应特性 ，对摆线锥齿轮非线性振动特性提 出了一种新 的曲面积 分与 局部有 限元联合 求解 方法 ，这种方法 可 以精 确 

表达轮齿几何及轮齿接触力等对齿轮动力学性能有关键影响的因素；此外，所提出的方法无需将静态传递误差、时 

变拟合刚度和啮合频率变量等非线性因素作为外部的激励进行求解，而是从齿轮啮合的每一时步计算动态接触力 

以及动态传递误差 ，最终得出摆线锥齿轮的非线性振动特性 ，采用本方法可以较好地改善摆线锥齿轮的振动特性． 
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Combined Solution M ethod of Surface Integral and Local FEM for 

the Non·line Vibration Characteristic of Cycloid Bevel Gear 

LIU Zhi—feng，ZHANG Jing—ying，JIANG Feng—qi，YANG Wen—tong，CAI Li—gang 

(National Engineering Research Center of Precision and Ultra—precision Machining， 

Beijing University of Technology，Beijing 100124，China) 

Abstract：This paper researches the dynamic response characteristic of the cycloid bevel gear under a 

wide range of operation speed and torque，and proposes a new method of semi—analytical FEM．The new 

method can precisely present the key factors of the gear tooth such as the tooth geometry and tooth contact 

stress，which influences the dynamic characteristic of the cycloid bevel gear significantly．Different from 

the conventional method，the non—line factors such as the static transmission error，time-varied stiffness 

and meshing frequency variation are no longer considered as the excitation．However，every time step of 

gear meshing is considered to calculate the dynamic contact stress and dynamic transmission error，and 

finally present the non—line vibration characteristic of cycloid bevel gear． 

Key words：cycloid bevel gear；non—line vibration；FEM；combined solution method 

摆线锥齿轮因为其重合度高 ，传递扭矩大，在重 

载 、大功率的复杂工况下使用尤为广泛 ，其动态特性 

也直接影响到动力传动系统的可靠性．因此，摆线 

锥齿轮的动态特性研究一直受到国内外学者的重 

视，在其结构模态分析、线性振动分析以及动态试验 

等方面取得 了许多研究成果 ．本 文以重载 摆角 

铣头中的摆线锥齿轮作为研究对象 ，建立了基 于有 

限元方法的曲面积分与局部有限元联合求解模型 ， 

对重载摆角铣头的这一核心传动部件的非线性振动 

特性做了分析研究．这种新的研究方法区别于传统 
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方法的部分在于 ，它无需将时变啮合 刚度和啮合频 

率变量等非线性因素作为外部 的激励进行求解 ，而 

是从齿轮啮合的每一时步计算动态接触力以及动态 

传递误差 ，最终得出摆线锥齿轮的非线性振动特性． 

1 局部有限元振动方程 

图 1所示为摆线锥齿轮轮齿弹性振动模型，其 

振动方程是基于轮齿内部曲面积分和外部有限元方 

法列出的，这种方法可 以有 效地得到轮齿的变形量 

及其载荷．啮合齿对的每一个齿轮都在指定的运转 

速度下按已知的运动轨迹运转，有限单元的位移向 

大齿 

轮轴 

量 X 基于该 已知的运转轨迹得到．齿轮 啮合 过程 

中，在单个时间积分步长上视有限单元的刚度 、阻尼 

为衡量，其动力 学方程 就可 以线性 方程表 示 为式 

(1)，在轮齿完成整个 啮合过程后对各时间步长进 

行拟合，最终得出齿轮整个啮合过程的非线性振动 

特性． 

M饿 “+Cm n+KmXn=fti (1) 

式中： 为指定 的外部载荷；阻尼矩阵 C 通过瑞利 

阻尼模型得到 

Cm=／xMⅡ + Kf“ (2) 

图 1 轮齿 弹性振动模型 

Fig．1 Gear tooth elastic vibration model 

如果有限元网格严格定 义在局部坐标系下 ，则 

x 不包含刚体 自由度 ，且 m正定 ， m恒正定．对于 

有限元网格不定义刚体 自由度，但是必须对运动的 

坐标系进行定义．以位移向量X 定义有限元网格坐 

标系的刚体自由度，这一位移最终在总的已知运动 

轨迹上进行叠加．对于 当前 的研究系统 ，齿轮中心 

的平移运动受到约束，每个齿轮都只有 1个 自由度 

0 ，由此 ，包含位移向量 的增广矩阵运动方程可以 

表示为 

M rr i
1
J L)／ri J 三 

r Km K rri1 fX“1 f 1 

【K ㈧ (3) 
式 中：M =ufT ；K “=KT ；通过有限元能量方法进 

行计算，所有集中质量计人 M ．在整体系统中，齿 

轮处于弹性而非刚性支承，支承方式以集中质量的 

弹簧一阻尼单元来联接齿轮坐标系和支座 ，弹簧一阻 

尼 早 兀 与 兵 他 的集 甲 p9 J芟以 及 黏 性 阻 尼 构 成 式 (3) 

中的矩阵 K 与 C ，由此 ，描述单个齿轮有 限单元 

的方程就转化为一个整体方程来描述整个齿轮 

系统 ： 
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是不可逆矩阵，这就是每个齿轮可以作无约束的 

刚性旋转的原因． 

在静态和准静态分析中，质量和阻尼矩 阵被忽 

略 ，系统方程 (6)简化为 

Kx=．厂 (7) 

动力学分析中，运用 Newmark方法对方程进行时间 

离散化 ，式(6)经离散后转化为 

[M +3"AtC+fiAt K]x = 

一 [一2M +(1—2T)AtC+(1／2—2卢+ )At K]x 一 

[̂ 一(1— )AtC+(1／2+fi— )At ] 一1+ 

At [fifo+，+(1／2—2卢+y) +(1／2+卢一 ) 一 ] 

(8) 

X = (t0+nat)， =，(to+nat) (9) 

由 Newmark方法的理论知道 ，在 y=1／2、 ≥1／4条 

件下 ，可保证方程迭代无条件稳定，本文中取 =1／2， 

≥1／4．式 (8)可写成 =，，其 中 K=M +3"AtC+ 

fiat K是等效刚度矩阵， =x +。，且，等效载荷 向 

量．式(8)实质上与式(7)一致，在以下的讨论中对 

其进行 同样的处理． 

对式(7)作线性坐标变换以使其对角化并分离 

出非奇异部分为 

： [ to]fg l： fg l， 【q
o J 【qo J 

叫三 ㈩ 
其中列向量 包含特征 向量 ，若 为奇异矩阵 ， 

整体坐标可划分为弹性体部分 g 和刚性体部分 口 ， 

是对角阵且正定．对于动态系统，等效刚度矩阵 

总是正定 ，因此 g 总是零维矩 阵，方程 (11)的部 

分可写为 

q = g ，g =T =0 (12) 

对于接触分析 ，考虑如图 2所示的大 一小齿轮 

啮合齿轮对．轮齿表面精确定义为连续 的曲线 ，或 

者是定义为一簇特定 曲面法 向的曲面坐标系 ，且这 

些坐标系不受有限元网格节点的约束．用于描述曲 

面的点的数量是任意 的，它表 明了轮齿 表面可能的 

接触点 ，定义 参为每 1对接触轮齿在未加载 和未变 

形状态下沿公共法 向的分离量 ，d为其受载变形状 

态下最终的分离距离 ，6为载荷 引起 的分 离距 离的 

变化量 ，p是齿轮对沿公共法向的接触载荷 ，齿轮对 

最终分离量 由下式计算 ： 

d= +6 (13) 

外部载荷向量，与接触力向量 p成线性关系： 

f=印 +，n (14) 

式中 ：E为已知的非方阵 ，它将齿轮对上的接触力 p 

分配成啮合点 的点力 ， 的取值取决于轮齿 的几何 

形状和有 限元插补 函数 ；，n是外部定义的载荷向量 ， 

是作用在模型上的非接触载荷．从式(12)和(14) 

得到 

口 = (印+ )=( ：E)p+( ：) 

(15) 

分离量 6的增加与式(6)中位移向量有关 ，表达为 

6=Gx=G ) 

图 2 摆线锥齿轮轮齿接触 区划分示意 图 

Fig．2 Schematic of cycloid bevel gear tooth contact area 

与前文所述的 E相 同，G的取值同样取决于轮 

齿几何形状和有限元插补函数 ，式 (16)只包含轮齿 

外部区域有限单元在接触点所产生的变形量．除此 

之外 ，还要对模型 内部 区域变形所产生 的变形量作 

线性叠加，这部分变形量按轮齿表面的曲面积分和 

有限元方法联合求解得到 ，这样又引入 了另一部分 

变形量 p，联立式(13)、(15)，可得 

d= +6= +GT击q击+GT q +Al⋯lp = 

(GT - 1 ：E+A 1)p+G g日+( +G K rTJo) 

(17) 

从而得 

d=Ap +Cq +8 

A=(G K ：E+A 1)， 

c=G 。， s= +G (18) 

另外由式(12)、(14)得到平衡方程 

印 + Fo=0 (19) 

从而得到 

却 =A，B= 层，A=一 (20) 
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到此，接触 问题就转化为求解方程 (18)和 (20) 

以得到 d和 P，并且 霉 的取值 在所 有单元 的 d ， 

P I>0且 d =0或 P =0条件下取得 ，其结果用来解 

方程(14)、(10)和(12)中的位移 X，接触力 P用于 

曲面积分和有限元联合求解 中计算轮齿偏移量和轮 

齿接触区的应力．这一过程在每一个积分 时步上进 

行 ， 和 G完全取决于运动关系，则必须在齿轮运转 

过程的每 一时步 中重复计算 ，因为接触 状态 的改 

变 ，也必须在每一时步重复计算 ，有 限元 刚度矩阵 

(或是动态分析中的 )和它的特征 向量 则只 

需进行一次计算．同时，将运转扭矩和速度作为输 

入来做动 力学分 析 ，预 期 的输 出是每个 齿轮 的旋 

转振动，以动态传递误差表达为 DTE=r 0 +r20 ， 

并通过计算每个啮合轮齿上接触力向量p得到轮 

齿接触力． 

从根本上讲，曲面积分和有限元联合求解方 

法 的概念就是要将 轮齿表面 曲面积分 的结果在分 

界面上同远离轮齿表面的轮心部分的有限元求解 

结果相匹配 ，最终得 出整个 轮齿 的动态响应特性． 

因本文篇幅局限，其匹配的方法未及论述，可参看 

文献 [6]．由于轮齿 内部 区域齿 面变形 的计算 和 

接触力模型的建立都不依赖有限元 ，故不必对轮 

齿的有 限元网格做特别 的细化．这 一点保证 了对 

包含复杂接触特性 的模型作动力学分析成为可 

能 ，并通过足够 数量 的时问步长 来得 到系统频 域 

响应特性． 

因此 ，本文 与 以往 文献 的根 本 差别 在 于 ：1) 

不需要 动 力 学 激励 的预 先 假 设 ，而 在 已有 文 献 

中，时变啮合刚度和静态传递误差都作为激励输 

入进行 计 算 ，从 而得 到轮 齿 的非 线 性 动 力 学 特 

性 ；2)传统有限元齿轮啮合动力学分析理论 ，须 

对轮齿齿 面进行精 确描述 ，而本文 只对轮心 部分 

作有 限元分析 ，齿 面部分则采 用轮齿 曲面积 分来 

计算啮合过程中齿面的变形量，故对齿面部分未 

作 网格划分． 

2 案例分析 

用上述分析求解方法求解某型号重型机床铣头 

传动链摆线锥齿轮的非线性振动特性，齿轮对几何 

参数及工况如表 1所示． 

本例中，以表 1中的输入扭矩进行计算，齿轮以 

稳定扭矩 进入啮合，对于单步的积分时间步长， 

可将输入扭矩 适当放大以近似实际工况，得到摆 

线锥齿轮振动特性的计算结果 ，如图 3所示 

表 1 摆线锥齿轮几何参数及工况 

Table 1 Cycloid bevel gear geom etry param eters 

and operating conditions 

参数 数值 

齿数 比 Z ／Z2 

轴交角 (。) 

大轮大端节 圆直径 do2／mm 

大轮齿宽 b／mm 

大轮参考点螺旋角卢 ／(。) 

参考点法向模数 m ／ram 

刀盘名义半 径 r0／mm 

输 入扭矩 T ／Nm 

啮合频率_厂／Hz 

啮合频率／kHz 

图 3 输入扭矩 T=150 Nm动态 传递误差 频响 

Fig．3 Frequency response of dynamic transmission error 

on the input torque T=150 Nm 

图3表明了 T=150 Nm状态下相应动态传递误 

差的结果 ，从 图中可看出有 2个明显的共振区 ，分别 

发生在 =1 200 Hz和 ：2 700 Hz附近．在 已有 

的 Blankenship和 Kahraman的研究 中，标 准齿轮啮 

合有一个固有频率为A=2 700 Hz ，这说明摆线 

锥齿轮有与标准齿轮相似的共振特性，从图中可以 

看出摆线锥齿轮振动的非线性 以及多次的振动跳跃 

现象． 

图 4则是摆 线锥齿轮 系统 在 T=100、200和 

300 Nm时动态传递误差的结果，从图中可以看出， 

随着扭矩的变化 ，齿轮系统 的共振发生频率也在相 

应发生变化．在大扭矩 的运转条件下 ，齿轮振动 的 

跳跃现象更趋明显． 

∞ ∞ 一 一 
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啮合频率／kHz 

图4 输入扭矩 =100、200、300 Nm动态传递误差频响 

Fig．4 Frequency response of dynamic transmission error on 

the input torque T=100，200，300 Nm 

3 结论 

1)在摆线锥齿轮 的非线性振动研究 中，曲面积 

分与局部有限元联合求解方法可以得到足够精确的 

计算结果，不需要对接触曲面的网格进行高度细化， 

这突破了传统有限元方法在复杂系统中不能充分发 

挥作用的局限性 ，为开展摆线锥齿轮这类复杂系统 

非线性振动特性的研究提出了一种有效的方法． 

2)仿真结果表 明：与普通标准齿轮相 比较 ，虽 

然摆线锥齿轮有更大的重合度等特点，但时变啮合 

刚度 、齿侧问隙等非线性因素同样会引起摆线锥齿 

轮系统的强非线性特性 以及频响的跳跃现象． 
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