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道接求解变分问题的方块脉冲函数法

徐 宁 寿

(电气 l’I 动化教研宝 )

摘 要

本文利川方块脉冲雨数的优良运算性质
,

导出了一种简便 仃效地直接求解变分

问翘的新方法
,

它既与现有多种直接方法各有相似之处
,

又具有某些独特的优点
。
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、

引 令下万

众所周知
,

求解泛函

J oX ( , )卜 J;
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,
X ( ` )

,

呀“ ) “d `

( 1
.

1 )
. 声

极值曲线的正规方法
,

是通过求解欧拉方程

。 d 。

厂
r

一
一丁 , 厂

Y

一 U
d t ( 1

.

2 )

进行的
。

但实际上
,

这样得到的微分方程只是在一些比较特殊的情况下才容易积分
。

干是
,

本文于 l o s a 年 6 月 4 日咋到
-
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很 旱就出现了许多求解变分问题的喊接方法
,

例如一般熟知的欧拉有限差分法
、

里 兹 法
〔 l 〕

竿
。

1 9 7 5年又 有人提出 了采用沃尔什画数的直接方法 〔 2 ’
。

本文综合以上齐种方法的某些特点
,

利用方块脉冲函数的优良运算性质
,

导出一种比较

简便有效的道傻求解变创风割勺新友法最其基本思雄 {袅
:

1 ) 将蓉许雨数近似展开 j戈有限项案数痔录有芍芳块脉
几

冲西敏级数
。

2 ) 将泛函和边界条件都 化成以容许函数的方块脉冲雨数系数为 白变敬的多 元 雨 数 形

式
。

3 ) 把边界条件看作泛出求极值问题的约束条件
,

按拉格伦 日乘子法构造辅助雨数
,

进

而推出泛雨极值存在的必要条件
。

4 ) 求解表述以 卜必要条件的代数方程
,

便得到极植曲线的方块脉冲雨数系数杭
。

二
、

方块脉冲函数的定义和运算性质

q式

为

方块脉冲函数的概念最 旱是由哈尔莫斯明确提出
` 3 〕 ,

但其在工程上的应用
,

来才为人们所 币视
〔 4 一 1` 〕

。

现将本文巾必须川到的有关定义和译篡性质简介天下
遭到 近 年

图 a1 中示有在加、犷 4区问中包含有 衍手办量的方块脉冲两数族
,
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由二个分量组成的方块脉冲函数族 ( a) 及其积分 (b )
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△ ` 1
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,

2
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…
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式
`
1, 。 为子区 间个数

,

可取为任意整数
。

方块脉冲函数具有如下脱关性
:

II
K

( t ) fl , ( t ) =

山此容易导出正交性
:

fl
K
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,
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利川这种正交性不难证明
,

任何在区间【0
,

T ]上绝对可积的函数 X ( t) 都可用方块脉冲

函数近似表示为

X ( t ) 之 刃 X
K
ll

K

( t )
K

二 1
( 2

.

4 )

式中 X
K

为 X ( t) 的第 k个方块脉冲函数分量的系数

x
K
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X
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实际上是 X ( )t 在第 k 个子区间 〔( k 一 1 ) T / m
,

k T / 。 〕
_

L的积分平 均 值
。

当

T / m 选得很小时
,

近似地有

X
·
宝

专` X I`“ 一` , T /m ,+ X ` “ T`阴 , , k 二 1 , 2
,

… , m ( 2
.
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图 2 月!J为雨数 X ( t ) 用方块脉冲函数近似表示时的一般情况示意
。
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图 用方块脉冲函数近似表示在区间〔 0 ,

T 〕上

绝对可积的函毅x (t )

fl 。 ( t ) l
r
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.
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X = 【X l ,

X Z
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分别为 m 维方块脉冲函数向量和 X ( )t

的方块脉冲函数系数向量 (
_

L标 T 表示

转置 )
,

则 ( 2
.

4) 式可改写成二 向
一

量

的内积形式
:

尤 ( t ) 全 X
T
fl

`二 ,

( t ) 一 fl
T ` 。 ,

( t )X

( 2
.

9 )

容易推 知
,

当 X ( )t = C (常 数 )

时
,

有
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X
T~ C 〔1

而 当X ( t) = t 时有
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由图 ` “ 不难着出
,

若将方块脉冲函数的积分 函 数族

只
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(才
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) “ 才
, , “ 一 1

,

2
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,

阴

仍用方块脉冲雨数木身近似展开
,

则可得出方块脉冲函数的如下积分运算性质
:
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式中 尸
。
为 m x 。 方阵

,

称作方块脉冲函数的积分运算矩阵
,

其逆存在
,

即
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此外
,

由脱关性还可推知
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单位阵
。

如果 丫 ( )t 的导函数 X ( )t 在区间 〔O
,

T 〕上也是绝对可积的
,

即可近似地展开为

式
r

卜

仍
.
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设X ( t) 在区间【O
,

T 〕内还是连续且可微的 (或至少在端点 t 二 0 和 t 二 T 附近如 此 )
。

则当T / m取得很小时
,

由于在 t = O点附近曲线 X (t )可用过 t 二 O 点的切线近似代 替
,

从 而

可列出 (参见图 3 )
.

X ( T / 。 ) 一 X ( O ) ~ X ( ZT /。 ) 一 X ( O )

T 一 Z T

义卜叫
东(1 、 ) 亏
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尸
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考̀111!占T工川

昨馋且
!
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X (o决

图 3 效
t )连续可微时

,

其边界前
( 。 ) 和又( T )与方块脉冲函数系数 d , 、

d Z与d
。 一 :

、

d 。 间的 近似关 系分折

而按 ( 2
.

6 ) 式有

巨放
。 ) 、

`

袄 T/
。 )
刁

1一2
ù一一

二
一

l 「
2 匕

万 ( T / 。 ) + X ( Z T /。 )

1工
2dd

于是从以 L三式中消去 X ( T /m )和 X ( Z T /。 )便可得到
、 .声、少n口月任,自,一

:
3 d z一 d Z之 Z X ( 0 )

类似地在 X 二 T 点附近也可得到

3 d , 一 d
二 _

1霎 Z X ( T )

卜两式可改写成向量形式
:

( 2

( 2

b百d 之 ZX ( 0 )

b百二 ! 3 ,
一 i , o , … , 0 了1

: ,

衅 d 之 ZX ( T )

b不= ! o , … , o , 一 1 , 3 〕z
: 二

2 5 a )

2 5 b ):
夕曰9ú了、

了万飞

( 2
.

2 6a )

( 2
.

2 6b )

七

三
、

求解变分问题的具体步骤说明

与采用沃尔什函数的直接方法相似
,

本方法不是从 (1
.

1) 式中的容许函数 X ( )t

本身
,

而是从它的导函数 X ( )t

式所示系数 d
K ,

K 二 1 , 2 , ”
· ,

出发进行推求
。

具体来说
,

就是先把 X ( )t 近似展成 ( .2

。 均为待求的方块脉冲两数级数
,

再将X ( t) 表示成 (2
,

17 )

1 9 )
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式
。

长于 (1
.

l j 式中共他项
,

因为都是独立变量的已 知函数
,

可以 参 照 ( 2
.

4) 和 ( 2
.

的

两式近似展开成系数确定的方块脉冲雨数级数
。

2
.

将以 l几所得方( )t
、

x ( )t 和 t 的已知函数的方块脉冲函数近似展开式一拼 代 入

( 1
.

1) 式中
,

拜利用 ( 2
.

1 6) 式
,

便可将泛雨 J 【X ( t ) 〕改写成如下一 般形式

J IX ( t )〕里 功「d l ,

d Z , … ,

d
。

] = 功( d )

再以所给定的边界值尤 ( 0 )
、

X ( T 入 尤 ( o )或 X ( T )代入

式中
,

可列 l玛具有如 卜一般形式的代数方程式
:

( 3
.

1 )

( 2
.

2 1 )
、

( 2
.

2 9 ) 或 ( 2
.

2 6 )

切 ` ( J I ,

J Z ,

…
,

J 。 ) = 沪 `
( d ) = o , ￡= i , 2 , 一

, n
( 3

.

2 )

式
,

卜 n 为边界条件所确定的方程式个数
。

r 是
,

对泛雨 J 〔X ( t )」求极值曲线 X 气 t )白勺问题
,

便转化为在约束条件 ( 3
.

2) 式下对

( 3
.

1) 式所示包含 。 个变量的多元雨数 诱( d) 求极值点 d = d长 的间题
。

3
.

为了找到能使 功 ( d更
_

取极值的 d朴 一 〔d 产
,

d Z气 … ,
d

。

月
了 ,
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元
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元 1
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之
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`切 `
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.
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坛二 1
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,
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,
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二 0
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.
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d 沪 〕
丁 ,

再代入 ( 2
.

1 9 ) 式
` 11

,

即 得 极

植曲线 X 气 )t 的方块脉冲函数近似解
。

四
、

计 算 示 例

下面以两个古典变分问题为例
,

具体演示方块脉冲函数法武接求解的计算步蹂
。

例 1
:

求下列泛函

J 〔X “ ,〕一
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2 (才 ) + 才介 (` ) 〕

d `
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.
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。
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,
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再利用分块矩阵求逆公式
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再由 ( 2
.

1 9 ) 式可推得极值曲线
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按此变分问题的欧拉方程所得解析解为

尤 ’ (` ,一

壹
`

(
` 一

合
,

) ( 4
.

1 3 )

图 4 中示有 X气 )t 的精确解 (粗实线 )
、

方块脉冲函数法近似解 (虚线 ) 及沃 尔什函数

法 〔 2 ’ 近似解 (点线 ) 之间的对比情况
。

可以看出
,

方块脉冲雨数法所得结果比沃尔什雨数

法更逼近于精确解 (在最小均方误差意义下 )
。 …

拍
一

如)
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吮六
.

叮1

,咔勺,̀l! tl

二2
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图 4 例 l 中极值曲线的精确解与方块脉冲函数法和沃尔什函数法近似解的对比



徐宁寿
:

鱼撅求解变分向鹿的方块脉仲函数法 百

例 2
:

在分析图 5a 所示处于完全隔热状态下的无限长实芯板块中的热传导情 况 时
,

遇

到如下泛函求极值问卿 比“ :
一 .

舞舞舞
.
翻

图 5 在完全隔热状态下无限大实芯板块中的热传导问题

, r 、 , ,

.t
、 :

厂l 厂 1 弄
,

二
、 , 二 ,

二
、 ,

二
、

门
,

f l 。 , 、 ,
森

、 ,

J L I 气八 少 J = I
_

l 下二 I 火人 夕一 I 气人 声价 、人 Z J a x = I
、

厂人人
s y ,

一

I ) 口 劣
砂 U ` 石

.

J 砂 O
-

· · ·

“
·

… … ( 4
.

1 4)

式中 x 为沿板块厚度方向上的空间坐标
,

Y ( X ) 为尤处的温度
,

叻(尤 ) 此例于 X 处单位体

积内的发热率
。

若砂( X ) 取负植
,

则表明在相应的 X 处
,

热量不是产生 出来的
,

而是被吸收

掉的
。 、 ; -

板块既处在与外界完全隔热状态下
,

从其内部某个区域中产生出来的热量
,

必定会在其
他区域中被吸收掉

。

因此
,

叮 x )应当满足 一
、

(
`
抓 x)

、 x 一 。

J O

现设叻( X ) 的分布为 (图 5b )

( 4
.

1 5 )

( 4
.

1 6 )
一 1

专
< X <
合

0 < X <
含
及

合
< X < `

rIJ sseeee.̀.̀

一一X叻

同样
,

山于板块被完全隔热
,

在两个端面 (尤一 。 和尤 = 1 处 ) 上的温度梯度值均应为

零
,

即

Y ( 0 ) = 0 ,
Y ( 1 ) 一 0

至少 Y ( o ) 和犷 ( 1 ) 则不作具体规定
。

因此
,

他问题
。

为采川方块脉冲函数法画接求解
,

取 T 一 1 ,

二式有

( 4
.

1 7 )

这是一种两个端点均可变劝的泛雨批

。 二 8 ,

则参 照 ( 2
.

1 7 ) 和 ( 2
.

1 9 )
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徐宁寿
:

直接求解变分问题的方块脉冲函数法

再利用分块矩阵求逆公式 可得
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再按 ( 2
.

19 ) 式
,

可得极值曲线的方块脉 il4 函数近似解如下

y . (X ) 一 Y ( o )之 d . T
P s fl

。 s 。 ( X )
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对本例 由变分法理论所得关 系式

夕( x) 一式
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图 6 上示有极值曲线犷气 X ) 的精确解 (粗实线 )
、

方块脉冲函数法近似解 (虚线 ) 及

沃尔什函数法 〔 2 〕 近似解
4

(点线 ) 之间的对比情况
。

不难看出
,

在最小均方误差意义下
,

方

块脉冲函数法结果也要比沃尔什函数法准确得多
。

图 6 例 2 极值曲线的精确解与方块脉冲函数法和沃尔什函数法近似解的对比

五
、

结 束 语

与现有多种求解变分问题的直接方法相比
,

本文所提出的方块脉冲函数法有以下相似点

和优点
:

1) 在采用有限项级数近似表示容许函数方面
,

本方法与采用幕级数和付里叶级数的里

兹法相似
,

但更为简明和直观得多
。

2) 在首先从容许函数的导函数入手
,

采用阶梯状波形逼近的作法上
,

本方法与沃尔什

函数法相同
。

但由于方块脉冲函数的运算性质更为简洁清晰 (如积分运算矩阵的 形 式 更 简

单 )
,

具体计算 l: 更感方便
。

3) 方块脉冲函数具有脱关性
,

容许函数的方块脉冲函数系数直接表示出容许函数在相

应于区间上的平均取值
,

这使本方法与对容许函数作离散化处理的欧拉有限差分 法 十 分 相

似
。

同时
,

这也使本方法在边界条件的利用和近似等效表示方面
,

有可能比沃尔什函数法更

恰 当和确切
,

因而所得极值曲线的近似解也往往更准确些 (如文中两例所示 )
。

因此
,

方块脉冲函数法是直接求解变分问题的一种简便的有效的新方法
。

这种方法可以

推广到依赖 于多个函数的泛函极值问题上
。

此外
,

若利用文献
〔 5 ’ 中定义的多维方块脉冲函

数
,

本方法还 可以 再推广到依赖于多元函数的泛函极值问题 上去
。
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