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摘 要 证明了 : 若 T 是 R 的 s 维良好定义的子集
,

:f R ~ R
’ ,

f ( O = ( :
,

广
,

…
, t “

)
,

则

T在 f 下的象的维数迹为 尸汀 ( T ) ) = R ( 1 / ` ,

2 / : ,

…
, 。 / : )

.

关键词 维数迹
,

H a us d or ff 维数
,

良好子集
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.

12

维数迹 ( d im e n s i o n p r i n t )提出了具有不同性质的
,

非常有趣 的 H a u s d o r ff 维数 的变

更
,

R Z
中的直线和适当选择的 C a nt or 集的卡氏积都具有 H a us dor fT 维数 l

,

但它们具有

非常不同的特征
.

R o g er 川 提出的维数迹可用于区分这样的集合
.

R o g e :
在 `” 中 (定理 l )证明 了 : 若 T 是 R 的 s 维 良好定义 ( w e l l一 d e t e

耐
n e d )的子

集
,

f : R ~ R ’ ,

f ( t ) = ( t
,

t , ,
t ’ )

,

则 f ( T ) 的维数迹为 p (f ( T ) ) = R ( l / s
,

2 / s
,

3 / s
)

.

本文推广了此定理
:
若 T 是 R 的 s 维 良好定义的子集

,

f : R ~ R
’ ,

f ( O = t
,

护
,

…
,

t
’

)
,

则 f ( t )的维数迹为 p 汀 ( T ) ) = R ( l / s
,

2 / s
,

…
, n

/ s )
·

1 预备知识

维数迹的定义与 H a us d or ff 维数的定义非常相似
,

但覆盖类 少用的是 R
’

的开长方体

(盒子 )
,

其边不一定与坐标平面平行
.

任意属于 里的盒子 B
,

用 l
。

( B ) ) 12
( B ) ) 一 ) 以 B )

表示 B 的边长
.

设
: = (

: l ,

气
,

…
,

气 )任 R
`

为非负向量 (即
: ` > 0

,

1 蕊 `簇的
,

任意 占> 0
,

如下定义

外测度 拌言:

( S ) 一 inf 弋攀
: L

`

( B
`

) : {”
`

}二 ,
,

S二U
_

B
` ,

IB
`
l < 占}

S 是 R
.

的任意子集
,

}BI 表示 B 的直径
,

L
“

( B ) = 片 ( B )片 ( B ) … … :.l ( B )

定义外测度 矿 : 任意 R
”

的子集 .S

。
’

( S ) =

概
“言( S卜恕

。矛( S )

注 : 当 : = ( s
:

0
,

…
,

0) 时
,

川 就是 s 维 H a us d or ff 测度
.
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R
“

的子集 S的维数迹
,

尸 ( S )
,

定义为满足 : 矿 ( s) > 0 的 R
“

的非负向量 “ 的集合
,

P ( S )二 R
’ .

应用测度 的标矿性质
,

易见维数迹具有 :

单调性 若 S ` 5 2 ,

则 P ( S : ) g P ( 5 2 ) :

可数稳定性

设 0 < s ( 1
,

p (艺s
`

) = 艺p ( s
`

)
.

T 是 R 的 B o er l子集
,

如果下述条件 满足
,

我们称

子集 : ( a) T 上存在一个 OB elr 测度
T ,

使 代 )T > 0
,

且存在常数 c,
: ( T门, ) 簇 e . z ,

, ,

( l , }表示 , 的长度 )

T 是 S维 良好定 义的

使对任意区间 1
.

( b) 存在常数 D
,

对于任意大的整数 N
,

T 可被 N 个长度至多为 D / N
, l` 的区间覆盖

.

引理 1 :l `

l( a) 如果 B是 R
.

的一个盒子
,

则存在 R
“

的包含 B 的一个椭球 E
,

其主轴

长分别为
a :

( E ) ) a Z
( E ) ) … … 妻 a

.

( E )
,

使
a `

(￡) = 丫万 ,
`

( B )
,

l 簇 i 簇 n

( b) 如果 E 是 R
.

的一个椭球
,

则存在 R
“

的包含 E 的盒子 B
,

使

l
`

( E ) = a `

( E )
,

l 镬 i 簇 n

引理 2 :l ’ 】设 E 是 R
“

的一个椭球
,

T 是 R
,

到 R
“

的一个非奇异 线性变换
,

“ IT }表示

范数
,

则 :

a `

( T E ) ( }}T }}
a `

( E )
,

a `

( E ) 簇 }! T
一 ’

l!
a `

( T E )
,

l 簇 i簇 ”

l ( i ( n

记 R (r
: , r Z ,

… …
,

` ) = {: 二 ( : : ,
: 2 ,

… …
,
。

.

) lr
: 。 , + 几 : : + … … + .r :

.

簇 l
,

: 非负量 }

引理 3 :l ” 设 s 为 R
“

的 B 。回 子集
,

0 < r , ( r Z ( … …
,

簇 r .

为常数
.

( a) 若存在 S 的一个 B o er l 测度 又
,

使袱 )S > 0
,

存在常数 C
,

使对任意 R
“

的盒子 B
,

; (
s

门丑) ( c ( l
`

(丑 ) )
, `

『· ,

l 簇 i ( 。

则 P ( s) 二 R (
, l ,

r Z ,

… …
, r .

)
.

( b) 若存在常数 D .
对于任意大整数 N

,

S 可被 R
,

的 N 个盒子覆盖
,

满足

l
`

( B ) ( 。 / N 气
,

l 簇 i 簇 n

则 尸 ( )S g R ( ,
,

r
,

… …
,

r )
.

2 定理及其证明

定理 :
设 T 为 R 的 s 维良好定义的 B or el 子集

,

映射 :f R ~ R
’ ,

了(t ) = (t
,

广
,

…

则 T 在 f 下的象的维数迹为 尸汀 ( )T ) = R ( l / s
,

2 / s
,

… …
,

n / 5)
.

推论 : R
`

的参数曲线 { (t
,

2t
,

… …
,

t
’

) }co < ` < OO }的维数迹为 R ( 1
,

2
,

… …
, 。

.)

推论证明 : 结论显然是定理在 T = R 时的特殊情况
.

定理证 明 : 因为 f ( T ) = 艺 f ( T 门iI
,

`+ l] )
,

由维数迹的可数稳定性
,

可假设 T为区

间【0
,

l] 的子集
.
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f [0
, ;

] = { ( t
,

t , , ·

一
,

r
.

) 10 簇 t ( :

}
= { (。

, T 、 2 ,

… …
,

砂 了 l) 0 ( : ( l }

因此
,

f 【0
, r 」可看成了【0

,

l] 在下述线性变换下的象 :

( x : ,
x Z ,

… …
,

x
.

) ~ (
: x . , : , x Z ,

… …
, : `

x
.

)

从而 f 0[
, :

]包含在主轴为 ZT R
,

2护R
,

… …
,

2砂 R 的椭球内
,

且 f lo
, :

l的凸覆盖包含一

个主轴为 Z rT
,

2 : Z r
,

… …
,

2 : “
r 的椭球

.

假设 0毛 t。 < `。 + : 簇 l
,

考虑 f l t。
, `。 + :

] = { ( t
,

t , ,

…
,

t
.

) I t。 簇 `簇 t 。 + T

}
,

记 t = t 。 + s ,

则了【t。
,

t 。 + : 】可表成参数形式 :

( t 。
,

t孟
,

t孟
,

…
, `孟) + ( l

,

c 孟t o ,

e ; t孟
,

…
,

e 二t 0’
一 ’

) : +

( 0
,

l
,

C孑t 。
,

… …
,

C才t言
一 ,

) s ’ + … … + ( 0
,

0
,

0
,

… …
,

0
,

l ) s
`

因此
,

除相差一个变换外
,

了【t 。
,

t 。 + 月可看成 f 【0
, r 】在下述线性变换下的象 :

:L ( x : ,

x2
,

… …
,

.x ) ~ ( x : ,

x2
,

… …
,

x
。

) A

其中
-,̀

一一峪峪
l月,̀-

VCC孟t 。 C ;
I C圣

t孟

0 0 0 !
一

…
ó

一一A

矩阵 A 是非奇异的
,

A
一 ’
存在

.

因为 。 簇 t0 < 1
,

由上述公式
,

存在常数 M 使线性变换的范数 “ lL !簇M
,

” L
一 ,

” ( M
.

由引理 2
,

f lt
。 ,

t。 + : 】包含在一个外椭球内 E 。
内

,

其主轴满足 :

a `

( E o
) 簇 ZR : `

M
,

l 簇 i 《 n
( l )

由 f 【t 。
,

t 。 + r 』的一凸被盖包含一个 内椭球 E , ,

其主轴满足 :

a `
( E ,

) ) Z r : `
M

一 , ,

l 簇 i ( n
( 2 )

因为 T 为【0
,

l] 的 S 维良好定义的 B or el 子集
,

则

( a) T 上有一 B or el 测度
: ,

使
T
( T ) > 0

,

且存在常数 C
,

使对【0
,

11 的任意子 区 间 I
,

有
:

( T门 , )簇 e一, !
’

.

( b) 存在常数 D
,

对任意大的整数 N
,

T 可被 N 个长度至多为 D / Nl
,
`

的区间筱盖
.

映射 f 从【0
,

l] 到了【O
,

l] 为单射
,

所以存在了( T )的一个 B o er l 测度 ,
,

对任意 f ( )T

的 B o r e l 子集 S
,

, ( S ) = r
U’

一 ’

( S ) )
.

考虑覆盖部分了( T )的椭球 E
,

因为 E 的边界由二次方程决定
,

f 【O
,

l] 穿进和穿出 E

的 次数不超 过 Z n
次

,

因此 E 含 有至多
n 段 f 【0

,

l] 的 连通 弧
,

其中至 少 有 一 段 弧 与

f ( )T 相交的测度不少于 。 U’ ( T )n E ) /
。 ,

因此存在 0[
,

l ] 的子区间 I 一 t[
。 ,

t 。 + T]
,

且

f ( z )二 f [ o
,

l ]门E
,

使
a 汀 ( T )门￡) ( 。 T

( z门 T ) 簇
。 e 一z一

,

( 3 )

由 ( 2 )
,

E 包含一个椭球 E , ,

其主轴满足
a `

( E ,
) >> : ` = 111

` ,

l 簇 i ( n

( 这里
“

》 ’

指相差常数外
, `

)
’

成立
.

)
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也即

}I ! << (a `

(五 ,
) )

’ l` 1簇 i簇 n
( 4 )

由引理 1 ( a)
,

R
’

的任意盒子 B 可被满足下列条件的椭球 E 彼盖 :

a `

( E ) 簇丫下 l
`

( B )
,

l 簇 i ( n

因此
,

R
”

的任意盒子 B 有 : (由 ( 3) 和 ( 4 ) )
, 汀 ( T )门刀 ) << ( l

`

(丑 ) )
s , `

,

l 簇 i簇 。

由引理 3 ( a )

尸 (f ( T ) )二 R (l s/
,

2 / s
,

… …
, n

/ s)

另一方面
,

对任意大的整数 N
,

由 ( b)
,

T 可被 N 个长度不超过 D / 丫 ls 的区间彼

盖
,

由 ( 1 )
,

了( T ) 可被 N 个椭球 E 彼盖
,

其主轴满足 :

a `

( E ) << D
`

/ N
` 15 ,

l 簇 i ( n

由引理 l ( b )
,

f( T )可被 N 个盒子祖盖
,

其边长满足 :

l
`

( B ) << D
`

/ N
` 15 ,

l 簇 i 簇 。

由引理 3 ( b)

p f(( T ) )二 R ( l / s
,

2 / s
, · ·

…
’ , n

/ S )

从而

尸汀 ( T ) ) = 只 ( l / s
,

2 / ;
,

… …
, n

/ s )

由此完成了定理的证明
.
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