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3—RSR并联机构的微分运动学及动力学分析
李剑锋，王新华，魏源迁，伍良生，吴光中
(北京工业大学机械工程及应用电子技术学院，北京100022)

摘要：对3一RsR并联机构的微分运动学及动力学进行了分析，根据主链的结构特征建立了动平台的运动约束

方程，以此为基础导出了3一RsR并联机构封闭形式的速度和加速度公式．通过在球铰处将机构拆开，并利用支

链上部杆件及动平台与支链上部杆件组合运动链的力和力矩平衡关系确定了球铰处的约束力 最后，由支链下

部杆件的力矩平衡关系得到主动关节驱动力矩的解析表达式．
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少自由度并联机构可替代6自由度纯并联机构实现少于6自由度要求的任务操作”。1，同时它们也可

与开链机构串联或彼此串接构成混联机构以克服一般纯并联机构工作空间较小及纯串联机构刚度较低的

缺憾”‘“．3一RSR机构是一种典型的少自由度并联机构，首先作为恒速传动机构获得应用，后来用于机

器人结构设计⋯．文献[7，8]分析了3一RSR机构的位置分析问题，针对非对称构形机构给出了数值解法，

对于具有对称构形的机构给出了正、逆位置分析的解析解．作者侧重探讨3一RsR并联机构的微分运动学

及动力学问题，旨在得到封闭形式的微分运动学及动力学算法，为此机构的进一步分析和应用提供条件．

1 3—RsR并联机构

3一RSR机构由静、动平台通过3条支链联接而成，其中各支链的上、下杆件分别垂直于动、静平台上两转

动关节的轴线(见图1)．坐标系严州z固联于动平台，P为动

平台质心。．．为严删z系中表示的动转动关节中点4的位置

矢量．r。．为0-船Z系中表示的定转动关节中点最的位置矢

量．局部定坐标系县一x。y。气。的j：．轴与定转动关节轴线
H。重合，轴，：垂直于轴‘，轴五。=‘．×t，．量一xHy。％为
支链下部杆件的固联坐标系，其‘，、z。，轴分别与关节轴线Ⅳ。．

及矢量工。霪合，轴n．=z^，×z。与动平台固联局部坐标系

一．一x：。，：之的z：轴与动转动关节轴线H。重合，其．J，：。轴垂
直于t·轴‘，同时垂直于t．及t．．坐标系4一x。yd乇与支
链上部杆件一同运动．其x。，轴也与关节轴线H。．重合，0．轴

与矢量L。一致，坐标轴％同时垂直于z。及％轴．

2速度分析

图1卜RsR并联机构

设动平台的速度为(v∞)7，相应地支链球铰中点c的速度可由下式确定
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P。．=y+珊×(胃口，rd，)+(m十甜。。)×￡岫 (1)

式中：曰。，为尸一叫z系相对。一朋叼系的姿态矩阵；∞。，为动转动关节的角速度；矢量～岫=￡。。一￡w

由支链运动约束知，点c，不能沿‘。，(‘，。=厶。．／l厶。；1)及关节轴线“。，矢量方向运动，因此有

[p+∞×(眉舯r。)+(m+m。)×￡。。】·‘。．=o (2)

[V十∞×(骨。，0。)+(∞+∞。)×工。。】’Hm=O (3)

根据式(2)可得∞。=一“【v+珊×(曰卯o)+∞×￡w，】·‘。。，(曰。，Ⅳ。．))／[(工。．×k。)·(曰。，口。，)】．

将∞。代人式(3)有

[V+∞×(曰oP r。．)+∞×工州】·ⅡH一{l／[(￡删×‰。)·(骨。PH。，)】){[p+∞×(只oPL．)+

∞×工删】·‘。，){[(露。PⅣ。．)×‘。．】·口M}=o (4)

将式(4)写成矩阵形式

式中

冒=

D=

【(曰o，，。l+L刚)×Ⅱ61】’

【(贾oP，42+工。。2)×口62】7

【(曰。P，。3+工。。3)×Ⅳ们】’

[D￡】f”1=o
、甜／

(5)

{[(矗D，口。I×￡刊)·Ⅱ¨】)／[(￡。。1×‘d)·(置DPⅣ。1)】[(届DP0．+工。。。)×厶。．】’

{[(月D，口。2×工。。2)·Ⅳ62】)／[(￡。吐×‘＆)·(％，口吐)】【(眉oP r。2+工。也)×屯2】7

{[(RD，H以×￡。。3)·口63])／[(L。。×厶。)·(心，口。，)】[(RoP，以+工。d)×乞，】1

式(5)即为3一RsR机构动平台的速度约束方程．任给动平台6个速度分量中的3个，其余3个分量可由

约束方程确定．不失～般性，假设给定动平台的线速度分量，则相应的角速度分量为∞=一百“Dv；由支链

的运动可知，点q的速度还可写为v。；∞K×工M；进一步根据式(1)、∞。和b可得支链主动关节的速度为

∞“={[v+∞×(曰opr。)+∞×￡胛。】·(H“×工¨))／L玉．一

坐竺坐生等蔫尝饕等等等型尘型业(⋯，z．s)(6)L：。[(．L。。×‘。。)·(曰。，口。)】
、。‘1⋯’ 、“7

将式(6)写为矩阵形式

式中 G=

日=

。。：[G刖f：1 (7)
＼珊，

(H6l×￡Ⅲ)7 {[(RDP口“)×L孵l】·(口“×工M)}，：】
￡乏． L：。。[(工甜。×k。)·(四舯“。，)】

(口观×￡砒)7 (【(胄o，Ⅱ吐)×工砒】·(Ⅱ艟x工砒)}fTc2
￡：。： 工：。：【(工甜：×厶d)·(詹。，H以)】

(H们×工6d)。 {[(置。，Ⅱ。3)×工砌】·(口的×工k3))，：3
￡乙， L乙【(工胛，×‘。，)·(詹nPⅣ击)】

[(置"％+乞。)×扣。。×k．)】’ ([(心，。，)×乞。卜似。×k．)}[(＆，k+o．)×屯．】’

L乙。 L乙。【(匕。×‘。)·(R卯q。．)】

【(置。，L：+k：)×扣。：×k：)】7 {[(心一fJ×k：】·扣6：×上钯)}[(j‰r42+t。：)×‘J’

L：d 工乙2[(‘。2×‰：)·(胄卯H。2)】

[(％P r们+￡如)×(H们×厶。，)】1 {[(％，Ⅱ击)×Ld】．(H以×‘。))【(詹0，k+k，)×七，】1

L：。 ￡：。[(L。×k)·(Jo口。)】
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式(5)及(7)构成了3一RsR机构封闭形式的速度方程，当动平台3个任意速度分量给定时，可由此方

程确定支链主动关节的速度．

3加速度分析

对应于给定的动平台加速度(p，亩)。，点c的加速度可按下式计算

p。。=p+西×(％，L)+∞×[m×(％0j】+(西+亩0×乞，．+∞+甜。，)×[油+∞。，)×乞。．] (8)
将i，，投影至矢量‘，皿定转动关节轴线Ⅱ。由支链的运动约束有

{p+亩×(心，，。)+∞×[∞×(％，，。)】+(西+西。)×屯。+

(∞+m。)×[(∞+∞。)×k])·乞。=【∞m×(mM×k，)】·厶。． (9)

{十+亩×(JtD，。J+∞×b(J?D，d朋+(亩+由J×L。．+曲+∞。jx【曲+珊。J×乞j}·HH=o (10)

根据式(9)可得

面。，=一{{p十面×(心PL。)+n，×[∞×(月卯L。)】十西×t。．+(哪+∞。。)×[(∞+∞。)×乞，。】一

珊。×(∞。×k。))·厶。}(8舯Ⅱ。，)／[(t。×‘。。)·(％，H。．)】 (11)

将面。代人式(10)，进一步有

(p+面×(％，，d，)十亩xL。一“【p+亩×(J％，，。；)+面×t。】·k。}[(心，Ⅱ。)×匕J+肼，，十胁n}}／

[(t。．×‘。)·(％H。。)】·H。=o (12)

式中 mn=∞×[∞×(％P，。，)】+(珊+∞。)×【(∞+珊。。)×k。】

m。=一{【肼。一n’“×(∞“×L。)】·屯，)【(如，Ⅱ。)×L帕】，【(k，x‘。)·(％，H。)】
将式(12)写为矩阵形式

【D E，(：)
式(13)为3一RsR机构动平台的加速度约束方程，任给动平台加速度的3个分量，则其余3个分量可由

约束方程确定．例如，给定动平台的线加速度分量，则相应的角加速度分量为面=一￡。(Dp+，)．

根据支链下部杆件的运动有}。=西。×厶。+m。×(n’。×气。)，进而可得支链驱动器的加速度为

函“=【p。一∞Mx(m“×工6。)】·(HnxL。)，L：。 (L4)

将式(8)、(11)代人式(14)得

西m；(}+面)×(墨卯‘。)+mn+mn一山“×(珊nx厶。)·(Ⅳ“×厶。，)／L；。一

坐!型垫鲨等掣粤娑孚尝P业堕型坐(㈦’2，3)(15)L：，[(k，×‘。，)·(R，口。)】
。 ’、 ’

将式(15)写为如下矩阵形式

驴Ⅲ协旧基 (16)

式(13)及(16)构成3一ItSR机构封闭形式的加速度方程，当任意给定动平台3个加速度分量时，司由

此方程求得支链主动关节的加速度．

此外，还可进一步求得支链上、下杆件质心的加速度分别为吒=p+∞×(％，o)+∞×b×(吃，r。，)】+

(亩+西。)×r。+(∞+∞。，)×[(∞+∞。．)×，。)]；pm=面H×～+mH×(∞H×～)；式中r。为支链上部杆

件的质心位置(在原点为4，平行于0L腕的坐标系中表示)．且有～=％，J‰。月0 r曲．此处，R砌，为A。一
一。．y 7。。z。系相对于严掣z系的常姿态矩阵；民。为4一x。y。。乞，系相对于』，一x’。，，’。。z。。系的姿态矩阵．
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4 动力学分析

假想在球铰C处将机构拆开，则机构被分成两部分——即由动平台及各支链上部杆件组成的浮动运动

链和静平台与各支链下部杆件组成的定运动链．此时作用于球铰处的约束力，。。=，。。t，+／。。，。，+，。．毛。成
为外部作用力．南支链上部杆件绕关节轴线n．．的力矩平衡有

{卅。，r。，×(亭一}。，)一L(西+西。，)一(珊+∞。。)×[气(m+珊。。)】+，。。k．×y。：}·(RⅢ，H。，)=o(1 7)

式寺|fRoPR。R。．I泳RoPR。?R。i)1；y。．j=R，PR。R。jto、O)1；L。=一L。j．她女L，l∞为在Aj～x。jy。=。j
系中表示的支链上部杆什的质量矩．根据式(17)，可求得球铰约束力分量r．为

， {‰，。×(粤一l。)一L，(函+西。．)一(∞+珊。，)×【，u，(埘+∞。，)]}吖骨。，H。，) ⋯、“。
(t。。×咒，)·(月o，Ⅱ。。)

⋯⋯

设作用于动平台的外力及外力矩分别为，。和M：(均在基础坐标系0LⅣ’z中表示)．动平台的质量及

质量矩分别为Ⅲ，和，，(在动平台坐标系P叫：中表示)，由作用于浮动链上的力及力矩平衡有

／，e+％g＼／ ％9 ＼
I M 厂＼(曰。，，‘胄：，)出+n，×【(心，‘霄：，)∞】+Mm。J+G，‘+G，，r+G，厶f o (19)

式中：g为重力加速度；m。为支链上部杆件质量．且有

／。=(／。．／。，!／。，)1 _厂。。=(／，。／。：．，，。／，。．，，。)。

，叩‰k=(坍。1(譬一p。1)‘Ⅲ止(g一}止)‘Ⅲ。3(g一}。3)1)‘
土

^乇叫r_k=艺{(L，一Ⅲ。[吃，r。。×】2)(击+击。，)+(∞+∞。。)×[(，山一‰[心，r。，×】二)(∞十∞。)]j

[心，，。，×】

一(曰。，0．)：

0

(曰。，匕．)，

(Ro，，。，)。

一(曰DP r。，)。

0

G，=k匕。∞弛舯∥。：‰Ⅵ㈣^，‰Ⅵ，]
G：=[G2，G：。]

式中q=[。％。盖J‰。彤^。五J‰。％k矗J×k]
畋=kk麓∥引％k岛碱。‰‰‰]
G，=k^膨。饥o×。u，乞J×]G，2 l(％。。+r一×(％ra2+u×(％k+，J×l

以上各式中t。=月D，Ⅳ。。。≈=矗D，月凡，月Ⅵ，(O 0 1)’．根据式(19)可得

，矿q1(。％‘吩，击+。×嚣乏‘％川+‰．。)一町，(tZ艚)一
G2_1G。，。一GilG，，。。 (20)

最后，由支链下部杆件绕关节轴线Ⅳ。的力平衡关系，可得到如下支链主动关节驱动力矩的表达式

，_)

)

m

i

r

o

一‰置0

  



!丝 i!要三些奎兰堂塑 !!!!兰

f*=(，d，西“+珊k×(气珊*)一Mm，m×(g一}m)+b。，×，。)·口m (21)

式中毛=％。月。．L(J‰，曰。．)7；～=j‰。曰。，r。．此处，，。。为在坐标系中表示的支链下部杆件的质量矩；

r。，为支链下部杆件的质心位置(在原点为鸟，平行于oL一腕的坐标系中表示)；j‰，为E一一。，y 7。：’∥系相
对于o_‘nz系的常姿态矩阵；盈。，为哆一x。y。％系相对于尽一一。，’。z7。系的姿态矩阵．

5 算例

设算例中各支链杆长为‘。。=‘。=lm，各铰链点位置、方向矢量及E一√。，’。z’。，系相对于0_朋z

系、爿。一x。。y’。，z。。系相对于J”驯z系的姿态矩阵分别为

r。1=(0．45 0 0)7m ，。2=(一O 225 O．389 7 O)1m L3=(一O．225—0．389 7 O)1m

r6I=(0．7 O O)7m ，62=(一0．35 0 606 2 0)1” ％=(一0 35—0 606 2 O)7m

n。。=Ⅱ。。=(o l o)1”。：=口。：=(一、／i／2—1，2 o)7 H。，=n。，=(、／j／2—1／2 o)’

心。，=月。，=[i j1；]；％。=月。：=『一l，：一篆j z；]；E。，=月k，=『乏：：《jz；1

L=[孑0曼1培一 ‰=『莒0童]唔井 ‘=[著导曼]蝇·矗
铲(1；1)m％￡焉㈧引

眩
＼
l m／s2(r=5)
J

图2即为按所给公式求得的机构在无外力及外力矩作用下(‘=0，^《=0)运行4 s时，主动关节的位移、

速度、加速度及关节驱动力矩随时间变化曲线．

譬

置
：
a

置
寻

(c) (d)

图2主动关节的角位移，速度，加速度及关节驱动力矩曲线

rⅥ一／丁，一，一啪¨啪(2(+0+
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n／丁，一／一O产O博0博(8(
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6 结论

作者对3自由度3 RsR并联机构的微分运动学及动力学进行了分析．建立了动平台的微分运动约

束方程，给出了封闭形式的速度、加速度公式．通过假想将机构在球铰处拆开并利用支链杆件及组合运动

链的力和力矩平衡关系，得到了主动关节驱动力矩的解析表达式．所得公式具有表达形式简洁。便于直接

应用的特点．此外，该分析过程亦适用于其他少自由度并联机构．
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Differential l(inematic and Dynamic Analysis of

3—●RSR Parallel Mechanism

u JiaIl—feng，wANG)(in-h眦，wEI Y啪卸粗，wu Liang-sheng，wU GuarIg—zhong
(ColIege of MechaIlical E119inee血g and Applied日ec咖Ilical 1hhnology，

Be日i119 u面ve巧时of Tcchnology，Be日i119 100022，China)

Abstrnct：The au山ors invesdgateⅡle differcn在al bnem撕cs and dyn蛳ics of me 3一RSR parallel
mechanism， establish the ldnema廿c cons协int equadons of血e movable pl心姗accotding t0 me
stⅢctIlral character of血e sub_chains．and on “s h船is obtain the closed—fb叽 velocitv and

accelcmdon fornlulas of tIle mechallism．Thro”gh disass咖bling me mecharIism at山e sphedcal joints
and llsing tIle fome or moment eqlJili嘶um rcI瓶ons of bottl upper IillI【s of the sub_chains aIld t11e

combin“ve chain of movable plalfo皿and sub—chain upper Hnks，血e删廿lors dete“njne me cons嘶nt
forces ac百ng on me sphe^cal j oin琏． Rnally，the analydc expressions of acnlator ddving moment are

dedved bv means of me moment eallilib^um of山e lower 1inI墨of sub_c蜥ns．

Key words：3一RSR paral】el mecha面sm；diffb俺ndal Hnemadcs；dyn锄ics

  


