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域G F( 2) 上行列式 }B n
}的次数

麦结华

( 广西大学数学系 )

摘 要

本文引进了 D 子集的概念
,

并运用它求出了域口 F (幻上的行列式 }B
.

}的次 数

与 n 的函数关系
。

T h e D e g r e e o f D e t e r m i n a n t }B
n
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o v e r t h e
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八b , t r a e t
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t h e r e l a t i o o s h主p b e t w e e n t h e d e g r e e o f d e t e r m i n a n t }B n
!

a o d n

f i e全d G F ( 2 )
.

O V e r

f i n d

t h e

引

在 1 9 7 3 年的一次国际性数学会议上
,

令仁万

J
.

P e l ik a n
提出猜测

:

同余式组

几 一 k

乏马
a ` a ` 、 。 三 1 ( , ,: o d Z )

,

( k = 0 ,

1
, …

, ,: 一 1 )
` = 1

当 n 》 5时无整数解
.

屠规彰否定 了这个猜测
,

指出当 n = 12 时
,

该同余式组有解

{
“ `
一 “ “

一 “ ` 一 “ ’
一 “ ’

一 “

:
’
一 a ” 一 `

口 a
= 口 ` 之 口 . = 口 .

= 口曰 = U

本文于 1 0 8 3年 6 月 2 日收到
。
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此外
,

屠规彰还给出了该同余式组有解的充要条件
r , J 。

上述的同余式组等价于域 G F ( 2 )上的非线性方程组

0 0

众
、
鉴
呀

夔{
0 箱公匆

al叭
ór!

口 a 口 :

口 . 口 . _ i

(I i

O ” _ 2

在探讨方程组 ( l )有解的充要条件的过祖中
,

屠规彰得到了形如 }B
,

】的行列式
,

( 1 )

其中

( 2 )

为由 G F (2 )上的变元 b
, ,

b
: , … 、

0 ,

飞组成的矩阵
。

如果我们仅仅考乳息行列式 !对`

G F ( 2 )的数
,

故有 b毛一 b
;

( k 争1李

}万 「办沁展弃式币含肴匕游
b抓

`

袒韧每 个 b
`

都 是

扣> 1 时 , IB
,

!的 各 项 仅是 b
` l ,

b ` : , …

尔
`
的乘积

, i ,

< i : … ` : ,

找们祷豁 否:

当 ,

6次… 叭谱 的次
.

鬓飞
`

、

与此
,

屠规彰提出
:

行列 式 心

礁撒

! B
,

1的次数与
, 有何函数关系

。

本文考察 了 ! B
:

l的结构
,

找出了计算 ! B
.

!的较为简单的公式
,

拜且发现 了 ! B
.

!的次 数

与 n 的函数关系
。

号1
.

D ” 子 集

设
一

尤一 { (r
, : 为 r = 1

, 2 ,
~

,
川 ` 二 1

,

冬 *
,

`

n
}

·
. ,

’

是直角坐标平面上
n :

个整数点的集合
,

则任何一个 n x n 矩阵都可以看作是户个从咒
` 到 某

一个域 上的映射
。

对于 1 , 2 , … n 的任一种排列 r , , r :
·
` , , r : ,

我们称点集 { ( 1
, r :

) ( 2
, r :

) ( n , r .

) } 为 X
:

的一 D 个子集
。

对于任一矩阵 C 二 c(
` , )

: 、 ,

)及尤
。

上的任一 D 子集 S
,

让 我 们 作 与 C和 S

有关 fI勺矩阵 C ( S ) 一 ( a ` , )
。 、 ,

如下
:

C ` J 若 ( i
,

j ) 。 S ;

易知
,

当 D 子集 S 一 { ( 1
, 。 」

)
,

…

若 ( i
,

了) 。 X
,

一 S

(料
, : .

) } 时
,

行列式

了.. J、.̀
、

一一,J“

少 ( 夕 ) n

! C ( S ) }一 ( 一 1 ) ll C
` r `

共
,

卜T ( S )是从 1
,

2 ,

…
, n
到

r , , r : ,

1 = l

… , ; ,

的置换的逆序数
。

显然



麦结华
:
城 G F (2 )上行列式 { B

n l 的次数

IC I一 刃 }C (S )i (3 )

S是X n 的D 子集

(3 )式表明
,

IC ( S ) I实际上是 1C I的展开式中的 一项
。

据此
,

我们称矩阵 C ( S )为矩 l牢 C

的一项
。

如果 IC ( S ) l等 0
,

则称 C ( S )为 C 的非零项
。

对任何两个 D 子集 S ~ { ( 1 , r :

)
,

…
,

( i
, r ` ) } c X ` 及 S

产= { ( z
, r
夏)

,

…
,

( j
, r
二) } c X ,

,

规定它们的连接和为

S ① S ` = { ( z
, r ,

)
,

…
,

( i
, r ` )

,

( `+ z
,

i + r
f )

,

…
,

( ` + j
,

`+ r
乡) }

显然
,

S ① S 尸 是 X ` 、
j 中的 D 子集

。

刀子集之间的连接和运算满足结合律
,

但 一般来说不 满

足交换律
。

下面我们记 S
:

= { ( 1
,

1 ) } 二 万
: ,

S ` = { ( 1
,

2 )
,

( 2
,

3 )
,

…
,

(落一 1
,

i )
,

( i
,

1 ) } c X ` , i 》 2

称 S `为 i 阶的一类 D 子集
,

( i 》 1 )
。

如果

S ~ S f
:

① 5 1
:

①… 申 5 1。 ,
k > 1

,

幻》 1
,

则称 S 是一个 左段的二类 O 子集
。

我 们 有

引理 1
.

设 S 是 X
:

的 D 子集
,

则 B
:

( S )是 ( 2 )式所示矩阵 B
。

的非零项的充要条件是 S

是尤
:

的二类 D 子集
。

证明
:

如果 S 是 X
。

的二类 D 子集
,

由定义知

S = S ` :

① S ` :

印 …① S ` , ① ~ { ( 1
,

2 )
,

( 2 , 3 )
,

…
,

( i , ,

1 )
,

…
,

( i :

+ 1 , i :
+ 2 )

,

( 矛
:

+ 落
: ,

矛
,
+ 1 )

_

…
,

(

k : l

万 i J + 1 ,

无 一 1

p

J
二 1

` , 十 2 )
,

…
,

(

无

万

无 一 l

i , ,
万 f , + 1 ) }
J

= 1

且

由 ( 2 )式 可知

! B
·

( S ) }一 (一 1 ) , `“ ’

立
l “

: ,

一
( 一 1 ) , ` “ ’

`

( 1“ 一 ’ ·

“
· :

, ( 1` 2一 ` ·

“ ` :

,… ( 1`’ 一 ’ ·

“ ` , ,

一 (一 z ) , (召 ) 乙i ,

6
` : … b ` . 矢 0

即 B
,

( S )是 B
,

的非零项
。

反之
,

若 B
。

( S ) 是 B
:

的非零项
,

即是
_

_ _
.

T ( 召 ) 竺
}刀

。

(万川 一 ( 一 1 )
一

ll b ` , r `今 O
,

也就是锤一个 久
,

ir 关 o0
` 二 1

由 ( 么 )可知

b
` , r ` =

.

b ` 一 r ` + 1
,

1

0

故知排个 S = { ( f
,

i + 1 ) } U { ( j
,

当 r `《 f ;

当 r ` = i + 1 ;

当 r ` > f + 1
。

r , ) l
r , ( j }

。

下面对
n 采用归纳法

。

当 n 二 2 时
,

B
、

( S )

~ { ( i ,

1 )
,

( 2
,

2 ) } U { ( 1
, 2 )

,

( 2
,

1 ) }
,

S
`

= S `
申 5

1

和 S
夕 = S

:

都是X
:

的
一

二类 D 子集
。

假设 n 一 ` 时
,

结论成立
·

当 n 时
,

对一个 s
,

一刀
,

(
`

、 ) 一 ( 一 1 ) 少 `习 ’
八。 ` ,

` 二 l

如果 b
: , r .

二 b
: ,

一 b
:

时
,

则
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IB
·

( S ) I一 ( 一 i) , (召 )

(
`

仓
1 “ ` , r `

b
。 : ,

其 中 fl b
` , r `

今 0
,

存在
n 一 1级矩阵 B

使 IB 一
:

( S
’

) ! 一 ( 一 z ) T ( 召
`

)
fl b ` , r ` 。

由归纳假设知 S ` = S ` 1

0 5 ` :

。 …① S ` . ,

二 1

所以

.

,、、JZ
`二-

t+
犷肠,f

-
.̀

.口

O
.S 一 s ` :

申 S ` :

①… ① s ` .

① S ` : , : ,

其中 i ` 十 , 一 1
。

如果 b
· , r ·

今 o
, r ·

< n ,

b
. , r

一 b

r
z才.、
勺

T ( 召 )

于 是 由 ( 3 ) 知
,

IB
:

( S ) { = ( 一 1 )

: 一 1

n
` 二 1

·

(
`

立
` “ ` ,

一

)
一 ( 一 1 ) , `“ ’

(
r . 一 1

警
,

r ` = ( 一 1 )

。 ` ,
* + 1

)
b

: , r

一 ( 一 1 )
T ( S )

(
r `

毯
` “ `一

)(
”

几毯
` ’ “ `

)
。

r . 一 l
T ( S

尹

)

其中 `

警
1 b ` , r `

铸 o ,

存在 r

一 1 级矩阵 B :

一
i ,

使 1 B r 。

一 i ( S ` ) l一 (一 1 )

r . 一 1

n b
` , r ` 。

由归纳假设知 S = S ` ,

0 5 ` :

① … 0 5
` 。 ,

所以 S 一 S ` :

① S ` :

0 … 申 S ` .
申

名 = 1

S ` , 十 , ,

共中 i 。 · , 一 r · ,

从而结论对
n 时成立

。

号2
.

行列式 I B
。

}的计算

我们以 R 表示 X
:

}B
,

}

的所有二类 D 子集的集合
,

据 ( 3 )式及引理 1 可知

= 刃 }B
.

( S ) !
召 〔 R ( 4 )

我们称直角坐标平面
_

E连结点 ( 。
,

1) 与点 ( 1 ,

n) 的道线段为 X
.

的次对角线
,

若 X
.

的

一个 D 子集是对称图形拜以 X 的次对角线为对称轴
,

就称该刀子集是对称的
。

X
:

的次 对 角
, . 、 ` 。

二 协 ` J I n + 1 ” + 1 、 ~
、 , _

v .j i . , , 人 _ ~ n
一

,
,

; _
、

。 , _ _ , 、 _
。 / n + I n + 1、 ` ; _ , 、

线的中点是咬号
,

号o) 因为瓜 的任一个二类 D
一

子集与连 ( ”
, ` ) 至灭丫

,

军少
的线

段至多有一个公共点
,

故若以 Q表示 X
.

的所有的对称二类 D 子集的集合
,

则我们可以把 Q分

L!ìQ拆为互不相交集合 Q
。 ,

Q
: ,

…
竿」的和集

·

其中
,

Q
。

表示 Q 中所有与连 (从 ` ’

至
(
称 + 1

2 华 )的线段无公共点的 D 子集的集合
,

Q `表示 Q中所有包含点 ( 。 + 1 一 ` ,
* )的 D

么
声

子集的集合 ( `
一 ,

, : ,

…
,

}
~

丝牛1 〕
。

记号 〔二 〕表示数 二的整数部分 )
。

` 乙 J

引理 2
.

设 Q表示 X
.

的所有对称 D 二类子集的集合
.

则有

l(’) 若
” 为奇数

,

则 Q
。 一如 若 ” 为偶数

,

则 Q
。
一 { S毋 S

` :

S 为X号的二类 D 子集
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:
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{的次数

S 产为 S 关于次对角线的对称象 ;

( 1 1) Q
:
二 { 5

.

};

( i * i ) 对于 、一 2
, … ,

厂华 〕
,

Q
` 一 { s ① s

: 十 : 一 : `① s
` :

s 为 x ` 一 :

的二类 。 子 集
,

` 乙 -J

S
产为 S 关于次对角线的对称象 }

。

这只要由 Q ` 的定义便可立即得出
。

我们还易得 出下面定理
。

定理 1
.

设矩阵 B
.

如 ( 2 )式所示
,

令 IB
。

I = b
。

= 1
,

则

〔
一

会〕
IB

。

I = 刃 b
: 一 : `

IB `
I

,

( n = 1
,

2… )
。

落= O

证明
:

因为 X
,

的不对称的 D 子集成对出现 (每一个不对称的 D 子集与它关于

对角对称象总能配成一对 )
,

又因为 G F ( 2 )上任何相 同的代数式之和为零
,

故知

艺 }B
:

( S ) } = 0
。

于是
,

从 ( 4 )式立刻得到
刀 〔 R 一

Q

( 5 )

X
.

的次

〔奇 〕
}B 勺

召 〔口
}B

.

( S ) 1= `

誓
。

注意到在 G F ( 2 )上 ( b , :
b , : … b j . )

昌
= b , :

b , : … b , 。 ,

艺 IB
:

( S ) l
召 〔 Q `

由引理即可推出

艺
S 〔口

。

{
o

,“
“

(“ ” 一

! {
”

一

:

IB
:

( S ) ! = b
:

;

若
n 为奇数 ;

若
n 为偶数

。

艺
召 〔 口 -

艺
召 〔 口 `

r丑
.

( s ) I一 。
: + : _ : `

一刀
` _ :

I
,

(
’

`一 2 ,

…
,

「丝喜l 〕)
。

、 ` 乙 口 /

总之就是

} B

[令 ]
~ 艺 b

: 一 : `
IB

`

}
,

( n = 1
, 2

,

… )

运用定理 1 ,

我们可以简化 ! B
.

1的计算
。

I注 ’ J例如
,

我们很容算出

! B
:

} = b
: ; }B

:

! = b
:

+ b
: ; }B

。

! = b
。

+ b
, :

I B
`

I~ b
`

+ b
:

b
。

+ ( b
:

+ b
,

) : }B
。

1= b
。

+ b
。

b
,

+ ( b
,

b
:

+ b
`

) ;

注 l 根据行列式的一般理论
,

我们本来可以直接导出 } B
。

n

= 艺 b ` } B
。 一 `

i = 1

但是利用 ( 5 )式比 它 来 得 简 便

多了
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}B
, ,

! = b
: ,

+ b
。
b

,
+ b

,

}B
:

}+ b
。

I B
:

}+ b
:

IB
4

1+ b
、

} B
。

1

一 b
; :

+ b
,

b
,

+ b
,

b
:

十 b
,
b

,

+ b
。

b
。

+ b
:

b
`

+ b
:

b
:

b
:

+ b
。
b

:

+ b
:

b
,

+ b
: 。

今考虑任 一井负整数序列 L 一 ( i 。 ,

i
, ,

…
,

i : )
,

( k 》 0)
。

规定 L的权为

无

田 ( L ) = 叨 ( f
。 ,

i
, , … ` * ) = 艺 2 J f , ( 6 )

夕
= 0

若 w ( L ) 一 n ,

且最后 i * > O ,

则称 L为一个 班
。

序列
,

我们把所有的 班
」

。

序列的 集 合 记 为

沙
: ,

又规定井负整数 ` 与序列 L 一 ( i
。 , 艺, , … , f * )的连结和为

i 带 L 一 ( i
, ` 。 ,

…
, ` *

)
。

今记 班
。
一功

,
i 带班

。
一 { ` }

,

以及

` 带班
。

一 { i 带 L : L 。
平

:

}
,

( n 》 1 )
。

引理 3
.

珍
:

~ U ( n 一 2 1 ) 米班
` ,

( 1,一 1
, 2 , …

落二 0

证明
:

显然 ( n 一 2 1 ) + 2万~ ( n 一 2 1 )健
一

Z w ( L )
, w ( L ) = i ,

由定义知

ǐ
|

J;

一2ùl|J

研
:

= U ( n 一 2 1 ) 带附
` 。

仍设 b
。 一 1 ,

对任一个 班
.

序列 L 二 ( i
。 , ` : , … ,

f ` )
,

令
、 .户、、产厅了n八ù了扭、了、b ( L ) = b ` 。

b ` : … b “

显然有 b ` b( L )一 b( f 卡 L )
。

由定理 1 和引理 3 ,
’

不难用归纳法证明

定理 2
.

IB
二

}= 艺 b ( L )
,

( n 一 1
, 2… )

。

L 〔 W
:

定理 2 给 出了直接计算行列式
`

}B
:

!的途径
。

特别是
,

当我们只需知道 】B
:

!中某些项时
,

运用 ( 8 )式更为方便
。

号3
.

{B
n

{的 次 数

对于
r = 1 , 2 , … ,

记 阴
,

~ 却 ( r , r 一 1 ,

… 2 ,
1 )

.

由 ( 6 )式可知

。
,

= r + 2 ( r 一 1 ) + 2 “

( r 一 2 ) + … + Z
r 一 昌 .

2 + 2
了 一 `

二 2
’

“ 一 r 一 2 ( 9 )

引理 4
.

汽< r 。

证明
:

的正整数
。

到 j
: , … ,

设 才
:

序列 L ( `
。 ,

i
: , … , ` 。

)舍有 元个彼此不等的正整数
,

如果
n < m

, ,

则

让我们从 L中选出一个子序列 L
产 ~ (]’

, , … ,

j
`

)
,

使得 j
, ,

·

… j
`
是互不相 等

易见 、 ( L
产

)《 。 ( L )
。

逐次调动序列 L
`

中相邻的两个数的位 置
,

最 后 必 能 得

j ; 的诸数的由大到小的排列 L
沙 = (j

。 : , … 八 ; )
。

易知 “ ( L
夕

)《 ` ( L
`

)
。

因 为
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:

城 G F ( 2 ) 上行列式 } B
n ! 的次数

灿 > 兄
,

]’=a > 兄一 1,. 一 ]’a 、 ( 1
,

故 m *
一田以

,
兄一 1 ,

…
, 1 ) ( 切 ( L

沙

)
·

综 卜所 述
,

得知

阴 * ( 。 ( L ) ~ n < 卿
, ,

从而推出 兄< : 。

引理 5
.

若 L 一 (]’ 1 ,

j
: ,

…
,

j
*

)是个 不
:

序列
,

且 j
l

> j
:

> 一 > 八 > 。 ,

则 在附
,

中

就不会有别的序列能同时包含 j
, ,

…
,

j
*

这 之个正整数
。

证明
:

设 L 一 ( j
、 ,

j
。 , … ,

j * )是一个班
:

序列
,

若有另一个才
二 ,

序列 L
`

亦同时包 含

有 j
l ,

L
产 〔 不厂

…
,

j * ,

且 L 产份 L
,

则仿照引理 4 的证 明 可 推 出 n 产一 阴 ( L
尹

) > 二 ( L ) 一 n ,

因 而

现在
,

我们考虑行列式 ! B
.

1的次数
,

! B
:

!的次数就是把它展开拜简化后保存下来 的 各

项的最高次数
。

由定理 2 知 ! B
:

!的次数不超过各个 b ( L ) ( L 〔
牙

。

) 的 次数的最大值
。

但对任

L 一 l(’ 。 ,

…
,

￡; ) `
班

· ,

b( L ) 一阮
。

阮
, … 民 ; ,

由于 G F ( 2 )上的变元 阮 的 2 次方仍然 等 于

民以及 b
。

~ 1
,

故知 b( L )的次数应该等于 { ￡。 , …
,

` 、
} 中彼此不等的正整数的个数

。

因此
,

据引理 4 立得

引理 6
.

如果 n < m
, ,

则 IB
。

!的次数小于
r 。

引理 7
.

如果 L 二 { j
l ,

…
,

j * )是个附
:

序列
,

且 j
:

> j
:

> … > j ; ,

则 IB
。

}的展开 式 在

化至最简之后仍然包含有 如
1

如
2

… b , 、 这一项
·

证明
:

因为 L `
班

· ,

故 ( 8 )式右边包含有 如
:

匀
:

…
j * 这一 项 又 据 引 理 3 知 该 项 在

( 8 )式右边只 l
一

比现一次
,

它不会在 ( 8 )式右边的求和过程 中
,

因与同类项合拜后而消失
。

因

此
,

由定理 2 知 }B
·

}的展开式在化至最简之后
,

仍然包含有b八
,

b八 … b , ;

这一项
。

运用引理 7 ,

我们不须进行复杂的计算就可以$lJ 定 】B
,

1的展开式 (在化简 之 后 ) 是 否

包含哪些项
。

例如
,

若以记号民
,

阮
: … 瓦 * `

! B
:

}表示阮
:

民
2

…
` * 是 }B

,

l的展开 式 中 的 一

项
,

则有 b
:

b
:

b
l o

1B
, ,

}
,

b
, ,

b
:

b
t 。 】B

: 。

}
,

b
;

b
。

b
:

b
l 。

}B
: 。

}
,

等等
。

定理 3
.

设行列式 ! B
。

}的次数 为 d
。 ,

则 对 于
: 二 1

,

2
,

…
,

当 2
’ ` ’ 一 ; 一 2乙 ,: < 2

, ` “
一 :

一 3 时
,

d
。

= r 。

证明
:

因为 u < 2
’
朴 “ 一 : 一 3 一 。

, 十 , ,

由引理 6 知 d
:

> : 。

另一方面
,

合 k ~ n 一 lZ n , 一 , ,

(若
r 一 1

,

则合 k ~ n)
,

由 n > m
,

可得 k > 。
,

一 Z m
, _ ,

一 : 。

于是
,

由引理 7 知 ! B
。

】的展开

式在化至最简之后仍然包含有 b
,

b
, _ ,

b
, _ :

… b
:

b
:

这一项
。

因此
,

我们最后有 d
:

一 ; 。
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