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高维部分线性模型中的变量选择

杨宜平，薛留根，王学娟
( 北京工业大学 应用数理学院，北京 100124)

摘 要: 研究了高维部分线性模型中的变量选择，结合样条方法和 Dantzig或 Lasso变量选择方法，同时进行变
量选择和未知参数估计，证明了估计误差的非渐近界． 模拟结果说明，该方法在参数维数较高时优于已有方法．
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1 研究背景

考虑部分线性模型
Yi = X

T
i β + g( Ti ) + εi，i = 1，…，n ( 1)

其中，Yi 是响应变量; Xi 是 p维协变量; β是 p维未知参数; g(·) 是未知的函数; εi 是随机误差且 εi 与( Xi，
Ti ) 独立，均值为 0，方差为 σ2 ． 不失一般性，假定 Ti 在闭区间［0，1］上取值． 传统的模型都假定 β 是有限
维，提出了估计参数和非参数的方法，如核方法［1］、样条方法［2］、局部线性方法［3］等． 但是，当 p 很大，与 n
的大小相当甚至大于 n时，已有的方法不能处理该问题，因此，作者考虑高维的部分线性模型，假定 p 很
大，β稀疏，即 β 的一些元素是 0，对非参数部分，采用样条方法逼近非参数函数 g( t) ，然后用 Dantzig 或
Lasso变量选择方法进行变量选择［4-5］，同时估计未知参数． 关于变量选择的更多研究可参见文献［6-13］．

2 方法与主要结果

令 B( Ti ) =［b1 ( Ti ) ，b2 ( Ti ) ，…，bq ( Ti) ］
T 是 q 维的基函数，g ( Ti ) 由 q 维的样条逼近，允许一些误

差，即
g( Ti ) = B

T ( Ti ) η + e( Ti ) ( 2)
其中 η是 q维参数． 由式( 1) 和式( 2) 可得

Yi = X
T
i β + BT ( Ti ) η + ε*

i ( 3)

其中 ε*
i = εi + e( Ti ) ．
假设 β已知，为了得到 η的估计，需最小化

1
n ∑

n

i = 1
( Yi － X

T
i β － BT ( Ti ) η)

2 ( 4)

为了求出式( 4) 最小值，对 η求偏导并令其为 0，有

∑
n

i = 1
B( Ti ) B

T ( Ti ) η = ∑
n

i = 1
B( Ti ) ( Yi － X

T
i β) ( 5)
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令 Y = ( Y1，…，Yn )
T，X = ( X1，…，Xn )

T，B( T) = ( B( T1 ) ，…，B( Tn ) )
T，将式( 5) 代入式( 3) ，有

Y

⌒

= X

⌒

β + ε* ( 6)
其中

Y

⌒

= ( I － B( T) ( BT ( T) B( T) ) － 1BT ( T) ) Y

X

⌒

= ( I － B( T) ( BT ( T) B( T) ) － 1BT ( T) ) Y
I是 n × n单位矩阵 .

模型( 1) 转化为线性回归模型( 6) ，由于假定 β 稀疏，一系列的变量选择方法都可以估计模型( 6 ) 中
的 β． 本文采用 Dantzig或 Lasso 变量选择方法． James等［14］指出了 Dantzig 和 Lasso 变量选择方法的一些
优点: 2 种方法对高维的参数模型有较好的经验结果; 2 种方法都有有效的算法，Lars算法用于计算 Lasso，
Dasso算法用于计算 Dantzig．

注意到 2 种方法都需假定设计阵标准化，即协变量矩阵的列范数等于 1. 因此，首先标准化 X

⌒

，模型
( 6) 变为

Y

⌒

= 槇X槇β + ε* ( 7)

其中，槇β =DX

⌒β且 DX

⌒是对角阵;对角线元素是 X

⌒

每一列的范数; 槇X是 X

⌒

标准化的矩阵，列范数为 1.

考虑模型( 7) ，Lasso估计 槇β
^
L 为

槇β
^
L = arg min

β
～

1
2 ‖Y

⌒

－ 槇X槇β‖2
2 + λ‖槇β‖1 ( 8)

其中，‖·‖1 和‖·‖2 分别表示 L1 和 L2 范数; λ≥0 是调整参数．

Dantzig估计 槇β
^
DZ为

槇β
^
DZ = arg min

β
～
‖槇β‖1 且 | 槇X j ( Y

⌒

－ 槇X槇β) |≤λ，j = 1，…，p ( 9)

其中，槇X j 是 槇X的第 j列; λ≥0 是调整参数．
James等［14］给出了 Dantzig选择和 Lasso等价的充分条件，即

u = ( Dλ
槇XT 槇XDλ )

－ 11≥0 且 ‖槇XT 槇XDλu‖∞≤1 ( 10)

其中，Dλ 是对角阵; 1 是全为 1 的向量． 令 槇β
^
λ 是用调整参数 λ得到的 Lasso估计，如果 槇β

^
λ 的第 j个分量是

正数、负数或 0，相应的 Dλ 的第 j个对角线元素是 － 1、1 或 0．

由式( 8) 或式( 9) 可以得到 槇β 的估计，令 槇β
^
是采用 Dantzig 或 Lasso 方法得到的估计，则 β̂ = D － 1

X

⌒槇β
^
． 定

理 1 将给出 β̂的非渐近界，在定理 1 中，δ、θ、Nn，p都是已知常数，在定理证明中将给出其定义．

定理 1 假设 β是 S稀疏的参数且 δX

⌒

2S + θ
X

⌒

S，2S ＜ 1，如果式( 10) 成立且

max ‖槇XTε* ‖≤λ ( 11)
则

‖β̂ － β‖≤ 1

槡n
Nn，pλ槡S ( 12)

注 1 当用 Dantzig选择计算 β̂时，如果式( 10) 不成立，仍有定理 1 的结论． 仅用 Lasso 计算 β̂ 时，才
需式( 10) 成立的条件．

定理 2 假设 εi ～ N( 0，σ2 ) ，令 ωq = supt | e( t) |，对任意 a≥0，如果 λ = σ 2( 1 + a) log槡 p + ωq 槡n，那

么，式( 11) 成立概率至少 1 － { pa 4π( 1 + a) log槡 p}
－ 1
，且有
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‖β̂ － β‖≤ 1

槡n
Nn，p 2S( 1 + a) log槡 p + Nn，pωq槡S ( 13)

注 2 在适当条件下，随着 n、p、q 的增加，Nn，p收敛到常数，ωq 退化． 例如，当用分段常数基时，如果
g'( t) 有界，ωq 以 1 / q的速度收敛到 0;当用分段多项式基时，如果 gd + 1 ( t) 有界，ωq 以 1 / qd + 1的速度收敛到
0 等．

3 模拟研究

为了验证本文的方法，利用 Monte Carlo方法构造了一个有限样本的模拟． 在数值模拟研究中，考虑
如下部分线性模型

Y = XTβ + g( T) + ε
其中，β = ( 0. 25，0. 5，1. 0，1. 5，0，0，…，0) T 是 p 维参数; X 是 p 维正态分布，均值为 1;协方差阵为单位矩
阵，εi ～ N( 0，0. 5) ，i = 1，…，n; g( Ti ) = cos ( 2πTi ) ． 在模拟过程中，样本量 n = 100，q 取值分别为 10、50、
100、120． 本文模拟采用 B样条函数逼近 g( Ti ) ，样条次数 m = 3，节点个数 k = 3，节点是［0，1］上 3 等分
点． 模拟考虑了 3 种变量选择方法: Dantzig方法、Lasso 方法和 SCAD 方法，重复计算了 1 000 次，记录下
了 3 个指标的值: β非零元素的估计的平均值、4 个非零元素错误设为 0 的平均个数以及 q － 4 个非零元素
正确设为 0 的平均个数． 模拟结果见表 1．

表 1 变量选择和估计
Table 1 Variable selection and estimators

方法 p β1 β2 β3 β4 I C

SCAD 0. 249 0. 502 1. 003 1. 500 0. 002 5. 281

Dantzig 10 0. 248 0. 501 1. 002 1. 500 0. 002 5. 185

Lasso 0. 249 0. 502 1. 003 1. 500 0. 002 5. 161

SCAD 0. 244 0. 498 0. 999 1. 499 0. 038 43. 515

Dantzig 50 0. 243 0. 494 0. 992 1. 496 0. 024 39. 809

Lasso 0. 243 0. 494 0. 992 1. 496 0. 030 39. 169

SCAD 0. 211 0. 477 0. 974 1. 465 0. 250 77. 348

Dantzig 100 0. 214 0. 466 0. 963 1. 467 0. 044 87. 788

Lasso 0. 209 0. 459 0. 958 1. 462 0. 056 88. 454

SCAD 0. 204 0. 466 0. 933 1. 406 0. 204 95. 531

Dantzig 120 0. 211 0. 464 0. 963 1. 464 0. 040 101. 414

Lasso 0. 201 0. 455 0. 955 1. 455 0. 043 106. 504

注: 3 ～ 6 列是 β非零变量的估计值; 第 7 列 I代表 4 个非零变量错误设为 0 的平均个数; 第 8 列 C 代
表 q － 4 个非零变量正确设为 0 的平均个数．

由表 1 的结果可以看出，当 p ＜ n时，3 种方法都能给出 β 的较好估计，SCAD 方法比 Dantzig 和 Lasso
方法更能有效选出系数为 0 对应的协变量，但是，4 个非零元素错误设为 0 的平均个数略高于 Dantzig、
Lasso方法． 当 p = 100、120 时，Dantzig和 Lasso 方法明显优于 SCAD 方法． 因此，在处理 p≥n 的情况时，
Dantzig和 Lasso方法有一定的优势．

4 定理的证明

为了得到本文的结果，首先定义 δ和 θ，该定义首次被 Candes等［15］引入．
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定义 1 令 X是 n × p矩阵，将 X标准化，对给定 T{ 1，…，p}，从中提取 T中元素对应的列向量，构
成矩阵 XT，即 XT 是 n × |T |的子矩阵． 那么，对所有子集 T( 其中 |T |≤S) 和所有长度为 |T |的向量 c，定义
δXS 为使得( 1 － δXS ) ‖c‖2

2≤‖XTc‖
2
2≤( 1 + δXS ) ‖c‖2

2 成立的最小值．
定义 2 令 T和 T'是不相关的 2 个集合且 T，T'{ 1，…，p}，|T |≤S，|T' |≤S'． 那么，如果 S + S'≤p，

对所有 T和 T'以及所有对应的向量 c和 c'，定义 θXS，S'为使得 | ( XTc)
TXT'c' |≤θXS，S'‖c‖2 ‖c'‖2 成立的最

小值．
为了证明定理 1，需 James等［14］的结果．

引理 1( 文献［14］中的定理 4) 假设 槇β是 S稀疏的向量且 δX

⌒

2S + θ
X

⌒

S，2S ＜ 1，令 槇β
^
是 Dantzigho或 Lasso估

计，如果式( 10) 和式( 11) 成立，则

‖槇β
^
－ 槇β‖≤ 4λ槡S

1 － δX

⌒

2S － θ
X

⌒

S，2S

定理 1 的证明:

‖β̂ － β‖ =‖D － 1
X

⌒( 槇β
^
－ 槇β) ‖≤‖D － 1

X

⌒‖‖槇β
^
－ 槇β‖ =

1

槡n
Cn，p‖槇β

^
－ 槇β‖≤ 1

槡n
4Cn，pλ槡S

1 － δX

⌒

2S － θ
X

⌒

S，2S

= 1

槡n
Nn，pλ槡S

其中

Cn，p = max
1≤j≤p

1
1
n∑

n

i = 1
X

⌒

2

槡 ij

Nn，p =
4Cn，p

1 － δX

⌒

2S － θ
X

⌒

S，2S

定理 2 的证明:

代入 λ = σ 2( 1 + a) log槡 p + ωq槡n到式( 12) ，可得式( 13) ． 注意到

| 槇XT
j ε

* | = | 槇XT
j ε + 槇X

T
j e( Tj ) |≤ | 槇XT

j ε | + | 槇XT
j e( Tj ) |≤σ |Zj | + ωq槡n

其中 Zj ～ N( 0，1) ． 该结果基于事实 槇X j 范数为 1 且 εi ～ N( 0，σ2 ) ，则 槇XT
j ε ～ N( 0，σ2 ) ．

因此

P( max
j
| 槇XT

j ε
* | ＞ λ) = P( max

j
| 槇XT

j ε
* | ＞ σ 2( 1 + a) log槡 p + ωq槡n) ≤

P( max
j
|Zj | ＞ 2( 1 + a) log槡 p) ≤p 1

2槡 π
exp { － ( 1 + a) log p} / 2( 1 + a) log槡 p =

{ pa 4π( 1 + a) log槡 p}
－ 1

P( max
j

| Zj | ＞ 2( 1 + a) log槡 p ) ≤ p 1
2槡 π

exp { － ( 1 + a ) log p} / 2( 1 + a) log槡 p的证明基于事实

P( sup
j
|Zj | ＞ u) ≤ p

u
1
2槡 π

exp ( － u2 /2) ． 即可证得定理．
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Variable Selection in High-dimensional Partially Linear Models

YANG Yi-ping，XUE Liu-gen，WANG Xue-juan
( College of Applied Sciences，Beijing University of Technology，Beijing 100124，China)

Abstract: This paper considers the problem of variable selection in high-dimensional partially linear models． By
combining spline method and Dantzig selector or Lasso，the authors simultaneously select variables and estimate
parameters． The simulation results show that the proposed methods are better than the existing method when the
dimension of parameters is much larger than the number of observation．

Key words: splines; estimation theory; linear regression; Monte Carlo method
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