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摘 要 讨论了利用微分中值定理
“

中间点
”

的渐近性
,

改进 T a y lor 公式的问题 ; 证明了在

f( x 。 十 h )的 aT y lor 公式中
,

用 中间点言的渐近值 x 。 十 hA 替换余项中的言
,

可 以得到一个推广的

aT yl or 公式
,

而且推广后公式的余项中的中间点珍也有渐近性
.

同时
,

证明了
“

中间点
”

渐近性

的递推性
,

给出了一个更一般的结果 (定理二 )
.

关键词 渐近性
,

中间点
,

中值定理

分类号 0 13

文献讨论了 T ay lor 定理 中间点渐近性 的递归性
,

本文希望把这种讨论深人下去
.

定理 ( aT y lo r
) 设 f ( x )在 [ x 。 ,

x 。
+ h ]上有

n
阶导数

,

则在 ( x 。 ,
x 。 + h )内至少存在

一点 言
,

使下式成立
,

了( · 。 · ”卜了( ·
。

卜客去
,

,

( 门 ( · `,

) ”
畜 · ,

(一 (。 )”
·

( l )

在文献 【2]
,

L3] 中给出下面
“

中间点
”

渐近性定理的证明
.

定理 (中间点渐近性定理 ) 设 f( x) 在 〔 x0
,

x 。 + h 〕上有 。 + p 阶连续导数
,

且

f
( ” 十 , ) ( x 。

) = o ( l 毛 j < 尸 )
,

f
`” 十 p ) ( x 。

) 羊 o

A o =

( C 二
十 。

)

则由 ( l) 式确定的中间点言
,

有

普一 戈
、 1

11m

—
= 一 ; 二二二二二二二 = A

_

* 一 +0 ”
刁《

+P

本文现在要讨论的问题是很 自然提出的
,

即
,

如果用言的近似值 x 。 + A o
h 代换 ( 1) 式右

端中的言
,

(1 )式右端将变为

钊尸
` )

(x
,、

)
_ 1

1
_ _ 、 -

一
、 、

- - 一一
1

-

0(Q
” ) 一 j(

` 。
) +

各一几万- ”
“ 一

’

+ 蔽 了
“ ’

( ` 。 + ” 。” ’ ”讴盯是古仔在一
`
广

类似于 T a y l or 公式余项的式子 R
。

( h )
,

使
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:
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f ( x 。 + h ) = j
`

( x 。
) +

、

/ ( 工。
) + …

`

厂` ’ 一 ’ )

(x
。

),,
,

一

十

—
打

’

十
尹2 一 1

卉z
仗 , : , ( 二

。
+ 月 。。 ) ,, ! ,

+ *
。

( 。 ) 一 。
。

( 。 ) + *
。

( 。 )

n !

成立 ? 姑且称这种方法得到的式子为
“

推广
”

的 T ay lo r公式
,

那么这种改进后的 T ay lor 公式

的
“

中间点
”

还有渐近性吗 ?

定理 l [ ’
,

’ } 设 f ( x )在 [ x 。 , x 。 + h l上有 n + 尸 + 2 阶连续导数
,

且

f (
” + , ) ( x 。 ) = o ( l 簇 j < 尸 )

记

Q
。

( h ) = f ( x 。
) + f

`

( x 。
) h +

f
“

( x 〔 , )

—
八

一

+ … 十

了止只
万 z

、

` ,

卜 】 , ( 二
。

)。一
、

粤f
`· , ( 二

。 + 、 。。 ) 。
·

L n 一 l )艺 n :

则 l) 在 ( x0
,

x 。 + h )内至少存在一点叮
,

使下式成立

M
。 十 l

f( x
。

+ h) 二 么 ( h) + 丁一一二一 , 万
一
下 尹

“ ’ “

”
’

(叮 ) h’’
L刀 十 P 十 l ) !

( 2 )

这里 凡
十 , 一 l 一 [ ( n + 夕 + l ) / (夕 + l ) ] A 。

·

2 ) 若 f (
” + 夕十 ’ ) ( x o

) 羊 o
,

记

, _ (
” + p + l ) ( ” + p + 2 )

A ; + 1 =
( P + l ) ( p + 2 )

A
;

(
n + P + 2 ) ( l 一

n + P + l

P + l

“

中间点
”

粉满足

h

嚓
叮一 x o

h

二 A p 、 1

证 明 l) 利用余项为积分形式的 T ay l or 公式
,

将 Q
。

( h )及 f ( 戈
。 十 h )分别成为

Q
。

( h ) =
宕广

)
( x n

)
.

丫
r

,

, . 、
`

、

- -

夕
.

一一 , 不一一 厅 + 下 1[
” ` ’

( x 。
) 十 u 十 … 十 u 十

二或! l ! n !

f
( ” + 刀 ) ( x 。

)

—
( A .、

h )
`

J

P :

·

封
` 。

“
。 八

了
、

`

一
) ( r ) ( 二

。 + , 。
h 一 t )

尸
d l l

、 o

f ( x 〔。 + h )

户

=
I

f (` ) ( x
。

) -

= )

一
h
’

+ o + … o +

一
/
伙 ” 十 ” ’

( x 。

) 方
” 十 ’ +

忿
】 I! ( n + P ) !

( n + P )! 丁
` 。 `

)
\ · ` 尸 ` ” (犷 , (

一
” 一 ` ’

” + 刀
d̀

由于

C艾
十 。

( n + P )!

n ! P!
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故有

人
· + 刀

f
代 ” 十 刀 ’ (x 。

)

n ! P !

月 : =丁
鲜共 f〔一

) (二
。

)

t n + P ) !

因此

f (x 。 + h ) 一 Q 。 (h ) =

(n + P ) ! 丁 f
叹 ” 十 尸 十 ” (t ) (x 。 + h 一 t )

夕 十 ,
d t 一

与

共 {
n ! P : J

丫。 + A o h

f
`” ` ’ + ’ ) ( t ) ( x 。 + A 。h 一 t )

尸
d t

令 t 二 x 。 + hs
,

对上面积分进行变量替换
,

则

f ( x 。
+ h ) 一 Q

O ( h )

= :

军冥
万

{
’

t n + P ) ! J o
f

` ” 十 ’ 十 ’ ) ( x 。 + s h ) ( l 一 s
)
” + ”

ds -

石
月 + p + l 「A 。

.

f l

共一 ! f
` ” 十 p + ” ( x 。 + s h ) ( A 。 一 s )

p

ds = h
n 十 p + ’

I f
, ” 十 p 十 ” ( x 。 + s h ) 10 ( s

) ds
n : P 艺 J 0 J O

其中

( l 一 s )
” 十 尸

( n + P )!

( l
一 )

” 十 尸

( n + P ) !

当 A 。 ( s 簇 1

n ! P !
( A 。 一 s )

p ,

当 o ( 了 ( A
。

!
J

I
一一

、 .尸少

S
了.、产与

后面将证明 10 ( 、 )在 0[
,

1

中 。 在 x 。
与 x 。 + h 之间 )

,

f ( x 。 + h ) 一 Q
。

( h ) =

]上是不变 号的连续函数
,

因此 由第一积分中值定理
,

存在粉(其

有

”
” ` 刀 ` ’ `仗

” ` 尸 “ ) ( 。 )

丁10 ( “ ) ds =

八

一
f (

一
( 。 ) 。

工:
’̀

`
,

( · ) 。 +

丁;
。

、 ( · ) ds -

八
” + p + ’

f (
” + ’ + ’ ) (叮 ) [ (

一 ( l 一 、 )一
。 + l

一 ( l 一 s )
” + “ + ’ -

—
一 一丁丁一一 , 下尸二 ( A

( n + P + l ) ! n ! ( P + l )!

.

} A。

。 一 ’
)

, ` ’

…
。 +

(
n + 夕 + l )! 一{

。

] 一 。一
“ + ,

f
`· + ” 十 ” ( 。 ) (

一
-

一
) =

气n 一 P 一 l ) : n : 气n 十 P ) :

( n + P + l ) !

力
n + 尸 + ’

f “ ” 十 尸 十 ” ( 粉 ) ( l 一
n + P + l

P + l
A 。 )

峡
、 l

丁, 了一一气一下下丁 j 气 lr ) n

L n 一 P 一 l ) :

现证明
,

在 [ 0
,

l ]上 10 ( s ) ) o
,

显然在 [ A 。 ,

l ]上 10 ( s ) ) 0
.

在〔 o
,

A 。
]上

几(
s ) =

( l 一 s )
n 十 刀 l

(
n + P ) ! n ! P

( A 。 一 s )
” =

( n + P )!
[ ( l 一 s

)
” + ’ 一 C二

+ ,

( A 。 一 s
)

p

]

因此只要证明 ( l 一 s )
” ` 尸 一 叮

+ ,

( A 、、· 、 )
“

) o
,

即证明 兀( s ) 一 ( l 一 s )岁
A o 一 s

A o

) 0
,
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便可推知 l
。

(、 ) ) 0.

石
`

(、 )一

由于

1 2 + P
. 、

答 l

—
(l 一 s )

”
+ —P

` ’

Ao

,

叮
“

( s ) -
n + P

P 劳
( 1
一 )芳

一 ’
) 0

故知瓦
`

( 、 )在 [ 0
,

A 。
]上非降

.

注意到 自然数 p ) 2 时
,

n + P 一 I n + P

—
>

—P 一 I P

因此 (竺里 、
.

(

P

n + P 一 l

P 一 l

n + l
、

n + P
、 。 。 。

一 l

(不万 ’ ) t
一

下下 ”
“ p月 不

>

n + P

P
所以

厂
,

( 口卜 土
A 0

n + P

—
> U

P

由石
`

(
s )的非降性

,

可知在 [ o
,

A 。
]上叮

`

( s ) > o
,

证叮( o ) = o
,

所以在 [ o
,

, 。
]上石( s ) ) o

,

这样

2 ) 由 T a y l o r
公式

,

有

二 f ( ` ) ( x
_

、

j ( 义。 + ” ’ 一了( ` o ’ 十昏一
一

不一
”

’

+ 。 + “
`

故知叮(
:

)在 〔0
,

A 。

]上单调增加
.

易验

l
。

( s )在 [ o
,

l ]上恒非负
,

( 2 )式得证
.

+ 0 +

f (
” 十 尸 ) ( x 。

)

了̀、、、 .少
h

” + p + h
” + p 十 l +

f
`” 十 ’ + ’ ) ( a .

)
h

” + p + 2

( n + P ) !

f (
” 十 ” 十 ’ ) ( x 。

)

( n + P + l ) ! n + P + 2 )!

群了
`· ) ( 二

`、 、 、 。̀。 )

n :

一

群
「, 、

·
’ ( x 。

, + 0 +

n !

… + 0 +
f (

” 十 ’ ) ( x 。

P!
( A。 h )

” +

f
(” 十 ” ` ’ ) ( x 。

)
(月

。
h )

尸 十 ’
+

f (
” + 夕 ` ’ ) ( x 。

)

( P + l ) ( P + 2 )!
( A。 h )

’ + ’ + o
( h

’ + ’

) ]

一
~

l̀空岁 ( 1 -

L n + P + l )

P + n + l

尸 + l

A。
) f

` ” 十 ” 十 ’ ) (刀 ) =

石答后任协
( ` - n + P + l

P + l

A。
) [f

(” + ’ + ’ ) ( x 。
) + (。 一 x 。

) f
(” 十 ’ 十 ’ ) ( a Z ) ]

这里 x 。 < a , < x 。 + h
,

h
”

n !

及

x 。 < a Z < 粉 < x 。 十 h
.

将上面 3 个式子代人 ( 2) 式
,

利用恒等式

( A 。
h )

刀 =
h

n 十 p

( n + P )!

群
+ ’

n ! ( P + l )!

消去式中含 h
n + ”
及 h

” 十 刀 + ’
的项

,

! 一

n + P + l

P + l
A o

( n + P + l )!

整理得

( n + P + l )!

丈蕊夸言
竺
卷
了f `

” ` ” ` ” `一 ,一 `”
” ` ” `

” ` h
月 + p + 2

n ! ( P + 2 )!
注公

十 ’
f

、

` ” + ’ + ” ( x。 ) +

竺兰里 (玉 ) ( 1 -

咬n + P + l )!

n + P + l

P + l

A。
) (刀一 x 。

) h
” 十 ” 十 ’
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由厂
” + 尸 + ’ )( x )的连续性及厂

” 十 `’ + 2’ ( x 。
)羊 o

,

故有

1 9 9 8年

l i m
h 一 0

+

粉一 x 。

h
l i m

h 一 O +

z
仗 ,! · 尸 ` 2 ’ ( a 【

) A名
` 2 , ` , 、 。 、 . 、

二, 一一 , 一一一一二二万万 一 一万-丁
.

一
-
一二代 T l

`
’

“
’

( X
。

) + O ( 1 ,
( n + P + 艺 )! n ! ( P + 艺 )!

-

不汁下 ( ,
n + P + l

P + l

A。 ) f
`” 十 尸十 ’ ) (吼 )

( n + P + I ) ( n + P + 2 )
1 一

—
A

( P + l ) ( p + 2 )

( n + P + 2 ) ( l 一

n + P + l

P + l

= A , + l

证毕

A 。 )

定理 1 确实证明了
,

在 aT y lor 公式 ( 1 )中
,

用中间点言的渐近值 x 。 十 丸h 替换余项中的

言
,

可以得到 f ( x 。 十 h )的一个较好的近似式
,

改进了 T a y lor 公式
,

而且改进后的 T a y lor 公

式的
“

中间点
”

叮也有渐近性
·

按此思路
,

再将刀的渐近值 x 。
+ h A

, 十 l
替换改进的 vaT lor 公式

·

的中间点粉
,

…
,

循环往复
,

会出现一个令人满意的结果吗 ? 这正是定理 2 要讨论的问题
.

为了使定理 2 的讨论清晰
、

简明
,

先给出几个引理
.

首先要解决的是
,

f ( x 。 + h )的 k 阶近似式 么 ( h )中的各系数 从
,

A ,

应满足什么条件 ?

引理 1 设 f( x) 在 〔x0
,

x 。 + h 〕上有 。 + p + 2k + 1阶连续导数
,

且

f (
” + , ) ( x 。 ) = 0 ( o ( j < 夕 )

,

f (
” + p + ` ) ( x 。 ) 羊 o ( i = l

,

2
,

…
,

Zk + l )

若

钊 f (
`

) (
x n

) M
。

j ( x 。 + h ) = 乙 - 万一- h
`

+ 二丁 j
飞 ” ’

( x 。 + A 。
h ) h

“
+

` 三毛 I乏 刀 二

M
.

,

几一一 , 一牛舟牛一
丁 f `” + p + 刀

( n + p + 方 一 I ) !
-

, ’ ( x 。 + A , + ; 一 l
h ) h

” + , + 2j 一 ’ + o ( h
” + , 十 ’ ` + ’

) ( * )ó艺川

则常数 城
,

A , + 2, 一 l ,

凡
+ ; 一 ;

(j = 1
,

2
,

…
,

k + l )满足下列各等式

1一川
一一

A o ,

M
o

M
。 A 公

n ! P ! ( n + P )!

叽M
。 A 乞” 对

, + :

—
十

—
n ! ( P + l )! ( n + P + l )! ( n + P + l )!

M产乞
十 `

—
+
峡

、 、A , + ,

n ! ( P + 2 ) ( n + P + l )! l ! ( n + P + 2 )!

M
o A公

+ ’ ` 一 ,

n ! ( P + Z k 一 l )!

M
。 十 , A

:+--̂
, 2

峨
+ 。

心甘
(

n + P + l )! ( Z k 一 2 ) ! ( n + P + 3 ) ! ( Zk 一 4 ) !
+

. , .

+
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凡二立兰生兰三二三二二一 十
材

。 、 2 、 一 l

( n + P + Z k 一 3 )! 2 ! ( n + P + Zk 一 l ) ! ( n + P + Z k 一 l ) !
( 4 )

M
( , A么

· 2` M
: 十 , 月 ;七

1’

峡
、 3 A ;+--ka

,

n ! ( P + Z k )! ( , , + P + l )! ( Z k 一 l )! ( n + P + 3 )! ( Z k 一 3 )!
+ … +

峡
十 二 一 。

川
· 2* 一 。

M
, 十 2* 一 I A , 十 2* 一 1

( n + P + Z k 一 3 ) ! 3 ! ( n + P + Zk 一 l )! l ! ( n + P + Z k )!
( 5 )

城 A公
十 ’ ` 十 ’

叽
十 , A

;+k
,

—
十

峡
+ 。

群写
n ! ( P + Z k + l ) ! ( n + P + l ) ! ( Z k )! ( n + P + 3 )! ( Z k 一 2 )!

峡
+ ,

A ;写 峡
* 2* 一 , A二

+ 2、 一

( n + P + 5 )! ( Zk 一 4 )!

l

( n + P + Zk + l )

+ … +

( n + P + Z k 一 l ) ! 2 !

峡
、 2、 + ,

气丽下下丁瓦万不
-

( 6 )

证明 将 f ( x 。 + h )
,

f (
”

) ( x 。 + A o h )以及 f
`” + ’ + 2j 一 ’ ) ( x 。 + A , + ; 一 l

h ) ( j 一 l
,

2
,

…
,

k + l )在 x = x o

点展成最高阶为
n + 夕 + Z k + l 阶的 T即 l o r 公式 ( eP an

o
余项 )

,

将它们代人

到引理 1中的 (
*

)式中
,

合并同次幂的项
,

比较各含 尸 (j = 1
,

2
,

…
,

2k + 1 )的各项系

数
,

由 T a y l or 多项式系数的唯一性
,

可得上述各等式
.

请注意
,

引理 1 的逆定理也成立
.

引理 2 设 f( x) 在 [ x0
,

x 。 + h ]上有
。 + p + k2 阶连续导数

,

且

f (
” 十 , ) ( x 。

) = o ( l 簇 j < 夕 )
,

f
( ” ` ’ + ’ ` ) ( x 。

) 羊 0

若存在 C 〔 ( x0
,

x 。 十 h )使

f ( x 。 + h ) = Q、 _ ,

( h ) +
从

+ 2* 一 ,

f
`一

, + 2、 一 , ,

( n + P + Z k 一 l )!

h
” + p + Z k一 1

( 7 )

成立
,

其 中 M
; ,

A ,

是 由引理 l 中 (4 ) 一 ( 6 )等式确定
,

则

li m
h 一

月 +

言一 x 。

h

= A , + 2、 一 ( 8 )

证明 写出有关函数的 T ay l or 展开式
:

鲁
、 (一 ( ·

。 · 月 。。卜争
。,

、

(一 ( ·
o

卜
客
厂 (

一
(· 。

汽黔
:

+ ·
(*

一 ) l

峡
+ ; 一 ,

f
` ” ` ’ ` 2̀ 一

” ( x 。 + A , + 2 , 一 l
h )

( n + P + 2j 一 1 )!

峡
+ 。 一

( n + P + 2j 一 l ) !
[f (

” ’ 尸 + 万
一
” ( x 。

) +

2 ( k 一 z )

r̀
山

r 二 l

+ ,

j
咬” 十 尸 十 ’ ` 一 ’ + ` ) ( x 。

)

( 月
, 十 刀一 1人 )

`
+ o ( h , “ 一 ` ) + ’

) ] ( j = l
,

2
,

…
,

左一 l )



以及

凡
十 2 、 一 ,

( n + 夕 + Z k 一 l )!

叽
十 2、 一 1

( n + 尸 + Z k 一 l ) !

f ` ” + ” + 2` 一 ’ ) (言) =

[f “ ” 十 ” + 2` 一 ” ( 。
一。

) + (雪一 x 。

) f
`” 十 尸 十 ’ ` ) (吼 ) ]

f `一
” , 一 f (·

。

卜客乙招
、 厂 · 2

梦
1

些二丝业
J

置
!

( n + P + l
)!

h
” + 夕 十 ` +

f
(” 十 ” + ’ ` ) ( a ,

)

(
n + p + Z k )!

刀 + P + Zk

将上述各式代人到 (7 )式中的 f ( 、
。

+ h )
,

f( 二
” · ” 一 ’ ) (亡)以及

芳
f “ ’ `X 。 ’ ” ` + 从

n !
f

( ” ) ( x 。 + A 。h ) h
月

+

代
十 ; 一 !

了`” ` ’ `
刀一 ” ( x 。 + A , 十 ; 一 , h

” + p + 万 一 l

( n + P + 2j 一 l )!

中
.

注意到引理 1 中给出的各等式
,

合并同类项
,

化简得

f
(· ` ” + ’ ` ) ( a ,

)
-

一
石不万丽万

”
“ ’ `” “ 一 “

( ”
” ` “ ` ““

) + f
` ” ` ” ` 2` ’ ( x 。

) h
” ` ’ ` ” [ 城 群

+ k2

一丁吮一一一一丁丁 , ,
扣

+
n ! ( p + Z k ) !

凡
, , 月

;认
不不下下而万丽石下

+
从

+ 。

叮写
了一一了一一甲~ 二下厂丁二万

一一 +
L n + P + j ) ! ( Z k 一 3 ) !

… 、

竺丛土匕竺竺
( n + 夕 + Z k 一 3 ) ! 3!

J +

从
· 2* 一 :

f ` ” ` ” ` ’ ` ’ ( 吼 )

(
n + 尹 + Z k 一 l )!

(套一 x 。 ) h
” 十 尸 ` ’ ` 一 ’

故有

雪一 x 。

h

= 笼
。

( l ) +
f

(· 十 ” + 2` ) ( a l

)

( n + p + Z k ) !

一 〔
M

。

川
十 ’ `

一丁 , 一一一一丁丁 , , 十
n ! ( p + Z北 ) !

峡
、 , A

:认
’

而石了而而万而
一

+

气
+ 3

叮认
,

丁一甲一一一甲下犷二尸下万丁 -一一丁 , , +
又n + P + j ) ! ( Z k 一 J ) !

… 十 一丛竺止生兰 {

( n + 尹 + Z k 一 3 )! 3 !

气
十 2* 一 1

]厂`
·

…
’ ` ’ ( x 。

) } /

f
`” 十 ’ 十 k2 ) (吼 ) ]

由 f (
” 十 ’ + 2` ) ( x 。 )的连续性

,

求极限
,

可得

( n + 夕 + Z k 一 l ) !

以及尸
” 十 尸 十 Zk) ( x 。

) 羊 0
,

并注意到引理 1 中的 ( 5) 式
,

对上式

li m
h 一 0 辛

雪一 x o

h
A , 十 Z k 一 j

证毕

引理 3 设 M
i ,

凡是由引理 l 结论中各等式确定的常数
,

令
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( l 一 s) ”
尸 ` 2` 材

。
( ,

。 一 s ) ++r
2̀

`、 ( “ ) 一石不几而
n ! (P + Z k )!

十 3

( A
。 十 3

一 “ )誉
一 ,

P + Zk 一 3
( A

, 十 2* 一 ; 一 s
) P 十 Z k 一 1

( A 尸十 2、 一 , 一 s
)
十

( n + P + 3 )! ( Z k 一 3 ) ! ( n + P + Z k 一 3 ) ( n + P + Z k 一 1 )!

这里函数

沪 ( s ) 二 ( E 一 s )

` ,

当 s 簇 E

当 s > E

、 .声

S一E

. 2

了.、

0!飞
ù

则 人( `

证明

)连续且 l* ( s ) ) o ( 当 x ) o 时 )

l
、

(
、 )的连续性是显然的

.

用数学归纳法证 明 I、 ( , )的非负性
.

当 k = 0 时

( 1 一 s )
z
、

( s ) 一 飞万不石
由定理 1 中关于 I

。

( : )在

月 + P

)!

[ 0
,

l

( A 。 一 s )二
n ! P !

1上非负性的证明
,

易知
、 ) O 时

,

l
。

( 、 ) ) .0

现在假设
,

当 ` ) 0 时 l* _ ,
s(

首先注意到
,

当 k ) l 时
,

) ) 〔

函数

o
,

要证明 当
` ) o 时 l

*

( s ) ) 0
·

红(
s
在 : 羊 A ; 十 2* 一 、

处处二阶可 导
,

且 丫 ( S ) 二、 .夕、 .尹

人
_ 、

(
:

)
.

由归纳假设知
,

当 ` ) o 时 人
_ ,

s(
) 0

,

从而 函数

月 + P + Z k一 1

爪
,

(
s

)

一 ( 1 一 s
)

P + 2k 一 1

M
.

,

( A
P 宁 、

_ 、
2k 一 2

_

一 5 .
P + I

产
,

(
n + p + Z k 一 l ) !

n ! ( P + Z k 一 l )! (
n + P + l )! ( Zk 一 2 )!

峡
十 3 ( A

( n + P + 3 ) !

一 : )登
~ ;

( Z k 一 4 ) ( n + P + Z k 一 3 )!

城
+ 2* 一 , ( A : + 2、 -

( n + 夕 + Zk 一 l )! ( A , 十 : 、 一 1

一 s )
十

一 s )

: 一 A
。 十 2、 一 1

间断
,

在 [人

,( A ) =

口在

在 s ) 0的每个连续 区间内均是非降的
.

记

二
’ ,

A
, 十 2、 一 3 , l + A

, * 2* -

二 0, 红
A

, , 2 * 一 l ,

A ) 时

、、J尹了.、理黔认嘿 {君森、
黯

、 二
1

;井楞
’

,

可推知
.

当 , 〔 ( 0
,

注
, + 2、 一 、

l
、 `

( o

当 s 〔

以
·

~
卜

k 、 “ ,
’

一

人
`

( s ) 落 o
·

进而知 函数 人( s )在 [ o
,

A , 、 2、 一 l

]是非降的
,

’

人(
s )在 [ A 。 十 2、 一 , ,

再由 ( 5 )式及 ( E 一 s )年的约定
,

有 心( o ) = 0
,

心( A ) = o
,

从而 人( s )在 [ o

等于 0
,

又显然 当
` > A 时 心( 、 ) 三 0

.

所以 当
` ) o 时 人( : ) ) 0

.

证毕

现在给出本文的主要定理
.

设 材
_ ,

A
_

满足 ( 4) 一 ( 6) 等各式
,

记

A l是非增的
.

A I内恒 大于

Q
、

( h ) = f ( x0 ) +

艺
J = l

二
万 = 1

f
“ ’ ( x o

)
.

一
月 十

h
”

+

,

卫车兴言
,

(。 十 , * 。

( n + P + 刁 一 ` ) ,

一 ` ) ( x 。 + A
; + ; 一 l

h ) h
” + 尸 十 万一 ’
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定理 2 设 j
’

( x)在 [ x。 ,
x 。 + h ]有 n + 尸 + Z k + l 阶连续导数

,

且 f
( ” 十 ` ) ( x 。 ) 二 o

(l 簇 j < p )
,

则

l) 在 ( x0
,

x 。 + h )内至少存在一点叮
,

使下式成立

嵘
,

。 1
一

-

_

/ ( x
。

+ h ) = Q
。

( h ) +

—
f叹

” 十 ” 十 ` k + ’ , ( 刀 ) h
” 十 夕 十 k2 + ’

” 一 “
一

( n + P + Z k + 1 )!
一 ` ’ ` ( 9 )

2 ) 若在 [ x 。 ,

x 。 + h ]上 f ( x )有 n + 尸 + Z k + 2 阶连续导数
,

且 f
( ” + ’ + ’ 介 + ’ ) ( 万

。
) 羊 0

,

这时 由 ( 9) 式确定的刀满足

! im
h 一 0 +

叮一 x 。

h
A , 十 2* 十 -

3 ) Q
*

( h )中的常数 城
= l

,

0 <

凡
+ 2 `一 、 < l

, O < A

A
。 一 l / 〔( nCr

+ ,

)
,` p

]
.

, + 2 ,

一 < l ( i = l
,

2
,

3
,

…
,

k + l )
.

证明 l ) 将 (9 )式左边 f ( x 。 + h )展成
n + 尸 + Zk 阶 ayT l o r

公式 (积分余项 )

声 f
“ ’ ( x

。

)

, ( `
。 十 ” ) 一患一万厂一

h
`

+ 全
j“

” 十 ” 十 ` ) ( x 。
)

( n + P + i )!
h

” + p + `
+

万。 十 h

( n + P + Zk )! 丁 j 仗
” + ” 十 ’ ` + ’ ) ( r ) ( x 。 + h 一 r )

” + ’ + ’介 d r

再 将 (9 )式右边的 f
` ’门 ( x 。 + A o

h )展成 尸 + Zk 阶 T盯 lo r公式
,

将 f
` ” + p + 2j 一 ` ) ( x 。

+

A , 十 ; 一 , h )展成 Zk 一 2j + 1 阶 T ay l or 公式 (均为积分余项 )

2 k

f `
” ’ ( x 。 + A 。

h ) 一了`
” ’ ( x 。

) +

艺
J 二 0

j
咬” 十 尸 + ` ’ ( x 。

)

( P + i )!
( A 。

h )
尸十 `

+

丽协
万
丁

、
,
十 气丸

f
“ ” + 尸 + ’介十 ’ ) ( t ) ( x 。

+ A 。h 一 r )
’ + kZ d t

f (
” + 尸 + 与 一 ” ( x 。 + A ; + : , 一 ,

h ) 一 z 代
” 十 ” ` 2` 一 ’ ) ( x 。

) + 了( ” 十 尸 十 万 ) ( x 。
) ( A , 十 、 一 ,

h )
` +

r 〔 ” + 刀 十 2k l 了 _ _ 、

l 可
。 十 。 十 2 一 l 、 , 、 , J , 、 。

j
一

L工。 )
』

, 、 。 。 _
,

,

二 ,

可 了“
`

L工 o ’ 又” 二 万一

lll)
一

十 “
’

+

而万可不万下 ( ”
, · 、 一

川
` “ 刁 ” +

( 、
十

凡一
“ 、

/代
月 + 尸 + ’ ` 十 ’ ) ( t )

么 而又二可丁而 ( ` 。 + “ 二 2j

一
` )一

“ ’ `

“ `

把上述各式代人到 f ( x 。 + h ) 一 鸟 ( ; )的相应各函数中
,

利用引理 l 结论中的各等式关系
,

必可以消去不含积分式的各项
,

得到

f `一 + ” ,一 Q
* ` “ ) 一

丁
与 十 h j

、

`” 十 尸 + ’ ` 十 ’ ) ( t )

—
( x

。
+ h 一 r、

” ? p ? “

(
n + P + Z k )!

材
。 )

h
”

n ! (尸 + Zk )! 丁
、 十丸人

j
“ ` : + 尸 十 2左 十 ” ( z ) ( x 。 + A。 h 一 r丫

十 2̀
d z -
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客
”…

+

一
’

丁
、 +」 M

·

一
f ( ” ` 尸 ` 2“ ’ ) ( t )

—
〔 x

。
+A

( n +尸 +2j 一 l) ! ( Z k一 2j + l) !
’ ”

, + ; 一 ,
h 一 z )2左 一

2j + ,
d t

对上面各式进行积分变量替换
,

令 t = x 。 + sll
,

得

。 I

f
( ” + 刀 + ’ k + ’ ) ( x

。
+ s 六 )

f ( `
。 + ” ) 一 Q

人

( ” ) 一 ”
” ` ” ` “ “ ` ’

[ }
o

一石丁不习不一 ( ’ 一 ` )
” ’ 尸 ’ ` “

ds

}:
。

竺《 笼轰箭竺
2 ` “ 。 一 ` ”

` 2`
由 -

舒
一 i
斋幸

.

会锐炭金另号
( “

一
“ ’ 2` 一 万 ` ’

山 ’ -

*
·

一工;
,

、

(· ` / ` 2“ ” (一 + · ” , `
走

( · ,山

其中心( : )为引理 3中所给
,

且已证人( 、 ) ) 0 ( 当 : ) 0 时 )
.

故由第一积分中值定理知
,

存

在。 〔 ( x0
,

x 。
+ h )

,

使下式成立

f ( · 。 + 。卜 。* ( 人卜 。
·

一
f (

· · ,

一
( 。 )

丁;
、 ( · ) ds

lk ( , ) ds 二

一 ( l 一 s )
” + 尹 十 ’ k 十 ’

竺i三兰止卫竺兰 …
” 。

+

( n + P + Zk )! ( n + P + Zk + l ) n ! ( P + Zk + l )!

凡
· ; 一 1

( A , 十 ; 一 、 一 、 )
, ` 一 。 · 2

(
n + P + 2j 一 l ! ( Z k 一 2j + 2 )!

A尸 + ; 一 飞

峡
十 ; 一 、

心+--̂犷厂

川
卜月

k

艺问

( n + P + Z k + l )!

M
。 A乞

十 ’ ` + ,

n ! ( P + Z k + l ) ! ( n + P + 2j 一 l )! ( Z k 一 2j + 2 ) !

"

艺:j1

由引 1 中的 ( 6) 式知

J;
“ “ ’ 山 - 气

十 2* + ,

( n + P + Zk + l )!
( 10 )

因此有

h
” + p + Zk + l

f ( `
。 + ” ) 一 Q、 ( ” )布不币丁瓦丁而

证毕

2 )

3 )

由于增加了假设厂科
” 十 2` + 2 ) ( x0 羊 0

,

峡
十 2、 十 ,

f
` ” ’ 户 ` ’ “ ” ( 。 )

妨照引理 2 的证 明
,

可证明之
.

、 .少,.J

显然 城
一 l

,

凡 二 1/ ([
.

先证明对一切的正整数 j
,

总有 0 簇 A
, 十 2j 一 , (

成立
.

考虑函数 f ( x) 二 丫
十 “ 。 它在 [ o

,

h ]上有 刀 + 刀 + Z k + l 阶连续导数
,

f
( ” 十 J ) ( o )

CP
"、

= o ( l ( j < 尹 )
,

f
`” + 尸 十 Zk + ’ ) ( o ) 羊 0

.

由本定理 中的 l )
,

可以写出 f ( x ) = x
n + ’ e 劣

的广

义 T a y l o r
公式 ( 9 )

,

再 由本定理 2 )知

l im
h 一 0 +

生二里 二 A
_ .

h
, + : 、 十 ,
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由于。 ` ( o
,

h )
,

故 0 簇 A 。 + : * 十 , ( l
·

再证明 A , + 2 , 一 , 羊 0且 A , + : , 一 、 羊 L 现用反证法
,

设 A , 十 ; 一 , -

程 知
,

心,(
、 )在 〔 0

,

1] 非降而且连续
.

1
,

由引理 ( 3) 的证明过

亏
`

( l ) = o
,

从而推知

( s ) 在 [ 0
,

l ]上恒为 0
.

由于 心
“

( s ) =

又因为显然有 心,( 0 ) 一 。

lj
一 ,

( s ) ( s ` A , 十 ; 一 3

)故知 ( s ) 三

l ]
, s 羊 A , 十 ; 一 3 )

·

继续求 导
,

必有 l
` ,

( s ) 三 o ( 5 6 [ o
,

l ]
, s 羊 A , 十 ; 一 , ,

了

但 10 ( 、 ) ) 0, 且仅在
、 一 0

, ` 一 l 时 人
)

( 、 ) 一 0 成立
,

矛盾之
·

故 A , + ; 一 , `

理可以证 明
,

A , 十 2 , 一 : 羊 O
·

0 ( s ` [ 0
,

:

1
,

2
,

… )
.

1
.

类似的道

最后证 明 0 <

峡
+ ;

一 , < 1 (j 一 l
,

2
,

…
,

k + 1)
.

由前面讨论知
,

当 、 6 0[
,

1 1时

乙( ` ) ) 0 且 毛( : ) 羊 0, 在 〔 0
,

l ]上连续
.

因此

加
’ 山 > 0

由 ( 10 )式有

二
十 ; 一 l 一 ( · + , + ; 一 , )!

工:。
( · ) 、 > 0

再根据引理 1中各等式
,

例如 (4)
,

( 6) 式
,

并注意到
,

凡
,

M
i

均大于 0
,

故必有

凡
+ ;

一 、 < l ( j = l
,

2
,

…
,

k + l ) 证毕
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