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在多项式型变换下具有不变性的算法

` 盛. .

邓乃扬 陈 志

(应用数学系 )

摘 要

本文讨论根据较一般的目标函数模型 ( 3 )建立具有非线性尺度不变性的算法的

理论依据
。

文献 【 2]研究了 F (妇 是二次函数的情形
,

我们可以把它看做是用 q 的

二次函数逼近一般的 F (的
。

本文研究逼近 F (妇 的一般问题
,

对于用高阶多项式

逼近和用低阶多项式分段逼近的两种策略
,

分别导出 了计算 p 、
的解析表达 式

,

井

建立了相应的算法

t h e A lg o r i t hm s l n v a r i a n t t o

P o ly n o m i a l一T y p e S e a l i n g

D e n g N a i一 y a n g a n d Ch e n Z h i

A b` t r a C t

f o r

、 V a S

T h i s

1l l o r e

d i s e u s s e s t h e a l g o r i t h m s i n v a r i a n t t o n o n l i n e a r s e a l i n g

g e n e r a l o b j e e t i v e f u n e t i o n m o d e l ( 3 )
.

T h e e a s e o f a l g o r i t h m s

5 t u d i e d i n 【2 〕 w h e n F ( q ) 1 5 a q u a d r a t i e f u n e t i o n
.

H e r e w e s t u d y a

m o r e g e n e r a l p r o b l e m 一
a p p r o x i m a t i o n F ( q ) w i t h h i g h 一 o r d e r p o l y n o m i a l

a n d w i t h p i e e e w i s e l o w 一 o r d e r p o l y n o m i a l
.

T h e a n a l y t i e f o r m u l a s o f 户 K

f o r b o t h e a s e s a r e d e r i v e d a n d t h e e o r r e s p o n d i n g a l g o r i t h m s a r e

e s t a b l i s h e d
口

J 目`

考虑正定二次函数

q ( x ) = 生 x :
G 二 + : T 二 + 占

2
( 1 )

和非线性尺度变换

本文于 1 0 5 4 年 6 月 名l 日收到
.
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f一
( F妇

,

琴
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口 q
( 2 )

生成的目标函数
’ ·

f (劝 二尸 (试幻 )
,

(3 )

S eP d i c at 。 〔 l ’ 首次提出应建立对变换 ( 2) 具有不变性的算法
,

这无疑是一个很有前途的研究

领域
。

我们已经知道 ` 1 ’
, ` 2 ’ , ` 3 ’

,

在许多共扼梯度法或拟牛顿法计算搜索方向时
,

用

/ d 。 , , 、 、

/ d 。 , ,

、
y

K 一
1 = P

K
g

K 一 g
K 一

1 气 P
K = 一了二, 尸 气q L x K 一

1少少 / 尸了丁 , 厂 气q气 x K )
\ u q 1 a q l

代替原公式中的 y K 一
1一 g `

一 g K 一
l ,

就能得到对非线性尺度变换 ( 2) 具有不变性的 算 法
。

例如文献 【2 ]曹证明如下结论
:

命题 1
.

考虑式 ( 3) 所示的目标函数
。

设在 尸 R 尸算法中改用

P l 二 一 9 1 ,

P
K

= 一 夕 K
+ 刀

K 一
z P

K _
z ,

( 4 )

确定搜索方向
,

共中 g K

是 目标函数在 二 K

点处

( k > 1 )

(对 x ) 的梯度
,

而

节
_ 夕泛 ( P K g K

落
K

一 .q K 一
z )

2 112

( k > 1 )

d
.

。
, , 、 、

/ d 。 , ,

p `
一 石万

~
厂 叹“ L万 K 一 `少少/ 万矿

厂 Lq气劣 K ’ 少

若初始点 二 1相同
,

则把上述算法应用于不同的 F 生成的目标函数 ( 3) 时
,

得到的搜索方向

和点列是相同的
。

因此
,

导出计算 p K

的表达式是建立具有不变性的算法的关键
。

对 F 为二次多项式的 特

殊情形
,

文献 〔2 ]通过较冗长的推算
,

得到了如下结论
:

命题 1
.

设 F (的是二次多项式

F (“ ,一
, “ +

警
。 2 ,

(斋
> 。 , 。> 0

)
。

若 P K _
1是 x ` 一

1处的下降方向
, “ 朴是最优步长

f (二
K

) = f (二
K 一

l + 召 . p
K 一

1 ) 二 m i n
{ f (二 K 一

1 + 几p
K 一

l ) I之) 0 }

则

侧 f (叭
一

;一了而反)
1

J = O

B 二 0 ; ( 5 )

t !拼
苦 ( g

K 一
l

,

P
K 一

1 ) / 〔料肠 ( 夕
K

小 P
K 一

1 ) + 4 ( f (二
K _

z )一 f ( 二 K ) ) ] I
,

其它
,

共中 g K 一
1是 f ( , ) = F ( q (二 ) )在点 x K _

1处的梯度
,

而

A 二 产价 ( g
K 一

1
,

P
K 一

l > 2 + 1 6 f 2 ( x K 一
z ) + 8拼 . ( g

二

小 P
K 一

z > f ( x ` 一
1 )一 1 6 f ( x K 一

l ) f ( x ` )

B = 8 ( f (二
K _

1 )一 f ( x K

) ) + 4拼朴 (夕
K _

l ,

P
K 一

l >

且 A 与 B 不同时为零
.

本文讨论根据一般的 目标函数模型建立相应无约束算法的理论依据
.

某些基于二次模型
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构造的算法
,

可以看做是用 q 的一次函数逼近而得到的
。

而基于命题 I 构造算法
,

可以看做

是用 q 的二次函数逼近 F (妇
。

本文研究逼近 F ( q )的一般问题
。

事实上
,

在一次迭代中 (特

别是在执行算法的前期 )
,

除了命题 I 计算 p `
时使用的数据外

,

进行一维搜索时
,

往 往 还

能得到其它某些点处的若干信息
。

我们将讨论如何充分利用这些信息
,

从而达到在基本上不

增加计算量的条件下更好地逼近 F ( q) 的目的
。

为此
,

以下先对 F (妇是一般多项式的情形
,

F ( g ) 二 。 o + e 一g + e Z g Z+ … + e : 口`

导出计算 p K

的解析表达式
,

然后对一般非线性变换 ( 2) 提出两种逼近策略
,

为建立一类更

合理的算法奠定理论基础
。

一
、

当 (F q )为多项式时 p
K 的计算

、 ,尹、 .产、 、了厅了ODO口
了̀、了几了.、

定理 1
.

考虑式 ( 3) 所示的 目标函数
,

其中 F (妇是 2 。 + P 次多项式

F ( q ) = 。 0 + e z Q+ ￡ 2 9 2 + … + e Z。
+ , q Z用

+ ,

设 P
K 一

1是点 二 K 一
1处的下降方向

,

记

沪(兄) = f (二
K 一

1 + 元p
K 一

l ) = F (口( 二
K 一

l + 几P
K 一

z ) )

并记 沪( 之)的极小点为 拼气 二 K 二 二 K 一
1 + “ . P

` 一
1

.

设点

0 = “ l , … , 拼。 , 拼 。 +
z , … , 拼。 十 , , 拼.

满足

! 拼
` 一 拼.

}铸 }拼 , 一 拼劳 !气 0
,

( i烤 j )
.

若已知

护(拼. ) = 叻. ,

叻(娜 , ) 二 砂` ,

( j “ 1
,

…
, m + P )

护才 (拼 z ) = 价1< 0
,

功了 (拌 , ) = 护乡
,

( j = 2 ,

…
, 。 )

则

( 6 )

1一ùH『

七 “ 朴
。

3

_
_

矽

其中

寿一 ,

瞥
1

[ (
, ` 一 , ·

)一
“ j 一

等 J
` , J

丫
不〕

乙 ` (。 ,

璐 + 夕

+ 刃 沪, u 2 j L , ( 0 )
i 二 拼 + l

( 1 0 )

( 1 1 )

i
;

象

{
`

艺

1

( u , ` 一 1 ) 2

饥 + 尹

刀 = 1 - 二 ” m
l = 仍 + 1

1

1一 u j 乙

L
`
( 0 ) =

1

( u j `一 1 ) 2

仍 + p

H
l 二 哪 + 1

乙气 J

1

1一 u J I

( 1 2 )

了二 m + 1
,

一
, 。 + P
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价

b了二 2+ 2刃
1

1 1一 u ` J

仍 +尹 1

万 不二石不正二 仍 + 1工 ~几 声 (13 )

冲了

这里 u ` j是由点 “ l, … , “ 二 + , 和 ,产确定的量
/

, ,
_

_
, ,

朴 、
_

_ I 尸 ` 尸 l 艺
`份 右 ,

一
,

—
,

一 、 二
。

_
, , , 公 I

、
抖 J 一 尸

,

( 1 4 )

证明
:

记 甲 ( 元) 二试 x K _
1 + 之P

K 一
1 )

,

则有

护(之) 二 F (切 ( 兄) )

而且 沪是严格凸二次函数

甲 ( 之) = q (劣
K 一

1 + 只p
K 一

1 ) 二 a ( 元一 “ 铃 ) 2 + b
,

( a > o )

再注意到 切 / ( “ 勺 二 O
,

可知

( 1 5 )

( 1 6 )

F一甲d一d
一一砂产 ( O ) !

.

鱼处 }
l 甲 = 叫 (0) 以 ! 几= 。

( 1 7 )

势
夕沙

( 拼与 =

.

亘; 望 I
叨 = 卯 ( # , ) d 只2 1只= 拼 , ( 1 8 )

F一甲d一d

利用以上两式推得

d F

d 切

d F

d 切

甲二 切 ( 0) , ( 0 )

(召资 )

切 夕 (拼份 )
甲产

( 0 )

p 二 切 (拼份 )

由于 甲沙

(拼勺一 Za ,

再由 p K

的定义 P K

切 / ( 0) 二一 Z a 拼气 故有 尹夕 (拼勺 / q7
尹 ( 0) 一 一 1 / 拼:

一

器(
。 (

一
,
) /命

F

(
“ ` / ·

,
)
知

d F ! / d F !
尸 K = 一 j 二

、

l , 一 r 一
-

l 二 一
“ 甲 ’ 切 = 卯 (。 ),

a 甲 ’ 卯 = 切 (# ,)

沪
产

( 0 )
拼 .

1

砂
户

(料 . )

根据 拼 1 = O
,

即可把上式写为

由此可见
,

只要算出 尹 ( 拌勺
,

现在考虑如何用式 ( 8)
、

1

功
少

(产一 )

就能解析地求得 p K
.

( 9 ) 中的数据计算 护 (拼份 )
。

( 1 9 )

,1一费
.

拈丫一升

一一一KP

由定理条件及 式 ( 1 5 )
、

( 1 6 )

、 ,户、 、声、 、产八U,1,自0自,曰,曰了̀
、
.2、了吸、

得知 势( 元)是 ( 元一 拼*) 2的 Zm 十 P 次多项式

必(几) 二 H
o + H l ( 兄一 拼怜 ) 2 + H Z ( 之一 产铃 ) 4 + … + H : 。 十 ,

( 几一 产 , ) 2 ` 2“ 一
,

故

, , ( 拼· ) 一 ZH , , 。 K

一粤
·

7 箭丁

作变换 舀二 ( 几一 “勺 2 ,

井记

雪, = ( “ , 一 拼 , ) 2



邓乃扬等
:

在多项式型变换下具有不变性的算法

则 2优 + P次多项式

人( 舀 )“ H 一君 +H : 舀 2 +… +H : 。 十 , 占2 , ` ,

满足

h ( o ) = 沪( “ . ) 一 功肠 二 o

h , 三 h (雪, ) = 功(召 , )一 叻价二 叻, 一 叻气 ( j = 1
,

( 2 3 )

… , 脚 + P )

川 三 h’( ; , ) 一 二买二丝三毛, -

乙气拼 j一 拼
一

j

叻蛋
2 (拼 J一 拼* )

( j二 1 ,

…
,

川 )
.

( 2 4 )

据此可以用构造基函数的方法计算出 H l
。

事实上
,

先对 j 二 1
,

…
,

m 定义

仍 + p

L , (舀) 二
共

,

舀一 雪` 、 。

J J , -
.

二 -

-
一~ 一下犷一 、 ` .

` = ` 、 互 , 一 互 `
)

弋 j

刀 甘之是
` = ” 召 + 1 b J S

省一 省:

( 2 5 )

D , “ ,一 `· , ` + “ , ,

去
L , “ )

,

“ , “ , 一 `· , ` + ` , )

去
乙 , ( ` ,

·

( 2 6 )

( 2 7 )

其中

{
一 1

. _
愁

“ 了二 一 l 一 二一
一宁 乙 名

匕 g 夕 云二

1

占 J一 雪`

协 + 夕

十 刃
王二 叨

+ 1雪夕一 舀: 〕

仍

b J = 2+ 2 万
奋二 1

玄气 j

`冷了

舀,

君夕一 右`

仍 + 尹

艺 一产互 2 =

王二 . + 1 互 j一 互

舀了
( 2 8 )

cj 二 1 ,
d 乏= 一 省人

再对 j 二沉 + 1
,

…
, 扭 十 P 定义

拼

L ’ (省’ 一 刀
1

(
2 仍 + 户

万
l 二 仍

乙祷夕

雪一 雪`

+ l 睿, 一 占:
( 2 9 )

则有

h (雪) 二
拼

`

万
了
二 1

rh j D , (雪) +
仍

叉

j
= 1

仍 + p

玛 E 式幻 +
_

刃
夕 二 仍 + 1

雪
“ j we花厂一 上

J

夕又 g 少

乌夕

悠
, , _ 二 . , 、

雪
; , ; 、 .

飞
。 , / _ ; . J 、

蜜
= ` “ 夕气u j g 宁 o J 夕

-飞犷一一` j L ` 少甲 ` r’ j 气“ g 一 “ `夕
,

下 - 一` J 气 5 1

了
= 1 g j 了

= l
一

` J

仍 + 夕

+ 刃
J = 饥

·

卜 l

舀
“ j we 不一一乙夕、 g ,

g 了

因此

神刃仍悠 厂
, ,

1
。 ,

刁
r , 。 、 .

J l l = 乙 } 月夕O 夕一不一一一 “ 少 」̀ J 、 U / 个
护

” i

“
夕

一

J = 仍 + 1

l
r , 。 、 , 。 。 、

刀 J
~

下 , 一乙 J L U夕 气 J V尹
弓了
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其中

` 一 1 ) 2

+

刀
=叨 十 l

1

1一 u, z

, 二
“ ,

阴

.11=1划

( 3 1 )
仍

汀 1 ( u , ` 一 1 ) 2 2

正

仍 + 夕

7I ,

j 二 m + 1
,

…
,

阴十 P
= 饥 十 l

气 j

1

1一 u , z

/l|
J
、

.

|we
l
|七

一一
、 几户产

nU/.、

L

_
.

_

悠 1
.

拼各, 1
口 j = 乙十 乙 乙 丁

- - - -

一一 叫 , ` 二 二一
一一

—` = 2 1一 u ` 了 l 二 勿 + 2 1一 u z j

( 3 2 )

`特 J

一 / 拼
`
一 拼份 、 2

刁J 短 ,

一 I

—
夕

、 拼护一 拼 , /
( 3 3 )

把式 ( 2 4 ) 代入式 ( 3 0 )
,

便有

刁J we

一朴ùU

开 1 一 ,

警
,

[恤
一 尹 b了 _

( l` , 一 l`份 ) 2

砂
2 (召 j 一 # 朴 )

L , ( 0 )

( ` ,一 ` ’ )而、咨、万
、乙 , (0 )

+刃叨
+

二 仍 + 1

再记 H 二 拼耗 H l = (拼 1一 拼勺 2 H I ,

即知 ( 1 0) 式成立
.

定理证毕
.

根据定理 1 对实际 仁常用的几种情形进行计算
,

所得结果如下
。

当 。 二 1
,

P 一 。 时的情形
.

此时假定已知一维搜索初始点处的函数值和导数值以及终点

处的雨数值
,

是命题 I 耍解决的问题
.

设 F (妇 是二次函数
,

有

b z = 2
,

L z ( 0 )二 0 , u 1 1 = 1

寿一 ( , ,一
广

.

1
.

: +

尽州
乙

功艾户
朴 .

工 二 一 叻f召
费

2 方 4( 如一 沪 ) + 功左拼肠
( 3 4 )

与命题 I 所得结果 ( 5 ) 相比较可见
,

此处 p K

的表达式是以统一的形式给出的
,

比较完整 ;

另外还放松了命题 I 的某些限制条件
,

这无异于扩大了定理的应用范围
,

在实际 上 是 有 意

义的
。

当 。 “ 1 ,

P 一 1 时的悄形
.

这相当于在一维搜索的初始点和终点之问
,

还什计算过一点

处的雨数植
.

此时假定 F (妇 是三次多项式
,

有

路 1 2 之

户 . 2

( 拼 2 一 拼份 ) 2 ’
材 2 1 二

( 拼 2 一 拼朴 ) 2 : _ 。

一户
` 2

一
, 。 l 一 ` ,

L l ( 0 ) 二
1

1一 u 工2

,
L Z ( 0 ) 二

1

( u 2 1一 i ) 2

由此可得
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。 K

一 些
,` .

方
一

;

乙

( 3 5 )

共中

言 一 、
.
*

一
..l 、 (内一户 ) 2 _

, ,

一 ` \ 甲 i 一 甲 / 万 一

一
又 石 一 , 万下

`

一
L产 2一 拼

”
夕乙 一拼

” `

(召 2一 “ 铃 ) 2

( “ 2一 拼 . ) 2一 召怜 2
尹一
2

+ (叻2一 叻份 )
拼朴 2

(拌 2一 拼益 ) “ [
拜份 2

(拼 ,2一 拼价 ) 2一 拼长 2〕
当 fn 二 2

,
P = O时的情形

.

这相当于在一维搜索的初始点和终点之间
,

处的函数值和导数值
.

此时假定 F (妇 是四次多项式
,

有

( 3 6 )

还曹计算过一点

封 1 2 =

产 . 2

( 子: 2 一 产份 ) 2
’

。 , , 一恤乓广丝
,

b , 一 2
了

1 + 一丛-
曰

、
,

拼布 乙
- 一 、 1一 “ 2 1 /

b 2

, J ` 却

1
, .L 2 气U夕~

.

矛一一一 二灭 石 -

L材 2 1一 1 ) `

由此可得

一 2

+l(
i先石)

,
五 1`。 ,一 (而玩弃

一等 , 方
一 `

( 3 7 )

其中

H = 2( 叻 l一 沪朴 )
召 . 2

拼份 2一 (拼 2一 # . ) 2 )〔
(拼 2一 召补 ) 2

l’ . 2一 (拼: 一 拼 . ) 2〕
2+

吸+P

曰 .主

二 召怜
.` ,

厂 ( 拼 2 一 拼 . ) 2 刁“ 、 。 `
.
; _

_
. .1 . 、 /

, _ 。
( 料 2一 召 . ) 、 ( 拼 2一 拼朴 )拼 . 2

l
声

二
~
一 岁 1 1 厄 石 se

— 奋
~ 一

~

下
~ - 蕊 砚一孟尸 l 一 i ` 、 岁 艺— 岁 I 甩 1 ] 丁一 —

一一一三二下
.

一一
.

一 1「蕊一 , 7一一一- -
1三又, 不一 一一甲面 孟

艺
一

` 拼 一 ` 一 气拼 2一 拼 ’ ) 乙 J
’

一
’

、 又拼 2 一 拼 ’ ) 乙 一 拼
’ ` / L拼 2 一 拼

一

)
-

一拜
“ `

拼.

一 一言一 甲 2

乙

料 .

料 2 一 拌

、

[ 、、 瑞书̀砰〕
’

二
、

对一般 F ( q ) 的两种逼近策略

( 3 8 )

对于满足条件 ( 2) 的一般的 F (妇来说
,

在某次迭代中有时能用低次多项式近似
,

有时

则不能
.

可以想见
,

当不能用低次多项式近似时
,

进行相应一维搜索的过程中往往也需要计

算较多点处的函数值 (或导数值 )
.

这 自然为较精确地逼近 F (的 提供了条件
.

具体地说
,

我们可以采用以下两种策略
.

1
.

用高次多项式翅近 F (妇

可依据定理 1 进行
,

在各次迭代中所用多项式的次数由当前迭代一维搜索得到的信息确

定
,

它们可以随着迭代次数的变化而改变
.

倘若进行第 k 一 1 次迭代的一维搜索时曹对 沪( 只 )

二 j ( x K 一
1十兄P

K 一

l) 计算出了式 ( 8)
、

( 9) 所示的数据 (粗略地说
,

即除 产补二 O处的函数值 叻1

和导数值 沪f以及在极小点 # 肠
处的函数值 叻. 外

,

还计算出了其它 m 一 1 个点处的函 数 值 和

导数值以及另外 P个点处的函数值 )
,

则可用 2。 + P 次多项式逼近真正 的 F (的 (即 实 际

计算时假设尸 ( q) 为 Zm + P 次多项式 )
.

这样
,

依据定理 1 就可以对已有的许多算法进 行 改

清
.

例如 尸 R 尸算法可改造成如下的算法
.
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改进 P R P 算法 I

( 1 )取初始点 x l,

置 k 二 1
.

( 2 ) 计算 g K 二 夕 ( x K

)
.

(3 ) 若 g K = O
,

则停止计算 ; 否则
:

当 掩二 1 时
,

置 刀1 = O转 5 ;

(4 ) 计算 p K
.

根据前次 (第 凡一 1 次 ) 迭代的一维搜索所得数据
:

叻( “ 补 ) 一 叻气 吵( “ 力二 功, ,

( j = 1
,

…
, 。 + P )

当 吞今 1 时 转 4
.

砂产 ( “ 了) = 砂

按式 ( 1 0 ) 一 ( 1 4 ) 计算 p K
.

在着 f ,

j ( m < i < j 《 切 + P )

= 1
,

…
, 阴

( 3 9 )

当以上数据不满足式 ( 7) 时
,

需进行一些改造
.

例如倘若存

使得 拼 ` 一 拌 . 二 拼朴一 拼 , ,

则可把 拼 `和 拼 ,看成为一个 点 召 ` ,

改取 , ( 。 ` ,一

含
` , (。 ` , + , `。 , , ,

·

( 5 ) 计算 P
K

.

令

P
K
= 一 夕 K

+ 刀
K 一

z P
K一 l ,

刀
: 一

l 二 g 泛( p ` g K
一 g K 一

1 ) / }! g
K 一

1 1! 2
.

( 6 ) 一维搜索
.

求 泥
K

使

f ( x K
+ 兄

K
p

K

) 二 。 f ,
{ f ( x K 一

1 + 只p
; 一

I ) }兄 ) O }
.

( 7 ) 置 二 K 、
1之 % K

+ 之
K
P

K ,

置 k = k + 1 ,

转 2
.

对 l
二述算法有下列定理

.

定理 2
.

若在每次执行改进 P R 尸 算法第 4 步时
,

所用数据 ( 3 9) 中的 2 。 + P 都 不 小

于某个正整数 t ,

则算法用于七次多项式 F ( q) 生成的目标函数 ( 3 )时
,

具有 ” 步终止性
.

证明
:

根据定理 1 和命题 I 证明
.

详论从略
.

说明
:

_

E述改进的 尸 R 尸算法只是许多可能形式中的一种
,

例如还可以考虑增加某种重
`

新开始策略
,

或者采用某种变度量形式确定搜索方向等等
.

2
.

用二次多项式分段蓬近 F ( q)

假设在某次迭代的一维搜索中得到了如下的数据
:

叻( “ , ) = 功, ,

叻
产

( 拼 , ) = 沪二
,

( j ” 1
,

2
,

…
,

m
,

。 ) 3 )

不妨假定

0 = 拼 1 < 拌 2 < … < 拌。 一
1 < 拼。

劝二< o (]’ 二 1
,

2
,

… , m 一 1 )

记 x K 二 戈 K 一 1 + 拼 。
户

K 一
1

,

则有

d _

刁万
~

户
’

( q ( 劣
` 一

1 ) )

车
尸 (。 ( x K

) )
d q

二 丫 1 . 二 护1 2
’

夕 2 3
. “ ” 夕 , 一

1。 ( 4 0 )

其中
/ d F 、 / / d F 、

?
’ ` = 又万矿 /

K

八万矿 /
:

/ d F 、 d 。 , ,

灭
一

而
一

/
, 二万不

厂 气q气戈 K 一 ` 十 拼’ p ` 一

” ) ,
] 一 `

, ’ . `
, 脚

( 4 1 )
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因此
,

`

如果能计算出所有的 夕 j
一

1
,

, ,

就能由式 ( 40 ) 得到 P
K

.

我们试从文献 〔3 ]导出的 , , 一 1j 应满足的二次方程出发计算 护 , 一 1 ,
.

鉴于有时不能由此

方程唯一地确定 ”
一

1 , ,

所以把相邻的两个值 , ,
_
; ,和 夕 , ,

十
1联系起来讨论

,

即设法同时求

出它们来
.

下列定理表明
,

利用 , , ,
一

l和 夕 , ,
,
1分别满足的方程

侧
一

1。 2 十 「州
一 、 + ,扮 虹卫止鱼卫 2

`

林饰李一
。

` 拼 j
一

1一 拼 j 翩

( 4 2 )

妈
,

1。 2 + 「川
,

1十 ,卜 丝竺竺卫立卫刁
。 + ,

` 产 j
+

1一 拼 j 曰

( 4 3 )

借助 于函数

! / 1一 ” \ 1 1 一 秒

` 气 u I U夕 = l 几

—
) I

— —
一 1

I 、 拼 j
一

1一 拼夕 / I 召了
、

1一 l̀ 了
( 4 4 )

就能确定 护“ 1 `和夕 , j
十

1
.

定理 3
.

设 目标函数 如 式 ( 3 ) 所 示
,

拜 设 当 。 在 g ( x K _

l + 拼 ,
_
1户

K _
r )

,
’

口 ( x ` _
l +

# , P
K 一

l) 和 试 x 、 一
1+ “ j

, : P
K , : )所在区间取值时

,

F ( q) 是 q 的二次多项 式二
’

设方程 ( 4 2)
的根为石

, ,
一 ,和石

, ,
一 : ,

方程 ( 4 3 ) 的根为石
, ,

+ : 和石
, ,

+ :
.

若这些根中有 一 个 为 1 ,

则

夕 ,
一 ; , = , , ,

+
l = 1 ; 否则比较

s ( p j s
一

, , p 丁}
,
I )

, s ( p , ,
一

,
,

户丁蛋
,

; )

和 s ( P , ,
一

1 ,

时
, 下 ,

一
l ,

p 丁乡

= P 夕

、
l )

,

记其最小值者相应的 自变量为 ( 0 , ,
一

r ,

p 歹;
,
: )

, s ( p , ,
一

; ,

0 j j
十

l ) ; 当 口 , ,
一

1 =

; 当 0 , ,
一

; = p , j
一

1时
, 梦齐 , j 三 夕升

一 , ; 当 e , ,
、

; 二 p ;

p 了 j
一

1

时
,

, , ,
十

1 = p , ,
*

1 ; 当 6 , ,
+ l 二 p 于乡

十
l时

, ? , ,
,
1 = p , ,

二
r

.

证明
:

用文献 〔3 〕的方法可以证明
, “

方程 ( 4 2) 或 (4 3) 有其值为 1 的解
”

与
“

耗 兰

O ”

等价
,

所以前者成立时必有 ? 月
一

川 二 夕月
,

1二 1
.

而且
,

据此还可断言
,

以下证明定理

其余部份时可以假定勺韧
.

-

考虑二次方程

,
,

( ` ) 。 2 十

仁
, , ( ` ) + , ; + 《 种 j一 砂〔只 ) )

几一 拼了 J
p + , ;一 “ ( 4 5 ,

却盏洛

由文献 〔 3 1知

d 。
, , . _ 、 、

/ d 。 , , 。 、 _
_

, , 、 “ 份

下 ( 几) 二 芍井
-

尸 (试 二 K 一
1 + 拼 j P

K 一
1 ) ) 产书

一尸 ( q( 二 K 一
1 十 兄P

K 一
1 )和议兄) 二 一名卜气

~

d q
一 、 ” ` 一 ’ “ 一

“ 尸
’ 止’

“ 一 ` 了 产

/ d q
一 、 ” “

一扮
`

’ ` .

犷 K 一 ’ / ’ 「丫
“ 、 ’ “ / 一

拼价一 完

是方程 ( 4 5) 的两个根
,

,

特别地
, 夕 (拼六 l) 二 护 j ,

一

立和
r (产 j

一

l) 二 户州 ( 拼* 一 川
_

l) 是 方 程

( 4 2 ) 的两个根
,

它们与 户 , ,
一

z和 p , ,
一

z对应
.

而 , (召 ,
十

l )二 , , ,
十

1和 r (户 j
十

1 ) 二 拜.
/ ( # 朴

一 , ,
,
: )是方程 ( 4 3 ) 的两个根

,

它们 与石
, ,

*
,和言

, ,
,

,相对应
.

现在的问题是找出这些对
,

一 . 一 。
` 。 。 ` , :

一 、 , 、 ~ ~ ,
_ , , , 、 , _ ,

二 浇 呈 , ,

~ ,
_

。 、 一
, 、

_ _

应量之间的具体对应关系
.

考虑函数 y 二 【议兄) ]
一

1 二 1 一 -是
- ,

它的图象是一条直线
,

而且
拌 ’

点 ( 。 ,
,

, )
,

(
; ,

〔护 (只 ) ]
一 ’ ,

由

, _ _ 拼 ,
一

l 、 , Z
, .

上 一 一
- , 下面

~ I刁
.

1」飞户

产
一 / 、

,
.

; , 1 一华升
.

)都在该直线上
.

另外考 虑 两 数 , -

产
一

”
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e l+
,

母Zq ( x : _
1 + 风户爪

,

l)
: z + e : [a ( 久一 # . ) 2 + b ]

一
,

一

袱幻
“

叶舰试八
一

+l 脚久
一

户 匀 + “ 2q( 八
一

1 + 脚久
/ l)

可见
,

其图象是一条二次曲线
,

而且点 ( 声 ` ,

1)t
,

(洲 ,
一

, , 护于乒 ; )和 〔召 r
,

, , 护于扒!) 都在 该

曲线上
。

由此不难推知
·

.

·
,

:

(卜粤若
,
, 一共爷

一

)
一 。

尸 尸

而当 ` 一

争
七
铆了,

一
1 , ` 一架` ’

一

戈 , 了红尹
,

有

:

(
1

: ( , 歹乡

一

价
上

,
, 、+l} )>0

, ·

(
, 、 ,

一
, , , 一今升 )>0,

l , v 歹圣
+

l ) ) o

进而便可推得定理结论
.

定理证毕
.

根据定理 3 ,

可以建立各种形式的具有不变性的算法
,

例如与改进尸 R P 算法 I 对应
,

可得下列算法
.

, .

…

改进 P 尸尸算法 1
.

同于改进 尸 R 尸算法 I
,

只是其中的第 4 步改为

4 产计算 户 K 一
设前次 (第 k 一 1次 ) 迭代的一维搜索所得数据可表为

叻( “ 式“ 叻j’ 叻尸 ( 拌 , )二 叻蛋
,

(,’ = 1 ,

一
,

m , 脚 ) 3)

其中
.

O二 拼 1 < 拌: <
, ” < 拼一 1 < 拼 .

p二< 。 ,

(j = 1
,

一
, m 一 1 )

.

地点 “ ,分为若干组
、

,

拼1 < 拼 2 < 拜 s , 拼 3 < 拼 4 < 拜 5 , ` 二 , “ 一 4 < 拼一 3 < 召
。 一

: , 尹一 2 < 拼一 z < 拼 ,

或 ”
`

“ 1 < “ 2 < 召 3 , 拼 3 < “ 4 < 拜 5 ,

…
, “ 。 一

3 < 拼
。 一

2 < 拼
, 一

1 , 拼 , 一
2 < 拼

。 一

1 < 产
。 ,

利用定理 3

计算出 护 ,
一

1 , ( j 二 2 ,

…
, fn ) 用式 ( 4 0 ) 算得 户

K .

该算法可以看作是对文献 【2 了中所提方法的改进
.
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