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C6 0分子振动谱计算中群论方法的应用
’

华保盈 江少林

北京工业大学应用物理系
,

1仪X) 22

【摘要】 将群论原理用于 C . 分子振动谱的计算
,

彻底解决了动力学矩阵的降阶问题
,

并提出了一

种非线性拟合的有效方法
.

【关银词】 C .

【中图分类号】

振动谱
,

群论

( )月82
.

1

0 引言

自从 19 8 5 年 E淦。 ot 等人发现了 C 。 分子并首先提出封闭笼状结构的设想以 来 【’ 】, 该材

料受到了化学家和物理学家的广泛注意
.

1990 年 K正 te hi en r 等人用电弧法合成了足以 进行

各种实验研究的 C 。 样品 【’ 1
.

从此
,

对这一具有特殊结构和特殊性能的材料 的研究工作就

探人地开展起来
.

C 。 分子及 由 C 。
分子构成的晶体的振动谱是这些研究 中一个 重要 的方面

.

早在 19 8 8

年
,

当时还没有可能对 C 。 分子的振动谱进行实验研究时
,

N电ir 等人已对 C 。
分子的振动

谱进行了理论计算 l ’ 1
.

1990 年 以后
,

许多人用红外吸收谱及拉曼谱对 C 。
分子 46 个振动频

率中的 14 个频率进行了准确的测定 14 1
,

之后
,

对于不具有红外活性及拉曼活性 的振动频

率
,

用中子非弹性散射技术 {’ ]
,

高分辨率电子能量损失谱 I` !
,

以及对二级拉曼散射和二级

红外吸收的观察 f 天 . }
,

也进行了初步的测定
.

与上述实验工作相平行的
,

是用各种方法对 C 。 分子的振动谱进行理论计算
.

其中力

常数模型的方法是主要 的计算方法之一 【、 ’ 一 ” ]
.

在 iJ an g 等人 的工作 中
,

只考虑了最 近邻

相互作用并引进了 4 个待调整的力常数
.

isJ ih 等人则不仅考虑了最近邻相互作用
,

还考虑

了第二近邻的相互作用
,

从而引进多达 8 个待调整的力常数
.

F el 山an n 等人虽然也只考虑

了最近邻相互作用
,

但却包含了多项三体及四体相互作用
,

从而引进了 7个待调整的独立

参数
.

他们的计算结果与实验值偏离 3% 左右
.

我们的 目的是要对各种可能的力模型进行详细 的计算与 比较
.

就 C 。 振动谱 中群论

方法的应用进行充分的阐述
,

这种方法大大减少了计算工作量
.

用力常数模型进行 C 。 振动谱计算的一项主要工作是处理 含有 多个 参数 的 18 0 x 180

动力学矩阵的问题
,

即要调整参数使矩阵的本征值与某些实验上准确测到的振动频率有最

佳的拟合
,

进而算出全部振动频率
.

但这种计算的工作量很大
.

收稿 日期 : 19夯各一 03 一 27
.
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群论提供 了把 180
x 180 动力学矩阵分块对角化的标准方法

,

即用投影算符及 正交 化

手续求出 18 0 维空间中的对称化基矢
,

再用这组对称化基矢对动力矩阵进行相似变换
,

就

可以把 18 0 x 18 0 的矩阵分块对角化
.

在 C 。 情形
,

分块对角化后的各个分块矩阵最高为 8

价
.

然而
,

这种投影算符方法计算起来也十分冗长
.

F e ld lan ln
’ oI 等人用群论方法来 简化动力学矩 阵

,

他们得到 的分块矩 阵最高 为 40 阶
,

然后再采用非线性最小二乘法进行拟合
.

这种拟合的计算工作量仍然很大
.

这里介绍一种把 C 。 分子振动的动力学矩阵彻底地分块对角化的简便方法
,

同时提 出

一种建立在微扰论基础上的非线性拟合方法
.

入

件ó

1 C . 分子的结构与对称性

C 。 分子的结构如附图所示
.

它是 由 12 个正

五边形和 20 个六边形组成 的 32 面体
,

任一碳原

子都处在两个六边形和一个五边形的会聚处
,

所

有碳原子都在等价的位置
.

C 。 所属的点群是 I h

群
,

有 6根五度轴
、

10 根三度轴和 15 根二度轴
,

还有一个反演中心
,

总共有 12 0 个对称操作
.

所

以 C 。分子是对称性非常高的一种分子
.

根据实验

测定
,

作为五边形边长的 C 一 C键长为0
.

14 6 28 m n
,

作 为 两 个六 边 形 公 共 边 的 C 一 C 键 的长 度为

0
.

14 0 2 2 n n 、 整个 C 。 分子的直径约为 .0 7 n m
.

2 C . 分子简正振动模的对称分析

附图 C 。 分子结构

根据群论原理
,

C 。 分子的振动可以按不可约表示分解为

r = Z A
:
+ 3 F

, : + 4 F 2 : + 6 G : + S H : + A
。
+ 4 F

: u

+ 5 F 2 。

+ 6 G
。
+ 7 H

。

( l )

其中非简并的 A :
模为全对称模

,

具有拉曼光谱活性 ; F
l :

、

凡
g 、

F . u
、

凡
。

都是三度简并的

振动模
,

其中 F
I 。

具有红外光谱活性
,

这个不可约表示可以 (
x ,

y
, : )作 为表示的基 ; G 。

与 G
。

都是 四度简并的振动模 ; H : 和 H
。

都是五度简并的振动模
,

其中 H :
具有拉曼光谱活

性
,

在坐标积空间中
,

(2z
,一 x ’ 一 y

Z ,

尹一 y Z, x y
, x : ,

y : )可 以作为这个不可约表示 的基
.

另外还有一个 F
l 。

平动模和一个 F
l :

转动模
.

由 ( l) 式可以看出
,

C 。 分子总共有 46 个振动频率
,

其中有 10 个可 以通过拉曼散射 实

验测出
,

有 4 个可以通过红外吸收实验测出
.

在最近几年中
,

这 14 个频率 已 由不少人测

定
,

得到 了相 当一致的结果
,

这些结果是确定力常数的基本依据
.

3 构造 180 维空间中的对称化基矢

根据群论原理
,

任意给定一组参数值之后
,

C . 分子振动动力学矩 阵对应于同一本征

值的本征矢一定可以构成群 I 、 某个不可约表示 的基
.

因此我们任给一组参数
,

用雅可 比

程序通过双精度运算
,

求出了全部本征值与正交归一化的本征矢
,

其简并情况与群论分析
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结果完全一致 ( 如附表所示 )

附表 群论分析与本征值简并计算的比较

群论分析结果

F : 。

(平动 ) +F , :

(转动 )

Z A : + A
。

3 F , : + 4凡
: + 4 F : 。

+ 5 F 2 .

6 G : + 6 G
u

S H
: + 7 H

u

共 46 个与振动有关的不 可约表示

计算出的本征值简并情况

6个本征值为零

3个本征值非简并

16 个本征值三度简并

12 个本征值四度简并

巧 个本征值五度简并

共 46 个非零的不相同的本征值

在这里用雅可 比程序计算出的本征值
,

凡相对偏差小于 0
.

005 %
,

就认为属于同一本征

值
.

这样就很容易区分出 46 个非零的不相同的本征值和对应的 46 组本征矢
,

这些本征矢

是构造对称化基矢的基础
.

现在的问题是
,

如何确定各组本征矢分别属于哪一个不可约表

示以及如何从这些本征矢 出发来构造属于各个不可约表示的同变基矢 ?

显然
,

从各组基矢的简并度就可以作初步的划分
.

例如
,

四度简并一定属于 G : 或 G u,

三度简并一定属于 F,
: 、

凡
: 、

F
: 。 、

凡
u .

为了作进一步的区分
,

首先以 反演操作 i 所 对应

的 1 80 阶矩阵作用在各组本征矢 中的任一个 18 0 维矢量上
.

如果作用后该矢量不变
,

则属

于中心对称的不可约表示 (即下标为 g 的表示 ) ; 如果作用后该矢量反号
,

则属于中心反对

称的不可约表示 (即下标为
。 的表示 )

.

这样便能确定属于 A : 、

A
。 、

叭
、

G
u 、

H g 、

H
。

等不

可约表示的各组本征矢
,

同时也能确定是属于 凡
。

、

凡
g ,

还是属于 F
l 。

、

凡
u .

接下去是在

F . : 与 凡
: 之间及 F

: 。

与 凡
。

之间加以 区分
.

由 I、 群不可约表示特征标表可知
,

对应于 c ;操作
,

F
, 。 与 F

; 。

的特征标为 ( 1 + 石 ) 2/
,

而 凡
: 与 凡

。

的特征标为 ( 1一万 ) 2/
.

因此只要用与 C ;操作对应的 18 0 阶矩 阵作用 于一

组三度简并的基矢上
,

求出相应表示矩阵的特征标
,

就可确定该组基矢是属于 凡 : 还是 凡
s,

是属于 F , 。

还是 凡 u’

通过上述步骤
,

就完全确定 了所有各组本征矢究竟属于哪些不可约表示
.

以下用习
. ,

云
. ,

凡
. ,

屏
二

( l )
,

屏
二

( 2 )
,

元
二

( 3 )
,

屏
: .

( l )
,

屏
, .

( 2 )
,

屏
1 .

( 3 )
,

…
,

:.--A,
.

( l )
,

几
.

(2 )
,

几
.

( 3 )
,

几
.

(’)
,

几
.

( 5 )来表示 174 个简正振动以及 3个平动和 3个转动的本征矢
,

其中下标表 示

该组本征矢所属的不可约表示
,

括号中的数字表示属于同一频率的几个本征矢的编号
,

上

标是属于同一不可约表示的各组本征矢按本征值大小次序的编号
.

以这 180 个本征矢为基
,

对含参数的动力学矩阵进行相似变换
,

就可以使该矩 阵分块

对角化
.

这时每一个分块矩阵对应于某一不可约表示
,

矩阵的阶数等于该不可约表示出现

的次数与该不可约表示维数的乘积
.

例如
,

对于不可约表示 H g ,

可 以得到一个 40
x
40 的

含参数分块矩阵
.

为了最大限度地对动力学矩阵进行降价
,

还需要构造属于 同一不可约表示 的同变基

矢
·

为了后面计算的 目的
,

只要构造属于 A : 、

F
I 。 、

H 。 等不可约表示的同变基矢就够了
,

因为只对这些不可约表示
,

有准确的实验上测得的本征值
.
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由于 A :是一维不可约表示
,

而一维不可约表示的形式是唯一的
,

因此属于 A
:

的 2 个

本征矢已是同变基矢
·

对于 F
: 。 、

凡
,

则计算机算 出的各组本征矢一般不是同变 的
,

因此

必须将它们改造为同变基矢
.

由于 已知道 (x
,

y
,

z) 可以作为 F : 。

这个不 可约表示 的基
,

因

此对于每组本征矢可以通过线性组合改造成新的本征矢
,

使得在 I、 点群 的各个操作作用

下这些新的本征矢与 ( x
,

y
, : )有相同的变换关系

.

将这些新 的本征矢记作

瓜
, .

( x )
,

忍
, .

( y )
,

-fA
二
(
z
) 。 一 l

,

2
,

…
,

5 )

根据后面计算的需要
,

只要求出 A声二 (
:
)就够了

.

其求法是
,

令

忍
二

(
z
) 一

a

谧屏
, .

( l ) +
a

谧习
二
( 2 ) +

a

盆屏
二
( 3 ) 。 一 l

,

2
,

…
,

5)

由于 A声
二
( z) 在 c 尘

. : ,

操作下保持不变
,

因而通过下述方程就可求出 州
、

姚
、

姚 :

c ;
,
:

屏
二

(
z
) 一屏

二
(
z
) ( 2 )

其中侧
, :

是与该操作相应的 180 阶矩阵
.

同样
,

由于 ( 2护一尹一 y ’ , x ’ 一尹
, x y

, x z ,

y : ) 可以作为 H : 不 可约表示的基
,

因此对

于 H
: 的每组本征矢

,

可以通过线性组合改造成新的本征矢
,

使得在 I 、 点群 的各个操作作

用下
,

这些新的本征矢与 (2
: , 一尹一 y ’ , x ’ 一 y ’ , x y

, x : ,

y )z 有相同的变换关系
.

将这些新

的本征矢记作

几
`

( 2
2 ,一 x ’ 一 , ’

)
,

几
.

(
x ’ 一 , ’

)
,

几
.

( x , )
,

几
.

(
x :
)
,

几
.

( ,
z
) 。 一 l

,

2
,

…
,

8 )

根据后面计算的需要
,

只要求出 川
, .

(y
:
)就够了

·

因为在 c式
:

操作下
,

( xz
,

yz )与 (x
,

力有相同的变换关系
,

即有

(
x z
)

`

= co s 72
。

(
x z
) +

s in 7 2
。

(夕
z
)

(夕
z
)

’

= 一 s i n 7 2
。

(
x z
) + co s 7 2

。

(夕
z
)

( 3 )

( 4 )

因而令

丁冬
〔川

, .

通过解方程

万
C丈

·

〔 C号
. :

(
x :
)一

。
1
1

万寿

( y
z
) =

a 么
:
A寿

.

( l ) +
a
{
Z A二

, .

:

( l ) +
a
么云

, .

( 2 ) +
“

’

+ a
{
, A吞

r :

( 5 )

( 2 ) + … + a 么几
:

( 5 ) 。一 l
,

2
,

…
,

8 ) ( 5 )

云
, .

(
x z
)一 co s 7 2

’

矛
; .

(
x z

) +
s i n 7 2

’

云
; .

( ,
z
)

几
.

( ,
z
)一

s i n 7 2
’

云
, .

(
x z
) + co s 7 2

’

云
, .

( ,
z
) 。一 l

,

2
,

…
,

8 ) ( 6 )

就可求出全部组合系数
,

从而得到各组 川
,:

(y
:
)

至此
,

已求出为后面计算所需要的全部同变基矢
.

4 计算 A g
、

lF
u 、

从等不可约表示的最小分块矩阵

C 。
分子振动的动力学矩阵 F 中包含 l个可调参数 5

1 ,

5 2 ,

…
,

又
,

它总是可 以写成

F = X s
*
F

*

( 7 )

其中 凡是 与 F 具有相同阶数和相同对称性不含参数的矩阵
.

令 凡 仿
`

) =

S
尺

+
F川

.

(元 )
十
F
`

厄 ( 8 )

一
i(A
,

公洲
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F
; 、 .

仃 j
’

)= (A乡
二

(
z

) )
+

FA 蔚
二

(
z

)

= 艺 S `
A (乡

, .

(
z
) )

+

凡通奋
’ ` .

(
z
) 仃

,

j
,

一 l
,

2
,

…
,

5 ) ( 9 )

凡
,

切
`

)一 (芍
.

(yz +)) F叮
.

(y
:
)

二艺 s `

(A 奋
_

(yz ) )
`

凡 A万
.

( ,
z
) 仃

,

j
`
= l

,

2
,

…
,

8 ) ( 10 )

就得到了以 凡
.

切
`

)为矩阵元的属于 A 。
这个不可约表示的最小分块矩阵

,

它是一个含参数

的 2 x 2矩阵
·

同样得 到了一个属于 F , 。 的 5 x 5最小分块矩 阵和一个属于 H
: 的 8 x 8最

小分块矩阵
.

选择合适的参数并对这 3个 2 x 2
、

5 x 5
、

8 x 8 的矩阵 对角 化
,

使算 出的本征值 与

实验值有最佳的拟合
,

然后把这些参数代人 F 矩 阵中并算出全部本征值
,

是经过应用上

述群论方法以后所面临的任务
,

可以看到它 比起处理 180 x 180 含参数的矩阵以及 40 x 40

含参数的矩阵都要容易许多了
.

上述群论分析的步骤都是通过计算机程序实现的
.

5 最佳参数 sl
,

又
,

…
,

戈的选择

由于上述群论方法的应用
,

不仅大大降低了要处理的矩阵的阶数
,

并且也为寻找最佳

参数提供 了新的途径
.

已有属于 A : 、

F l u 、

H :
等不可约表示的 3 个含参数 的最小分块矩阵

,

它们分别是 2

x Z
、

5 x 5
、

8 x 8 的矩 阵
,

是调整参数 的主要依据
.

另外对于其 它不可 约表示
,

用 属于

相同不可约表示非同变的本征矢为基
,

可以得到属于其它不可约表示 的分块矩阵 (但不是

最小分块矩阵 ), 即一个 l x l的属于 A
u

的矩 阵
,

一个 12 x lZ 的属于 F
l。 的矩 阵

,

一个

12 x lZ 的属于 凡
:

的矩阵
,

一个 巧 x 巧 的属于 凡
。

的矩阵
,

一个 24
`
24 的属 于 G

:

的矩

阵
,

一个 24
x
24 的属于 G

。

的矩阵
,

一个 35 X 35 的属于 H
。

的矩 阵
.

由于近年来 除 了具

有红外活性或喇曼活性的振动频率有准确的实验值外
,

通过中子非弹性散射
、

高分辨率能

量损失谱 以及二级拉曼散射和红外吸收
,

属于其它不可约表示的振动频率也已得到初步确

定
,

有鉴于此
,

采取如下 2 个步骤来进行参数 5
1 ,

5 2 ,

…
,

S
,

的选择
.

l) 通过下列一组方程确定 S
, ,

又
,

…
,

S
,

的初值
.

、 .尹

1
tl,ù

,..二Jl.了̀、 J

`
、

、

,
了
`

、厂布、ù4
, .1门.1了.、

产、̀

2

X (“ 二 )一互
口三

. ,

。 p

i( )

5

X (Fr
t 。

) 一善
田式

u ,

。 p

i( ) (其中一个频率为零 )

8

X ( F,,
.

)一各
臼 :

! :
,

。 ,
( ` )

X (凡
:

) = 。 三
。 , 。 : p

4

X ( .F
.I

)一 ’
答
臼礼

, e
二 ( `) (其中一个频率为零 ) ( 15 )



北 京 工 业 大 学 学 报 919 4年
. . . . . . . . . . . . . . . .

4

、 .产、 .产̀Ù7
.一 .几,l了.、了.、

`

l
夕、 `.夕口一
衬ù0沙

曰.几心.五J口
.、产
`
、

X ( .F
: .

)一 3

互
“ 孟

:

一
p
( `)

X ( .F
: .

)一 3
互

“ 早
: . , ex p

( `)

X (凡
.

)一 4

互
“ 丢一

p
( ` )

X( 凡
.

)一 4
互

“ 敲一 (` )

7

X ( "F
.

)一 5

互
`
:,. 一

p
( ( 2 0 )

其中 X是相应矩阵的特征标
,

它是 S : ,

2S
,

…
,

5
.

的一个线性函数
.

这里我们在符号 上没

有 区分最小分块矩阵与非最小分块矩阵
,

因为等号右边的系数就表 明了差别
.

通过线性最小二乘法很容易确定 S ; ,

S :
,

…
,

凡
.

由于除 A : 、

F
: 。 、

H
: 以外

,

其它不可

约表示实验值的准确度不敢估计太高
,

因此只把这组值作为初值
,

记为 S
: , ,

凡
: ,

…
,

S
,卜

2) 下面还以矩阵 F
, 一 F r : 一 凡

.

及实验值 QJ , .

( i )
、

田 ; 、 .

( i )
、

田 , .

(玄)作为我们进一 步拟

合的出发点
.

将 又
: ,

凡
: ,

…
,

S
, ,

的值代人 A , 、

F lu’ H :
对应的分块矩阵

,

分别记这些矩阵为 凡二 , 、

.F … : 、

F , 二 : ,

则可写成如下形式 :

( 2 1 )

K人沐乙阵"
月,KKxsZ

X-l
,

=sZ
-lK
!

么
X-ll

;
,

:
气凡凡

l
、|seweeseeL

设 凡
. ,

, 、

.F 一 "F
..

别为 A几
二 ,

( i )
、

A ; :

… ( i )
、

的本征值分别为 “ 二
二 ,

i( .) 田
2,..

.
:

i( .) . 石
. , ,

i() ; 相应的本征矢分

A , 二 ,

i( )
,

由于它们分别从 2 ` 2
、

5 ` 5
、

8 ` 8矩阵中解出
,

因此已

分别 以 2 维
、

5 维
、

8 维矢量的形式出现
.

又设 凡
。 ,

S ,
,

…
,

凡
。是一组最佳参数

,

相应的分块矩阵为

。 = 艺 S
二 。 F f

。一艺 S x o F乏
.

( 2 2 )
K 一 l

l

= V 习 刃界
。
0 ` 曰 ~ 盆 O 月 H

.

K 一 l

气..r凡
!z性J lseleses`

l
、

假设这些矩阵的本征值就是 。孟二 。 p
i( .) . 乍

, 二 。 p
i( .) 田祝

. 。 : ,
i()

·

为了下面计算方面
,

对于同一不可约表示
,

i都按 。 2

数值的大小顺序予以编号
.

假定初值 凡
: ,

5 2 : ,

…
,

S
, :

与最佳值 S 。̀ ,

S二
,

…
,

凡
。相差不大

,

于是借用一级微扰论公
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式得到

华保盈等 : C ` 。
分子振动谱计算中群论方法的应用

。支
二 。 ,

( i )一 。三
二 ,

( i ) = A丈
.
:

( i ) ( F
, 二 。一凡… ) A

, 二 :

( i )

橇 ( S
K。 一 S K I

)众
.

1

( `) F之元
二 1

(` )

田资一 ( ` )一 “ 式
. ,

:

( )̀一点( S一
S K I

)孟一 ( `) F点
.

元
… :

“ 豁
. ,

xC ,
( ` )一 “

孰
一 (̀ )一二( s一

S一 )众
一 ( `) F众几一 ( ` )

( i = l
,

2 )

( i = l
,

2
,

…
,

5 ) ( 2 3 )

( i = l
,

2
,

…
,

8 )

以上共得到关于 5 10 ,

S二
,

…
,

凡
。的 15 个线性方程

.

通过线性最小二乘法
,

就可确定 5 10,

0zS
,

…
,

又
。

,

把这组值代人 F
, . ,

。 、

F
F… 。 、

凡
. , 。 ,

求出本征值
·

如果这组本 征值与实验值

的偏差已符合要求
,

则就 以 5 10 ,

S , …
,

凡
。
作 为最后结果 ; 如果不符合要求

,

则再 以 S l0’

S二
,

…
,

凡
。
作为新的初值

,

重复步骤 2 )
,

直至获得满意结果为止
.

6 结束语

本文充分运用群论工具
,

对于 C 。 分子振动谱的计算方法进行简化
,

获得了最低阶的分

块动力学矩阵
,

并将微扰论思想引人参数的计算中
,

圆满解决了非线性拟合 问题
.

上述方

法已编成计算机程序
,

用于 C 。 分子各种力模型的计算
.

周光丈同志协助做 了许多工作
,

谨此致谢
.
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北京市科技新星简介

涂承宇
19吊)年 6月生

.

1988 年 2 月毕业于海军工程学院
,

获硕士学位
,

现任无线电系讲师
.

硕

士毕业后在海军论证研究中心工作
,

一直从事人工智能和决策科学方面 的研究
.

1卯3

年 9 月调人我校
.

涂承宇同志具有严谨
、

求实
、

勇于开拓的科学作风
.

在科研工作中
,

取得了丰硕成果
.

他曾作为骨干

参加了一项 国家级科研课题
,

10 项部市级课题及 3 项其他科研项 目
,

并取得 了多项 奖励
,

其中一项荣获

荣获学术成果一等奖
.

在国内外学术刊物上发表了 20 多篇学术论文
.

1臾辫年 4月他申报的
“

实时决策系统的智能化与自动化
”

课题
,

是 以地铁和铁路行车调度系统为第一

研究实例
,

进行实时决策系统的智能化
、

自动化的基础研究
,

建立一个较为通用的实时决策系统框架
.

用

这个框架可 以方便地构造多种实时决策系统
,

并采用多层分布结构
、

数学运算和智能推理相结合的机制
,

根据实时采集的数据和系统各数据库中的记录的各种系统状态信息
,

实时给 出唯 一 的优化 调度方案
.

此

项目难度较大
,

是一项复杂的系统工程
,

是 当前迫切需要解决而学术界未能解决的难题
,

与 北京地铁的

发展和我国铁路系统的发展迫切需要紧密结合
,

因此本项 目得到北京市科委科技新星计划的资助
.


