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摘 要 ：研 究 了一 类具有 放牧 率及扩 散的 3种 群概周 期竞争 模型 ，利用 上 、下解方 法 ，Schauder不 动点定 理以及 

Lyapunov稳定 性理论 ，得到了确保该模型空间齐次概周期解的存在性及稳定性的充分条件，推广了已有的相应结果· 

关键词 ：概周期解 ；稳定性 ；竞争模 型 ；放牧率 ；上 、下解方法 

中图分类号：O 175．14 文献标志码：A 文章编号：0254—0037(2012)ll一1749—07 

Almost Periodic Competition M odels W ith Grazing Rates and Diffusions 

WANG Chang—you。， 一
， WANG Shu ，LI Lin—rui 

(1．College of Applied Sciences，Beijing University of Technology，Beijing 100124，China； 

2．Key Laboratory of Industrial Internet of Things＆ Networked Control of Ministry of Education，Chongqing University of 

Posts and Telecommunications，Chongqing 400065，China； 

3．Institute of Applied Mathematics．Chongqing University of Posts and Telec0mmunicatjons，Chongqing 400065，China) 

Abstract：Almost periodic solution of a three—species competition system with grazing rates and diffusions 

were investigated by using the method of upper and lower solutions，the Schauder fixed point theorem as 

well as Lyapunov stability theory．Sufficient conditions guaranteeing the existence and stability of the 

strictly positive space homogenous almost periodic solution of the system were obtained，and some known 

results were improved． 
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1 模型介绍 

考虑具有放牧率及扩散的3种群概周期竞争模型 

％ = ( )AvI( ，￡)+ ( ， )[。 ( )一6 ( ) ( ，f)一c ( ) ( ， )一cf ( ) ( ， )+ 
(t)，( ，t)∈n×R 

- k2( )Av2( ， )+ ( ， )[a：( )一6 ( ) ( ， )一cz( ) ( ， )一dz(f) ( ， )+ (1) 

(t)，( ，t)∈ X R 

皇 -k
s
( )Av3( ， )+ ( ， )[n ( )一6 (￡) ( ， )一c，( ) z( ，￡)一ds(f) 。( ， )+ 
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式中：Jj} (t)，。 (t)，b (t)，c (t)，d (t)，fi(t)(i=1， 

2，3)均为实数集R上 的概周期函数 ，分别表示种群 

之间的扩散率、竞争率及放牧率；A表示 上的 

Laplace算子 ；( ，t)∈ X R ， 为 3种群的栖息区 

域 ，它为R”中的具有光滑边界 a 的有界开集．式 

(1)相应 的边界条件及初始条件分别为 

： 0，i：1，2，3，( ， )∈an×蕊+ (2) 
d 

( ，0)= 。( )≥0，且不恒为 0，i=1，2，3， ∈ 

(3) 

式中：a／(0n)表示外法 向导数 ； ( ，t)表示第 i种 

群在点 =( 一， )和时刻 t的密度． 

系统(1)～(3)描述了 3种群之间的相互作用 ， 

是生物数学中的一种重要的数学模型 ，吸引了广大 

科技工作者对其进行深入广泛的研究 ．当种群 

均匀分布即无扩散时，姜东平等 。 讨论 了与上述 

方程对应的 2种群模型在系数分别为周期函数和概 

周期函数时的周期解和概周期解的存在性 、唯一性 

及稳定性．陈凤德等 将文献 [2]的结果推广到 n 

种群情形．当上述系统无放牧率时，Pao等 利用 

上 、下解方法对上述模型 的常数平衡态 的稳定性进 

行了研究．Liu等 研究了具有放牧率及扩散的 n 

种群竞争模型周期解的稳定性．然而，一般来讲，种 

群所依赖的环境不一定严格按周期规律变化 ，有 时 

按概周期规律变化，因此研究既含扩散项又含放牧 

率的多种群概周期生态模型具有重要意义．本文对 

具有放牧率及扩散的3种群竞争模型(1)～(3)的 

概周期解进行讨论 ，利用偏微分方程 的上 、下解 方 

法 ，Sehauder不动 点定理以及 Lypunov第二稳定性 

理论获得 了确保该模 型空问齐次概周期解 的存 在 

性和稳定性 的充分条件 ，推广 了文献 [2—3，5]的结 

果．关 于周期 解及概 周期解 的研究 还可参 考文献 

[6—9]． 

2 上、下解的构造 

为了证明本文 的主要结果 ，先介绍几个定义及 

引理． 

定义 1 对实数集R上 的连续函数 f(t)，若对 

任意 >0存在 T(g)>0，使得任一长度为 T( )的 

区间中至少有一点 ，使得 If(t+ )一f(t)l≤s对 

任意 t 蠢成立 ，则称，(t)是概周期函数． 

定义 2 若 光滑 函数 u(￡)=( (￡)， (￡)， 

(t))在R 上 满足方程 (1)且 (t)是概周期 的， 

则称 u(t)为方程 (1)的空 间齐次概周期解 ，记 为 

(t，T(s))． 

定义 3 若系统 (1)及相应 的边界条件 (2) 

对任意给定的非负光滑初值 

“( ，0)=( ( ，0)， ( ，0)， ( ，0))= 

( l0( )， 20( )， 30( ))≥0，且不恒为 0， ∈ 

存在唯一正解 M( ，t)=( 。( ，t)， ( ，t)， ( ， 

t))，且有lim(“ ( ，t)一M (t，T( )))=0，i=1，2， 

3，关于 一致成 立，则称空 间齐 次概周期解 

u(t，T( ))是全局稳定的． 

定义 4 设 V( ，t)一( l( ，t)， 2( ，t)， 3( ， 

t))，V( ，t)= (口。( ， )， ( ，t)， 3( ，t))，如果 

V( ， )≥V( ，t)，并满足 

≥ ( )△ 。( ， )+vI( ，t)[。，( )一 

b (￡) ( ，￡)一c (￡)竺2( ，￡)一d。(t)! ( ，￡)]+ 

(t)，( ，t)∈ XR 

㈩ ： f)l 

b ( ) ( ， )一c2( ) ( ， )一dz( )! ( ， )]十 

(t)，( ，t)∈力×R 

皇 ≥ 
，( )△ ( ， )+一7)3( ， )[n (f)一 

b，(￡) ( ， )一c，(￡) ：( ，f)一d (f) 。( ，￡)]+ 

(t)，( ，t)∈ XR 

(4) 

≥0， 1，2，3， ( )∈ 地 + (5) 

( ，0)≥ 。( )，i=1，2，3， ∈ (6) 

㈩ (f)一 

6。( ) ( ， )一c。( ) 2( ，￡)一d。(f) 3( ， )]+ 

(t)，( ，t)∈ ×R 

! ≤后
：( )zX

_

v2( ， )+ ( ， )[。：(￡)一 

6：(￡) ，( ， )一c (f) ( ， )一d：(f) ，( ，f)]+ 

(t)，( ，t)∈n×R 

(f) ’f) ㈩ 一 

6 (f) ( ， )一c (￡) ( ， )一d ( )竺，( ，￡)]+ 

(t)，( ，t)∈ XR 

f 7) 
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≤0， 1，2，3， ( )∈ ×吼+ 

(8) 

( ，0)≤ ∞( )，i=1，2，3， ∈／2 (9) 

则称 V( ，t)、V( ，t)分别为系统 (1)～(3)的一对 

有序上 、下解． 

引理 1̈。。 设 v(x，t)、V(x，t)分别为系统 (1)～ 

(3)的一对有序上、下解，则系统 (1)～(3)存在 

唯一解 V( ，t)，且 V( ，t)≥V( ，t)≥V( ，t)． 

对R上 的概周期 函数 F(t)，记 

=sup{F(￡)，t∈R}，F=inf{F(t)，t∈R} 

=  { (r) (⋯)) 
， 

当F(t)是 一周期函数时， [F]=I F(s)ds／T． 

引理 2̈ ¨(Schauder不动点定理) 假 设 K是 

Banach空间 E的有界 闭 凸集 ，而 ：K— 是 紧映 

射 ，则存在 ∈K，使得 Tx = ． 

3 主要结果及证明 

定理 1 若 a ，b ，c ，d ， 是正数 ，且对 i=1，2， 

3有 

( + + )／ ≤ =min{√ ，√ 饺，√ ， 
(d。+c )／if1，(b：+d：)／ ，(b3+c )／ } 

则系统 (1)存在严格正的空间齐次概周期解 

U(t)=( 。(t)， (t)， (t)) 

证 明：由定理 1的条件可得 

0 <立堕 ≤1
．0 < 堕 ≤1

．0 <立堕 ≤1 <— ——- ≤ 
． 
<—二—二 ≤ 

． <— — ≤ 

a I — L a 2～ L a 
3 一 

(10) 

记 

一⋯{篇 
则有 0<m≤L，且 

( + ) ≤ 一 ，( 十 ) 
m

≤ 

一 t，( + ) ≤ 一 (12) 

故有 

+(C1+21)L
m

—

f lm2<~L a 1， +( +32) L
—  

m ≤￡ ，~3+( +t) 一Am ≤Lf2m a2 d a3(13) ≤￡ ，s+(6 +t) 一 ≤ ( ) 

b l— >10，C 2一 >10，3 3一 >10 

(c2 ) in≥m 
，
(bz ) m≥m 

(b2 )詈≥m (14) 

b。+(cl+d ) m。一 ≥m 
～ ～ ～  l 

c：+(b2+d：)了m — ≥m 
～ ～  ～  1 

d 3+( + ) m — ≥m a 3 (15) 

+( 十 ) 一 mz≤ 。。 

b l+(c2+ ) m — ≥m (16) 

+( +3,)-L
一  m

：≤ 。 

+(bz+ ) m — ≥m (17) 

十( 十五) 一 mz≤ 。 

+(6~3+ ) m一 ≥m (18) 

， 1= 1(01(t)一bl(t)vl—c1(t) 2一d1(t) 3)+ (t) 

2 2= 2(口2(t)一b2(t)v1一c2(￡) 2一d2( ) 3)+ (t) 

【 3= 3(a3(t)一b3(t) 1一c3(t)v2一d3(t) 3)+ (t) 

6l( 咖l+c ) ㈩≥ 咖 
2=c ( )一02(t)z：+b t)z

． 

2

+d ( ) 一 (t)z 
1 

c)_ 咖 3+6 ) 十c3㈩  咖  2 

(21) 

对于任 意 的 (西(t)， (t)， (t))∈日 m，由 

[b ]>0， [c ]>0， [d，]>0知 ，方程 

㈩ 
嚣 
嚣 
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2)_ ．十cI㈩  +dl㈩  一 

(f) 。(t) 

㈩  +d2㈩  一 

( ) ( ) 

c)_ 咖， (f)措+c3㈩错一 
(t) ( ) 

f 22、 

有一个概周期解 

厂_e- s )+c1㈠ + 
s) 一 ㈠  

)= e se-J2 r[c：㈠ +b ㈠ + 乏( )=f [c：(s)+ (s) + 

。(s) 一 (s) (s)]ds 
S 

)=』t ㈩ s)+63㈠ + 

s) 一 ) ㈠  

现 在利 用式 (23)足 义如 卜映射 A： 

A( ， ， )=(三。，乏，三 )，V((b， ， )∈日： (24) 

由式(16)～(18)及式(23)知 

f)> e “1 【bl+(c2+ )予一JI，J 】 

1[b ．+‘勺+ in一／,L 】≥m (25) r上
． L ～ ～ ～  ，』 J 

f)< e 【 ) 一L m ] 

a ) 一 】≤，J (26)1 ,-v flm 

；：( )≥ e-az(t-s)[ +(b2+ ) m一 L 】ds= 

【0+(bj+ )_，Jm一?2L 】≥m (27) 

f)< e ⋯ [t+( + ) m—f2m ] 

毛(f)≥ e-一a3{t-s)【 +(b2+ ) 一 ] 

(b5+。 m— 】≥m (29) 

【 +( +己) 一 叫 

【 十( +t) m一 ≤L (30) 
从而( ， ，)∈日 ，即 A C H"L'，若 4还是一致 

有界和等度连续的，则由 Ascoli—Arzela定理㈩ 知 A 

是紧映射． 

一 致有界性显然．事实上 ，对于任意的( ， ， 

y)∈ ，有( ， ，乏)=A( ， ， ) 日：，即满足 

0<(m，m，m)≤4( ， ， )=(三 ， ，毛)≤(L，L，，|) 

下面证明等度连续性．对任意的(咖， ， ) 

H ，记(主 ， ，乏)=A( ， ， )，t <t ，贝4有 

(t。)一三(t )I= 

1 e r)I】 s + 
㈦ e— rJl bl㈠ + 

c】(s) ㈦ s ) (31) 

再 记 

f)+c1( ) ㈩  。(f) 

则有 

Iz,(￡ )一 。( ，)I：l f 。一『： “l‘r ．(s)d — 
tI 

一  c』l( h
i( )ds l≤ 

l e 2al(r)dr hi㈠ds l+ 

l J_ e一 nl(r)d (e-f： “1‘r)dr——1)7 (s)ds 1(32) 
由于( ， ， )∈ ，则存在正常数 M使得 I h，( )I≤ 

M，从而式(32)可化为 

I主 ：)一三 (f1)I≤ e舒 1+÷ 一 
e l(r I (3333) e一 ”I ) 

式中 。位于 t。与 t 之问．类似地 ，可得 

l乏( ：)一乏(f )I≤』、r e一 _，1 J+ 川 一 

*：㈩ Ie t (34) 1 (j斗】 

式中 N为正常数． 

同样 可 得 

+ 

(35) 

乜 

e 一 ， 
P  e 

≤ 一 

， l — v 

一l 
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式 中 P为正常数． 

由式(33)～式 (35)知 ，对任 意 ( ， ， )∈ 

口 ，则 

l im ta(4,， ， )(t1)一A( ， ，7)(t2) 0 

一 致成立．故 由式(24)所定义的映射 A是 到其 

自身的紧映射 ，由引理 2知 ，A在 日：中存在不动点 

( ， ， )，它就是式 (21)的解 ，从而式 (20)有严 

格正的 概 周期 解 ( (t)， (t)， (t))=(1／ 

(t)，1／ (t)，1／y(t))，t∈R ．显 然 (Vl(t)， 

1)2 (t)， (t))，t∈R 也是满足方程 (1)的空间齐 

次概周期解． 

定理 2 若系统 (1)满足下述条件 ： 

(i)定理 1的条件 ； 

(ii) 

s ()+6 ()一6 ())=一 < 
⋯ _
up(b t t t 0 

sup(c3(t)+c1(t)一c2(t))=一 2<0 

s“p(d1(t)+d2(t)一d3(t))=一s3<0 

则 系统 (1)存在 严格正 的空 间齐 次概 周期解 ( 

(t)，U2 (t)，V3 (t))，并且还是全局稳定的 ，即系统 

(1)～(3)的解 ( ．( ，t)， ：( ，t)， ( ，t))， 

( ，t)∈ ×R 均满足： 

lira( ( ，t)一 (t))=0，i=1，2，3， ∈ (36) 

证明 ：由定理 1知其存在性．对于稳定性 ，对式 

(36)就初值 ( )(i=1，2，3)分 2种 情 况给 予 

证明． 

1) ( )>0， ∈． ； 

2)存在 。∈ ，使得 。。( 0)=0， ：。( 0)=0或 

o( o)=0． 

对情形 1)，记 f =m_i13／3 0(z)，r =m_axv 0( )， 

则0<z ≤ 。( )≤r ．设( (t)， (t)，_3(t))，( 。 

(t)， ：(t)， ，( ))是方程(20)分别过初值( 。(0)， 

(0)， (0))=(r。，r。，r )，( (0)， (0)， (0))= 

(f ，z：，f )的解 ，则 ( ( )， (t)， ( ))，( ( )， 

(t)， (t))为系统 (1)～(3)的一对有序 上、下 

解 ，由引理 1知系统(1)～(3)存在唯一解 ： 

( l( ，t)， 2( ，t)， 3( ，t))，( ，t)∈ X R 

并满足 

( l(t)， 2(t)， 3(t))≤( l( ，t)， 2( ，t)， 

( ，t))≤( (t)， ：(t)， 3(t)) (37) 

若有 

limv (t)一 (t)=]imv (t)一 (t)=0 (38) 

则必有式(36)成立 ，故要证式 (38)成立 只须证对 

任意的正初 值 ( ．(0)， ：(0)， ，(0))=(口 。， ：。， 

。)，方程 (20)的相应解 ( (t)， (t)， (t)) 

满足 

lim( (t)一 (t))=0，i=1，2，3 (39) 

因初值 ( 。， ：。， ，。)>0，放牧率 ( ， ， )>0，由 

生物学意义知( 。(t)， (t)， (t))>0．记 

P (t)=In (t)，Q (t)=in (t)，i=1，2，3 

(40) 

f (PJ( ) ㈩)一 c)(e “ “ )一 
l c。(￡)(eP2(̈一eQ2(t )一d．( )(eP3(̈一eQ3(￡ )+ 

1( 一 
( )一Q2( 一  e P1( ’)一 

』 c：(￡)(eP2(“一e口2( ’)一 ：( )(e (“一e如( ’)+ 

I( 一南) 
I ( )一Q3㈩)一 e P1( Icj )一 
I c，( )(eP2(̈一eQ2(z’)一d，( )(eP3(̈一eQ3(￡ )+ 

【 ( 一 
(41) 

目Ⅱ 

【_(P。( )一Q。( ))=一(6。( )+ )。 
(e ‘ 一e。 )一c1(t)(e ‘“一e。 ‘ )一 

d1( )(e s‘ 一e ) 

d

d 

(pz( )一Q (f))=一b2( )(e l “一e。1‘ )一 

)+ ㈩ ))- 

d2( )(e ‘”一e ) 

d

d 
(e ( )一Q，( ))=一b3(f)(e 】‘‘ _e01(t))一 

c (f)(e _e02(t))一f d3(f)+ 

) 3(1 f)) 

考虑 Lyapunov函数 
3 

( )= 1 Pi( )一Q (￡)1，f≥0 
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并记 D’U为 U的石 上导数 ，则确 

D E，( )=∑ D l Pi( )一Q (圳 = 

sgn(P ( )一 ) 面d(P (t)
一  ))= 

( (f))[_ )+ )． 
(e ‘“一e。 ‘ )一c1(t)(e ‘ 一e。 ‘ )一 

dl( )(e f _eQ3(t))1+sgn(P ( )一 

Q (￡))【一b2(￡)(e 1‘c_一e。I‘￡ )一(c：(t)+ 

)(eP ̈一eQ 。)一d：( )(eP ̈一 

eq3(t))]+sgn(P ( )一03( ))[一6，(f)(e l‘̈一 
e )一c3(t)(e ‘”一e ’)一 

( ㈩ 】≤ 
(63(t)+62(t)一61(t))I e ‘ 一e。 ‘ ’I+(C (t)+ 

c3(t)一C2(t))I e “’一e。 “ I+(d1(t)+d2(t)～ 

d3( ))I e ‘“一e I≤ 一s1 I 1(t)一 

(t)I一 2 I 2(t)一 (t)I— 3 I口3(t)一V3 (t)I 

(43) 

积分得 

( )+ s J。。 (s)m 7)i (s) ≤ (0) 
(44) 

由 U(t)的非负性及 U(0)的有界性知 U(t)是有界 

的，且 J ( )一 (f)I ds，i=1，2，3收敛，由式 
J n 

(43)还可知 D U(t)<0，则极限 

liraU(t)=l (45) 

存在且 U(t)≥1．若 Z>0，则 

I P1㈩ 一 f)l> 1
，I P2㈩一Q2(圳>÷ 

I P3(￡)一Q3( )I>寺 

至少有一个成立，不妨设I P ( )一Q ( )I>÷，从 

而 P (t)与 Q。(t)无交点．设 P，(t)>Q。(t)，即有 

P1( )一Q (f)>寺 

故 

I v x㈩ --Vl*㈩  = e PJ( _eO J(s) = 

J e。1‘ l ePt(s)-01(s)一1 I d5≥ 
J 0 

m  J 0(e 一。“ 一1)ds>m J 0(e 一1)ds= J J 
m(e 一1) +∞ 

这与J ( )一 ( )l ds收敛矛盾．故z=0，从而 

lira (t)一 (t)『_0，i=1，2，3 (46) 

即式 (39)成立． 

对于情形 2)，先选 择充分 大 的正数 。、 、 

， 使 

r
f,(t)≤ 一Ml(Ⅱl(t)一61(t)M )，t>0 

{ (t)≤一M (。2(t)一c2(t)M2)，t>0(47) 

LL(t)≤ 一M (03(t)一d3(t)M3)，￡>0 

记 '／2 =0， =M ， 

0t-k1( )△ 一 f)一 ) 。一c (￡) 一 

d (t) ]一 (t)≥0 

a ． 

Ot—kl(t)AV l一 [Ⅱ-( )一6·( ) 一c-(￡) 一 

d (t) ]一 (t)≤0 

(48) 

-

k2( )△ 一 [。 ( )一6：( ) 。一c ( ) 一 

d：(t) ，]一 (t)≥0 

0v—vv 2
一  

z( )△ 一V 2[n ( )一b2( ) 一 (t)v 2一 

d：(t) ]一 (t)≤0 

(49) 

专 -k3( )△ 一 [。 (f)一6，( ) 一c，(f) 一 
d3(t)V 3]一 (t)≥0 

Ov， 
— O t一 3(川Av 3— [。3( )一6，( ) 一c (￡) 一 

d。(t) ，]一 (t)≤0 

(50) 

即 =0， =M ，i=1，2，3，是 系统 (1)～(3)的一 

对有序上 、下解 ，由引理 1知 ，系统 (1)～(3)存在 

唯一解 ( ( ，t)， ( ，t)，∞ ( ，￡))并满足 

0≤ ( ，t)≤M ，i=1，2，3，( ，t)∈ x[0，∞) 

(51) 

3  

2  

= 

≥ 

有 

且 则 
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再选择正常数 6。、占。、6，，使得 

从而 

鲁 ) 。[ 。 ) 1(f) ．一 
c1(t) 2一d1(t)口3]+ (t)≥0 

0v2
一  ( )△ ：+6 = ：[6 +。：一6：(f) 。一 

c2(t)v2一d2(t) 3]+ (t)I>0 

㈩  。= +。 ) 一 

(53) 

证 明在 ×(0，。。)上有 ( ，t)>0，i=1，2，3，先证 

在 x(0，∞)上有 ( ，t)>0．若存在( 。，t。)∈ 

×(0，∞)使得 ( 。，t。)=0，则 由极值原理知 ，在 

x[0，t。)上有 ( ， )；0．但初值 ( ，0)= 

。( )≥0，且不恒为 0，矛盾．故在 力x(0，。。)上有 

v ( ，t)>0．再证在 0／2×(0，∞)上有 ( ，t)>0． 

若存在( 。，t。)E a力x(0，。。)使得 ；( 。，t。)=0，则 

由边界形 式 的极值 原 理知 <0，( ，t)∈ 
o， 

0力×(0， )，这又与边界条件 (2)矛盾．所 以在 

×(0，。。)上 ，恒有 V (PC，t)>0．对于 固定的 A> 

0，由式 (51)有 

0< ( ，A)≤M ，i：1，2，3， ∈ (54) 

由于 ( ，t+A)在 12×(0，。。)上满足式 (1)，在0／2× 

(0，。。)上满足式(2)，故 ( ( ， +A)， ( ，t+A)， 

v，( ，t+A))可视为过初值 ( 。。( )，v 2。( )， ( ))= 

( ( ，A)， ( ，A)， ，( ，A))的解 ，而在 力上有 

v 。>0，i=1，2，3，再 由情形 1)的结论有 

lim(v ( ，t+A)一v (t))=0，i=1，2，3 

关于 ∈ 一致成立．由A的任意性知 

lim( ( ，t)一v (t))：0，i=1，2，3 

关于 ∈力一致成立． 

证 毕 

4 结论 

1)构造 了所研 究模 型的上 、下解 及 Lyapunov 

函数． 

2)获得了所研究模型的正 的空 间齐次概周期 

解 的存在性的充分条件． 

3)证明了所研究模型的任意解关于其正的空 

间齐次概周期解是全局渐近稳定的． 
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