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摘　要：研究了等离子体物理科学中的三维可压 Ｎａｖｉｅｒ-Ｓｔｏｋｅｓ-Ｐｏｉｓｓｏｎ方程初边值问题解的整体存在性与长时
间渐近性�使用精细的能量估计证明了当初值是稳态解的小扰动时该问题存在唯一整体光滑解�而且当 ｔ→∞时
该整体光滑解以指数速率趋于稳态解．
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1　问题的提出

本文考虑如下等离子体物理科学中的量纲一Ｎａｖｉｅｒ-Ｓｔｏｋｅｓ-Ｐｏｉｓｓｏｎ（ＮＰＳ）方程组
ｎｔ＋ᐁ·（ｎｕ）＝0
ｕｔ＋（ｕ·ᐁ ）ｕ＋ᐁｈ（ｎ）＝ᐁΦ＋εΔｕ

ｎ

ΔΦ＝ｎ－ｂ（ｘ）
（1）

这里ｘ∈Ω�ｔ＞0�Ω⊂Ｒ3是有界光滑区域�其边界为∂Ω．ｎ（ｘ�ｔ）、ｕ（ｘ�ｔ）、Φ（ｘ�ｔ）分别表示电子密度、电子
运动速度和电场的电势．函数ｂ（ｘ）表示给定的背景离子密度．ＮＰＳ模型描述等离子体物理科学中可压电
子在给定的背景密度下在电场的作用下的运动规律 ［1-3］．近年来�ＮＳＰ系统的研究已经得到广泛关注�Ｈａｏ
等 ［4］研究了在混合 Ｂｅｓｏｖ空间范数意义下 ＮＳＰ系统的强解的整体存在性和唯一性；Ｄｏｎａｔｅｌｌｉ［5］和 Ｙｉｎ
等 ［6］研究了可压ＮＳＰ系统在大初值情形下弱解的整体存在性和强解的局部存在性．对于拟中性极限和相
关渐近极限问题的研究参见文献 ［7-8］；对于可压ＮＳＰ系统和相关系统的弱解的渐近行为和稳定性分析
参见文献 ［9-10］．最近几年对于半导体Ｅｕｌｅｒ-Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的定解问题适定性、大时间渐近性以及小参数
的渐近极限问题等研究结果已经相当完备．例如�对于渐近行为�Ｇｕｏ等 ［11］证明了带绝缘边界条件和接触
边界条件的Ｅｕｌｅｒ-Ｐｏｉｓｓｏｎ系统的全局光滑解的存在性�并证明了全局光滑解以指数速率趋于稳态解；在无
界区域Ｒ3中�Ｈｓｉａｏ等 ［12］研究了常数背景离子密度和常数稳态解情形下的Ｅｕｌｅｒ-Ｐｏｉｓｓｏｎ系统解的渐近行
为．相对而言�对于ＮＳＰ系统需要做更多的研究．

对于模型 （1）�其初边值条件分别为
（ｎ�ｕ）（ｔ＝0）＝（ｎ0�ｕ0） （2）
ｕ｜∂Ω＝0�∂Φ∂ν｜∂Ω＝0 （3）

这里ν表示∂Ω的单位外法向量．通过椭圆Ｎｅｕｍｍａｎ边值问题在相差常数意义下的唯一性�规化Φ的平
均为0�即

1
｜Ω｜∫ΩΦ（ｘ�ｔ）ｄｘ＝0 （4）
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记Φ0＝Φ（ｔ＝0）是如下椭圆系统的解
ΔΦ（ｔ＝0） ＝ｎ0－ｂ（ｘ）
∂Φ（ｔ＝0）

∂ν ∂Ω ＝0
1
｜Ω｜∫ΩΦ（ｘ�ｔ＝0）ｄｘ＝0

（5）

ＮＳＰ模型 （1）～（3）能被写成如下形式的带非线性源项的Ｎａｖｉｅｒ-Ｓｔｏｋｅｓ方程
ｎｔ＋ᐁ ·（ｎｕ） ＝0
ｕｔ＋（ｕ·ᐁ ）ｕ＋ᐁｈ（ｎ） ＝ᐁΦ＋εΔｕ

ｎ

ᐁΦ ＝ᐁΦ（ｔ＝0） －ᐁ （－Δ）－1ᐁ·∫ｔ　0ｎｕ（ｓ）ｄｓ
（6）

其中 （－Δ）－1表示带着零平均以及Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的－Δ的逆算子�使用椭圆算子的正则性理论和ＮＳ
方程局部光滑解的存在性和唯一性理论�可得ＮＳＰ方程组初边值问题 （1）～（3）的局部存在唯一性结果．

∂表示关于ｘ和ｔ求｜∂｜阶导数�‖·‖表示关于空间变量ｘ的Ｌ2范数．
命题1　 （局部存在唯一性 ）假设ｂ（ｘ）＝Ｂ＞0（Ｂ为正常数 ）�Ω是Ｒ3中的光滑有界区域．ｈ：（0�∞ ）→

（0�∞ ）�并且ｈ（·）＞0�ｈ′（·）＞0�则存在仅依赖于Ｂ的正常数δ�使得如果初始条件 （ｎ0�ｕ0）满足
　∑

｜∂｜≤3
‖∂ｎ0－∂Ｂ‖ ＋∑

｜∂｜≤3
‖∂ｕ0‖≤δ

以及Φ0＝Φ（ｔ＝0）满足式 （5）�则模型 （1）～（3）存在唯一的光滑解 （ｎ�ｕ�Φ）�满足
ｎ�ｕ�Φ∈Ｃ1（Ω×［0�Ｔｍａｘ））
ｎ（ｘ�ｔ）－Ｂ�ｕ（ｘ�ｔ）�Φ（ｘ�ｔ）∈Ｌ∞ （0�Ｔ；Ｈ3（Ｒ3））

定义解的最大存在区间为 ［0�Ｔｍａｘ）�Ｔｍａｘ＞0．并且如果Ｔｍａｘ＜∞�则
　∑

｜∂｜≤3
‖∂ｎ（ｔ�·）－∂Ｂ‖ ＋∑

｜∂｜≤3
‖∂ｕ（ｔ�·）‖ ＋∫ｔ0 ∑

｜∂｜≤3
（‖∂ｎ（τ�·）－∂Ｂ‖ ＋

‖∂ｕ（τ�·）‖ ）ｄτ→∞�ｔ→Ｔｍａｘ
定理2　在命题1的假设下�模型 （1）～（3）存在唯一的整体光滑解 （ｎ�ｕ�Φ）�而且存在正常数Ｃ和

γ使得

　∑
｜∂｜≤3

‖∂ｎ（ｔ�·）－∂Ｂ‖ ＋∑
｜∂｜≤3

‖∂ｕ（ｔ�·）‖≤Ｃｅ－γｔ ∑
｜∂｜≤3

‖∂ｎ0－∂Ｂ‖ ＋∑
｜∂｜≤3

‖∂ｕ0‖

2　定理2的证明

本节考虑带初边值条件 （2）、（3）的Ｎａｖｉｅｒ-Ｓｔｏｋｅｓ-Ｐｏｉｓｓｉｏｎ模型 （1）的解的大时间渐近性�主要运用经
典能量方法和对称算子方法分步证明定理2．

令σ（ｔ�ｘ）＝ｎ（ｔ�ｘ）－Ｂ�则 （σ�ｕ�Φ）满足下列系统
σｔ＋ᐁ·（ ［σ＋Ｂ］ｕ）＝0 （7ａ）
ｕｔ＋ｕ·ᐁｕ＋ᐁ （ｈ（σ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ））＝ᐁΦ＋εΔｕσ＋Ｂ （7ｂ）
ΔΦ＝σ （7ｃ）

式中ｕ＝（ｕｉ）1≤ｉ≤3�因此有
σｔ＋σ�ｉｕｉ＋［σ＋Ｂ］ｕｉ�ｉ＝0
ｕｉｔ＋ｕｊｕｉ�ｊ＋｛ｈ（σ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）｝�ｉ－εｕ

ｉ
�ｊｊ

σ＋Ｂ＝Φ�ｉ
Φ�ｉｉ＝σ

（8）
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令ｑ＝ｈ′�则有
｛ｈ（σ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）｝�ｉ＝ｑ（σ＋Ｂ）σ�ｉ

记Φ�ｉ＝Δ－1σ�ｉ�把式 （8）写为矩阵形式为
σｔ
ｕ1
ｔ

ｕ2
ｔ

ｕ3
ｔ

＋
ｕ1 Ｂ＋σ 0 0

ｑ（Ｂ＋σ） ｕ1 0 0
0 0 ｕ1 0
0 0 0 ｕ1

σ�1
ｕ1
�1
ｕ2
�1
ｕ3
�1

＋
ｕ2 0 Ｂ＋σ 0
0 ｕ2 0 0

ｑ（Ｂ＋σ） 0 ｕ2 0
0 0 0 ｕ2

σ�2
ｕ1
�2
ｕ2
�2
ｕ3
�2

＋

ｕ3 0 0 Ｂ＋σ
0 ｕ3 0 0
0 0 ｕ3 0

ｑ（Ｂ＋σ） 0 0 ｕ3

σ�3
ｕ1
�3
ｕ2
�3
ｕ3
�3

＋

0
－ ε
Ｂ＋σΔｕ1－Δ－1σ�1

－ ε
Ｂ＋σΔｕ2－Δ－1σ�2

－ ε
Ｂ＋σΔｕ3－Δ－1σ�3

＝0 （9）

记ｗ＝ σ
ｕ
�对式 （9）左乘对称算子Ｄ＝ｄｉａｇ［ｑ（σ＋Ｂ）�σ＋Ｂ�σ＋Ｂ�σ＋Ｂ］�则可得

Ｄｗｔ＋Ａ1ｗ�1＋Ａ2ｗ�2＋Ａ3ｗ�3＋Ｌ＝0 （10）
其中

Ａ1＝
ｕ1ｑ（Ｂ＋σ） （Ｂ＋σ）ｑ（Ｂ＋σ） 0 0

（Ｂ＋σ）ｑ（Ｂ＋σ） （Ｂ＋σ）ｕ1 0 0
0 0 （Ｂ＋σ）ｕ1 0
0 0 0 （Ｂ＋σ）ｕ1

Ａ2＝
ｕ2ｑ（Ｂ＋σ） 0 （Ｂ＋σ）ｑ（Ｂ＋σ） 0

0 （Ｂ＋σ）ｕ2 0 0
（Ｂ＋σ）ｑ（Ｂ＋σ） 0 （Ｂ＋σ）ｕ2 0

0 0 0 （Ｂ＋σ）ｕ2

Ａ3＝
ｕ3ｑ（Ｂ＋σ） 0 0 （Ｂ＋σ）ｑ（Ｂ＋σ）

0 （Ｂ＋σ）ｕ3 0 0
0 0 （Ｂ＋σ）ｕ3 0

（Ｂ＋σ）ｑ（Ｂ＋σ） 0 0 （Ｂ＋σ）ｕ3

Ｌ＝
0

－εΔｕ1－（Ｂ＋σ）Δ－1σ�1
－εΔｕ2－（Ｂ＋σ）Δ－1σ�2
－εΔｕ3－（Ｂ＋σ）Δ－1σ�3

定义范数｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜2≡ ∑
｜α｜≤3

‖∂αｗ（ｔ）‖2．注意到 （记ｑ＝ｑ（σ＋Ｂ）�ｎ＝σ＋Ｂ）

－1
2Ａ

ｉ
�ｉ＝

－1
2｛ｕ

ｉｑ｝�ｉ －1
2｛ｎｑ｝�1 －1

2｛ｎｑ｝�2 －1
2｛ｎｑ｝�3

－1
2｛ｎｑ｝�1 －1

2｛ｎｕ
ｉ｝�ｉ 0 0

－1
2｛ｎｑ｝�2 0 －1

2｛ｎｕ
ｉ｝�ｉ 0

－1
2｛ｎｑ｝�3 0 0 －1

2｛ｎｕ
ｉ｝�ｉ
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此矩阵为对称矩阵�因此�对于任意向量ｖ�有

ｖ· －1
2Ａ

ｉ
�ｉ ｖ≤Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜·｜ｖ｜2 （11）

记Ｅ（ｔ）＝∫Ω 1
2｛Ｂ｜ｕ｜2＋｜ᐁΦ｜2＋ｈ′（Ｂ）σ2｝ｄｘ

引理3　下面经典能量估计式成立
ｄ
ｄｔ
Ｅ（ｔ）＋ε∫Ω ｜ᐁｕ｜2≤Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜3 （12）

证明　对式 （8）内积ｎｕ并积分得
∫ｎｕ·ｕｔ＋ｎｕ·（ｕ·ᐁｕ）＋ｎｕ·ᐁ｛ｈ（Ｂ＋σ）－ｈ（Ｂ）｝－ｎｕ·ᐁΦ－ｎｕ·εΔｕ

Ｂ＋σ ｄｘ＝0
其中

∫Ωｎｕ·ｕｔｄｘ＝1
2
ｄ
ｄｔ∫Ωｎ｜ｕ｜2ｄｘ

∫Ωｎｕ·（ｕ·ᐁｕ）＝1
2∫Ωσｔ｜ｕ｜2ｄｘ

∫Ω －ｎｕ·ᐁΦｄｘ＝1
2
ｄ
ｄｔ∫Ω ｜ᐁΦ｜2ｄｘ

∫Ωｎｕ·ᐁ｛ｈ（σ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）｝ｄｘ＝ｄ
ｄｔ∫Ω∫σ0 ｛ｈ（ｓ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）｝ｄｓｄｘ

∫Ω －ｎｕ·εΔｕ
ｎ
ｄｘ＝ε∫Ω ｜ᐁｕ｜2ｄｘ

因此有

　　
ｄ
ｄｔ∫Ω 1

2ｎ｜ｕ｜2＋1
2｜ᐁΦ｜2＋∫σ　0 ｛ｈ（ｓ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）｝ｄｓｄｘ＋1

2∫Ωσｔ｜ｕ｜2ｄｘ＋ε∫｜ᐁｕ｜2ｄｘ≡0
由于

∫σ　0 ｛ｈ（ｓ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）｝ｄｓｄｘ≤ｈ′（Ｂ＋θσ）σ2

其中0＜θ＜1�则在稳态解 ［Ｂ�0�0］附近即得式 （12）．
经典能量估计不能推广到高阶导数�下面使用对称算子法来估计ｗ的高阶导数．
引理4　让｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜≤δ充分小�则存在一个正常数Ｃ＞0�使得对于ｋ＝0�1�2�3有

1
2
ｄ
ｄｔ∫Ω｛∂ｋｔｗ·Ｄ∂ｋｔｗ＋｜ᐁ∂ｋｔΦ｜2｝ｄｘ＋ε∫Ω ｜∂ｋｔᐁｕ｜2ｄｘ≤Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜3 （13）

证明　由引理3知ｋ＝0时式 （13）成立�现估计∂ｋｔｗ（ｋ＝1�2�3）�对方程 （10）求∂ｋｔ�得
Ｄ｛∂ｋｔｗ｝ｔ＋∑3

ｊ＝1
Ａｊ｛∂ｋｔｗ｝�ｊ＋ 0

－ε∂ｋｔΔｕ － 0
∂ｋｔ｛ｎᐁΔ－1σ｝ ＝

－∑
ｌ≠0

ｌ

ｋ
｛∂ｌｔＤ∂ｋ－ｌ

ｔ ｗｔ－∂ｌｔＡ∂ｋ－ｌ
ｔ ｗ�ｊ｝ （14）

式 （14）两边同乘以∂ｋｔｗ并在Ω上积分．首先处理式子左边�第1项为
∫Ω∂ｋｔｗ·Ｄ｛∂ｋｔｗ｝ｔ＝1

2
ｄ
ｄｔ∫Ω∂ｋｔｗ·Ｄ∂ｋｔｗ－1

2∫Ω∂ｋｔｗ·Ｄｔ∂ｋｔｗ＝
1
2
ｄ
ｄｔ∫Ω∂ｋｔｗ·Ｄ∂ｋｔｗ＋Ｏ（｜｜｜ｗ｜｜｜3）

第2项为
∂ｋｔｗ·∑Ａｊ｛∂ｋｔｗ｝�ｊ＝1

2 ∂ｋｔｗ·∑Ａｊ｛∂ｋｔｗ｝
�ｊ

－1
2∂ｋｔｗ·∑Ａｊ�ｊ∂ｋｔｗ

其中
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∫Ω 1
2 ∂ｋｔｗ·∑Ａｊ｛∂ｋｔｗ｝

�ｊ
＝∫∂Ω 1

2∂ｋｔｗ·∑Ａｊｖｊ｛∂ｋｔｗ｝ｄｓ＝0
因此�由式 （11）知

∫Ω∂ｋｔｗ·∑Ａｊ｛∂ｋｔｗ｝�ｊ≤Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜3

第3项为
∫Ω∂ｋｔｕ·｛－ε∂ｋｔΔｕ｝＝ε∫Ω ｜∂ｋｔΔｕ｜2

第4项为
－∫Ω∂ｋｔｕ·∂ｋｔ｛ｎᐁ Δ－1σ｝＝－∫Ω∂ｋｔｕｎ·ᐁ Δ－1∂ｋｔσ－∑ｋ

ｌ＝1∫Ω∂ｋｔｕ·∂ｌｔσΔ－1∂ｋ－ｌ
ｔ σ＝

－∫Ω∂ｋｔ｛ｕｎ｝·ᐁ Δ－1∂ｋｔσ＋∑
ｌ≠0 ∫Ω∂ｋ－ｌ

ｔ ｕ·∂ｌｔσᐁ Δ－1∂ｋｔσ－∫Ω∂ｋｔｕ·∂ｌｔσΔ－1∂ｋ－ｌ
ｔ σ

（15）
式 （15）第2项被Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜3控制．

－∫Ω∂ｋｔ｛ｕｎ｝·ᐁ Δ－1∂ｋｔσ＝－∫Ω∂ｋ＋1
ｔ σ·Δ－1∂ｋｔσ＝1

2
ｄ
ｄｔ∫Ω ｜ᐁ ∂ｋｔΦ｜2

其次处理式子右边项�由于ｌ＞0�由3Ｄ中的Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入知式子右边项的Ｌ2范数被Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2控制�
因此得到结论．

下面做混合导数的估计．
引理5　让∂表示至多2阶混合导数�则对使得｜｜｜ｗ｜｜｜充分小的模型 （1）～（3）的任意解 （σ�ｕ）有

‖∂｛ᐁ ×ｕ｝（ｔ）‖2≤｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋Ｃ∫ｔ　0 ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜3ｄｓ （16）
证明　现估计ｕ的旋度�令ω＝ᐁ ×ｕ�ᐁ ×式 （8）得

ωｔ＋ᐁ ×［ （ｕ·ᐁ ）ｕ］ ＝ᐁ × εΔｕ
ｎ

其中

ᐁ ×［ （ｕ·ᐁ ）ｕ］ ＝－（ｕ·ᐁ ）ω＋（ω·ᐁ ）ｕ
ᐁ × εΔｕ

ｎ
＝ε
ｎ

Δω＋ᐁ ε
ｎ

×Δｕ （17）
对式 （17）求至多二阶混合导数∂�两边同乘以∂ω并积分�得

1
2
ｄ
ｄｔ

‖∂ω（ｔ）‖2≤Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜3 （18）
对式 （18）从0到ｔ积分便得结论．

引理6　若 （σ�ｕ）是使得｜｜｜ｗ｜｜｜充分小的模型 （1）～（3）的解�则存在一个正常数ｃ0使得
ｃ0｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜2≤ ∑

ｊ≤3∫Ω∂ｊｔｗ·Ｄ∂ｊｔｗｄｘ＋｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋Ｃ∫ｔ　0 ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜3ｄｓ （19）
证明　由式 （8）得

ᐁ｛ｑ（Ｂ）σ｝－ᐁΦ＝－ｕｔ－（ｕ·ᐁ ）ｕ－ᐁ｛ｈ（σ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）－ｑ（Ｂ）σ｝＋εΔｕσ＋Ｂ （20）
对式 （20）两边乘以ᐁ｛ｑ（Ｂ）σ｝�左式为

∫Ω ｜ᐁ｛ｑ（Ｂ）σ｝｜2＋∫ΩΔΦｑ（Ｂ）σ＝∫Ω ｜ᐁ｛ｑ（Ｂ）σ｝｜2＋∫Ωｑ（Ｂ）σ2

由方程 （7）得
ᐁ·ｕ＝－ 1

Ｂ＋σ｛σｔ＋ᐁσ·ｕ｝ （21）
注意到式 （20）、（21）右边项均被ｕｔ、σｔ和ｕ控制�因此�对｜｜｜ｗ｜｜｜≤δ充分小�得

854



　第6期 王　术�等：可压Ｎａｖｉｅｒ-Ｓｔｏｋｅｓ-Ｐｏｉｓｓｏｎ方程组的渐近性

‖σ‖2＋‖ᐁσ‖2＋‖ᐁ·ｕ‖2≤Ｃ（‖ｕｔ‖2＋‖σｔ‖2＋‖ｕ‖2＋｜｜｜ｗ｜｜｜3）

对式 （20）、（21）关于ｔ求导�显然每个时间导数到ᐁσ和ᐁ·ｕ二阶均被∑
ｊ≤3∫Ω∂ｊｔｗ·Ｄ∂ｊｔｗｄｘ控制．

关于ｘ导数类似�因此结合引理6即得结论．
下面说明使得｜｜｜ｗ｜｜｜充分小的模型 （1）～（3）的解 （σ�ｕ）�｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜2被∑3

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁｕ（ｔ）‖2控制．

引理7　对使得｜｜｜ｗ｜｜｜充分小的模型 （1）～（3）的任意解 （σ�ｕ）有
　∑2

ｊ＝0
｛‖∂ｊｔσ‖2＋‖∂ｊｔᐁΦ‖2＋‖∂ｊｔᐁσ‖2｝≤Ｃ ∑3

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁｕ‖2＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜3 （22）

证明　对式 （20）关于－ᐁΦ做内积�结合已知条件∂Φ
∂ν ∂Ω＝0�方程左边为

－∫ΩᐁΦ·ᐁ｛ｑ（Ｂ）σ｝＋∫Ω ｜ᐁΦ｜2＝∫Ω｛ΔΦ｝｛ｑ（Ｂ）σ｝＋∫Ω ｜ᐁΦ｜2＝∫Ωｑ（Ｂ）σ2＋∫Ω ｜ᐁΦ｜2

另一方面�式 （20）右边中间2项的Ｌ2范数被Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2控制．因此可得
‖σ‖ ＋‖ᐁΦ‖≤Ｃ‖ᐁｕｔ‖ ＋Ｃ‖ᐁｕ‖ ＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2

由式 （20）得
‖ᐁσ‖≤Ｃ｛‖ᐁ｛ｑ（Ｂ）σ｝‖ ＋‖σ‖｝≤Ｃ‖ᐁｕｔ‖ ＋Ｃ‖ᐁｕ‖ ＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2

为了估计σｔ�对式 （20）关于ｔ求导
ᐁ｛ｑ（Ｂ）σｔ｝－ᐁΦｔ＝－ｕｔｔ－［ （ｕ·ᐁ ）ｕ－ᐁ｛ｈ（σ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）－ｑ（Ｂ）σ｝］ｔ＋ εΔｕ

σ＋Ｂ ｔ

重复以上步骤�便得
‖σｔ‖ ＋‖ᐁΦｔ‖ ＋‖ᐁσｔ‖≤Ｃ｛‖ᐁｕｔ‖ ＋‖ᐁｕｔｔ‖ ＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2｝

关于时间ｔ再求一次导数�重复以上步骤�便得结论．
引理8　存在δ＞0�Ｃ＞0�使得如果 （σ�ｕ）是使｜｜｜ｗ｜｜｜≤δ的模型 （1）～（3）的解�则有

｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜2≤Ｃ∑3

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁｕ‖2＋Ｃ｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋Ｃ∫ｔ　0 ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜3ｄｓ＋

Ｃ
ｄ
ｄｔ∫Ωｑ（Ｂ）Δσｔσｔｔｄｘ （23）

证明　由式 （22）得到了σ和ᐁσ的Ｌ2估计�由式 （16）得到了ᐁ ×ｕ的估计�显然式 （21）右边的Ｌ2

范数被Ｃ｛‖σｔ‖ ＋‖ｕ‖｝控制�因此完成了ｗ的一阶估计．
下面考虑ｗ的二阶导数�由式 （15）、（22）得到了ｕｔｔ、σｔｔ、ᐁσｔ和ᐁ ×ｕｔ的估计．
为了估计ᐁ·ｕｔ�对方程式 （7）关于ｔ求导

（Ｂ＋σ）ᐁ·ｕｔ＝－σｔｔ－ᐁ （Ｂ＋σ）·ｕｔ－ᐁσｔ·ｕ－σｔ（ᐁ·ｕ） （24）
式 （24）右边的Ｌ2范数被Ｃ∑2

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁｕ‖ ＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2控制．

为了估计Δσ�由ᐁ·式 （8）得
Δ｛ｈ（σ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）｝－σ＝－ᐁ·ｕｔ－ᐁ·｛ｕᐁ·ｕ｝＋ᐁ· εΔｕ

σ＋Ｂ
由于Δ｛ｈ（σ＋Ｂ）－ｈ（Ｂ）｝＝ｑ（σ＋Ｂ）Δσ＋ᐁ｛ｑ（σ＋Ｂ）｝·ᐁσ�因此有

ｑ（σ＋Ｂ）Δσ＝－ᐁ｛ｑ（σ＋Ｂ）｝·ᐁσ＋σ－ᐁ·ｕｔ－ᐁ·｛ｕ·ᐁｕ｝＋ᐁ· εΔｕ
σ＋Ｂ
（25）

和前面讨论类似�式 （25）右边的Ｌ2范数被Ｃ∑2

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁｕ‖ ＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜控制．

下面来估计二阶导数项中的最后一项ᐁ （ᐁ·ｕ）�由式 （21）得
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ᐁ （ᐁ·ｕ）＝－ᐁ 1
（Ｂ＋σ）｛σｔ＋ᐁσ·ｕ｝ ＝－ 1

（Ｂ＋σ）｛ᐁσｔ＋ᐁ ［ᐁσ·ｕ］｝＋
ᐁσ
（Ｂ＋σ）2｛σｔ＋ᐁσ·ｕ｝ （26）

因此�ᐁ （ᐁ·ｕ）的Ｌ2范数被Ｃ∑3

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁｕ‖ ＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2控制�结合引理4即得到所有的二阶导数项的

估计．
由式 （15）、（21）得到了ᐁσｔｔ和∂2ᐁ ×ｕ的估计�对式 （25）关于ｔ求导可得ᐁ （ᐁ·ｕ）ｔ的估计�其中包

括所有的ｕ�ｉｊｋ�1≤ｉ�ｊ≤3估计．对方程 （24）求梯度可知‖ᐁ3σ‖Ｌ2被式 （23）右边项所控制．
下面估计σｔｔｔ�由∂ｔ式 （7ａ）－Ｂᐁ·式 （7ｂ）得

σｔｔ－Ｂᐁ·｛ｑᐁσ｝＝Ｂ（Δｑ）σ－Ｂσ－｛ᐁ·（σｕ）｝ｔ＋Ｂᐁ·｛（ᐁ·ｕ）ｕ｝－
Ｂᐁ· εΔｕ

ｎ
－ＢΔＱ2 （27）

其中 Ｑ2≡Ｑ（Ｂ＋σ）－Ｑ（Ｂ）－ｑ（Ｂ）σ�ｑ＝Ｑ′
对式 （27）关于ｔ求导�得

σｔｔｔ－Ｂᐁ·｛ｑᐁσｔ｝＝∂ｔ Ｂ（Δｑ）σ－Ｂσ－｛ᐁ·（σｕ）｝ｔ＋Ｂᐁ·｛（ᐁ·ｕ）ｕ｝－
Ｂᐁ· εΔｕ

ｎ
－ＢΔＱ2 ≡Ｚ （28）

显然�Ｚ的Ｌ2范数被Ｃ ∑3

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁｕ（ｔ）‖ ＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2控制．

式 （28）两边同乘以σｔｔｔ�得
σ2
ｔｔｔ＝｛Ｂᐁ· ［ｑᐁ σｔ］σｔｔ｝ｔ－ᐁ·｛Ｂｑᐁσｔｔσｔｔ｝＋ｑᐁσｔｔ·ᐁ｛Ｂσｔｔ｝＋Ｚσｔｔｔ （29）

现只需处理式 （29）右端的中间2项．由式 （22）知�积分第3项被Ｃ ∑3

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁｕ（ｔ）‖2 ＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2

控制．

另一方面�由方程 （7ｂ）和边界条件ｕ｜∂Ω＝0�∂Φ∂ν｜∂Ω＝0得
0＝ｖ· ｕｔ＋（ｕ·ᐁ ）ｕ＋ᐁ ［ｑσ＋Ｑ2 ］ －ᐁΦ－εΔｕ

ｎ
＝ｖｉｕｊｕｉ�ｊ＋ᐁ｛ｑσ＋Ｑ2｝·ｖ＝

ｕｊ∂ｊ（ｖ·ｕ）－ｕｊｕｉｖｉ�ｊ＋ｑᐁσ·ｖ＋（ｖ·ᐁｑ）σ＋ｖ·ᐁＱ2
严拓ｖ到Ω中�得

ｑᐁσ·ｖ＝∑ｕｊｕｉｖｉ�ｊ－（ｖ·ᐁｑ）σ－ｖ·ᐁＱ2
式 （29）右端第2项积分为

－∫Ωᐁ·｛Ｂｑᐁσｔｔσｔｔ｝＝－∫∂ΩＢ｛ｑᐁσ·ｖ｝ｔｔσｔｔｄｓ＝－∫∂ΩＢ｛ｕｊｕｉｖｉ�ｊ－（ｖ·ᐁｑ）σ－ｖ·ᐁＱ2｝ｔｔσｔｔｄｓ

因此有

Ｃ‖ｗ‖·｛‖σｔｔ‖ ＋‖ᐁσｔｔ‖｝●ε‖ｗ‖2＋Ｃε｛‖σｔｔ‖ ＋‖ᐁσｔｔ‖｝＋Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜3

其中ε任意小�即完成了σｔｔｔ的估计．
对式 （21）求∂2

ｔ得到ᐁｕｔｔ的估计．进一步对式 （25）关于ｔ求导得到Δσｔ的估计．最后�对式 （21）求∂2
ｉｊ

得到ｕ�ｉｊｋ的估计．
下面综合以上所有的分步估计式．
定理9　模型 （1）～（3）存在唯一的全局光滑解 （σ�ｕ）�而且存在常数Ｃ＞0�γ＞0�使得

　 ｓｕｐ0●ｔ●∞ｅ
γｔ｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜●Ｃ｜｜｜ｗ（0）｜｜｜

证明　对式 （13）关于ｋ从0到3求和后所得的式子与式 （23）乘以α所得式子相加得
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1
2
ｄ
ｄｔ∑

3

ｋ＝0∫Ω｛∂ｋｔｗ·Ｄ∂ｋｔｗ＋｜ᐁ∂ｋｔΦ｜2｝ｄｘ＋α｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜2＋（ε－Ｃα）∑3

ｊ＝0
‖∂ｊｔᐁ ｕ‖2－

Ｃαｄ
ｄｔ∫ΩＢｑΔσｔσｔｔｄｘ≤Ｃ｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜3＋Ｃα｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋Ｃα∫ｔ　0｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜3ｄｓ （30）

其中α为待定的小的正常数．又有

∫ΩＢｑΔσｔσｔｔｄｘ≤Ｃ｜｜｜ｗ｜｜｜2

令 ｙ（ｔ）≡ 1
2∑3

ｋ＝0∫Ω｛∂ｋｔｗ·Ｄ∂ｋｔｗ＋｜ᐁ∂ｋｔΦ｜2｝ｄｘ－Ｃα∫ΩＢｑΔσｔσｔｔｄｘ
现取α＜ｃ0／6Ｃ2�由式 （19）得

ｙ（ｔ）≥ｃ03｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜2－｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2－∫ｔ　0 ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜3ｄｓ （31）
另一方面�存在Ｋ＞0使得ｙ（ｔ）≤Ｋ｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜2�则由式 （30）知

ｙ′（ｔ）＋α
Ｋ
ｙ（ｔ）≤Ｃ ｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜3＋｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋∫ｔ　0 ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜3ｄｓ

式 （31）两边同乘以ｅαＫｔ�并从0到ｔ积分�令γ＝α／Ｋ＜4／3�得
ｅγｔｙ（ｔ）≤ｙ（0）＋Ｃ ∫ｔ　0 ｅγτ｜｜｜ｗ（τ）｜｜｜3＋ｅγτ｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋

∫ｔ　0 ｅγτ∫τ　0 ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜3ｄｓｄτ

结合式 （31）得
ｃ0
2ｅ

γｔ｜｜｜ｗ（ｔ）｜｜｜2≤Ｃ｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋Ｃ∫ｔ　0 ｅγτ｜｜｜ｗ（τ）｜｜｜3ｄτ＋Ｃ∫ｔ　0 ｅγτ∫τ　0 ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜3ｄｓｄτ≤
　　Ｃ｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋Ｃ∫ｔ　0 ｅ－γτ2｛ｅγτ｜｜｜ｗ（τ）｜｜｜2｝

32ｄτ＋Ｃ∫ｔ　0 ｅγτ∫τ　0 ｅ－3γτ2｛ｅγτ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜2｝
32ｄｓｄτ≤

　　Ｃ｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋Ｃ∫ｔ　0 ｅ－γτ2ｄτ×ｓｕｐ0≤ｓ≤ｔ｛ｅ
γｓ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜2｝

32≤
　　Ｃ｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2＋Ｃｓｕｐ0≤ｓ≤ｔ｛ｅ

γｓ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜2｝
32

由于｜｜｜ｗ（0）｜｜｜是小量�则对于任意时间ｔ有
　ｓｕｐ0≤ｓ≤ｔｅ

γｓ｜｜｜ｗ（ｓ）｜｜｜2≤Ｃ｜｜｜ｗ（0）｜｜｜2

由局部存在性定理和此先验估计即得定理2．
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