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利用样本分位数的极值分布的参数估计
程维虎

(北京工业大学应用数理学院，北京 100022)

摘要：基于极值分布的若干个样本分位数，建立了分布参数的线性回归模型．得到了分布参数的渐近正态无

偏估计，对分布参数进行了渐近置信估计．通过变量代换，将具有形状参数和刻度参数的两参数we-bu¨分布变

成极值分布，进一步得到这类两参数weibIIll分布参数的渐近置信估计．
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1问题的提出

极值分布是一种常见的寿命分布．在工程实践中，许多产品，部件或系统的应力强度或载荷强度等都

服从极值分布．

极值总体的分布匮数为

，(x；p，盯)=1一exp{一exp[(J～p)，盯】}， ～。。<工<∞ 【1)

其中一oo<雎<o。，d>0为常数，分别称分布的位置参数和尺度参数．由式(1)，得总体的分布密度函数

，(』；p，仃)=(1，仃)exp【一(x一一)，盯】exp{一exp【(x一卢)，口】}， 一o。<x<oo (2)

设置、置、⋯、咒是抽自极值总体(1)的一个简单样本，将置、置、⋯、量按从小到大的次序排列成一．，≤

五：)≤⋯≤‘∥则称(一¨，一21'⋯，t。))为样本的次序统计量．

取定一组正数p．、p2、⋯、p一使其满足0<pl<p2<⋯<n<l，对f．I，2，⋯，足，令n．=【印。】+I，

其中【印．】为不超过即。的最大整数，记I为样本的n分位数，即I=‘¨，5．为分布的一．分位数，即

，(言。；F，盯)=p。．由F(言。；p，a)=n及公式(1)和(2)，可导出

亭，=一十口1n【1n(1一p。)一。】，，(言，；p，口)=d一1(1一p，)ln(1一p，)一’，i=1，2，⋯，血 (3)

由H—+oo时，√n(一～孝1，匕一言：，⋯，K一鼓)7—与Ⅳ(o，^)，其中o’=(o，o，⋯，o)．。旷并且

^=(AⅣ)t。r^。，=d’。，【(1一p。)ln(1一p。)ln(1一pJ)】，1≤i≤，≤k^．=A．， (4)

建立线性回归模型

¨=p+仃ln【1n【1一p，)一1】十e．，i=l，2，⋯，七，√n(P【，P2，⋯，P^)’上JⅣ(O，^) (5)

对于模型(5)，若肛与a的最小二乘解面与a分别为p和d的渐近正态无偏估计量，可利用正和舌构造出F和

D的渐近置信区间．

2问题的解决

欲构造极值分布位置参数及尺度参数的渐近置信估计，需了解如下内容．

引理1”1设置、置、⋯、置是抽自总体分布函数为，(x)的一个简单样本，F(x)绝对连续．取定一组

E数pI．p2、⋯、pr使其满足o<p【<p2<⋯<以<1．对f．1，2，⋯，k，记¨为样本的p．分位数，5，为分
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布的，，分位数，设，(J)=，(x)在点￡．}，”、缸处连续且不为o．则当H一*时，有

、『n(I一言1，℃一岛，⋯，‘一邑)。』4Ⅳ(o，^) (6)

此处∥=(o，0，⋯，0)，M^=(A。)。“其中

-，=p，(1一J口，)／【，(})，(每)】，l≤f≤，≤七。A。；i。． (7)

引理2【21设{乙1、{U)是两个随机变量序列，z为随机变量，c为常数，五三z以上c．则有：
①乏+矾—与z+“o以互—已czio乏／以—鼻z／c，当c≠0对．

设置、t、⋯、置为抽自极值总体的一个简单样本，其总体的分布函数由式(1)确定，则Fh；P，口)关于

x绝对连续．取定一组正数0<pI<p2<⋯<pr对f-l，2，⋯，七’记I为样本的p；分位数，{，为分布的

诊位数，则，b；p。曲=一扛；一，盯)在点毛、5：、⋯、缸处连续且不为o．于是，当^一∞时，式(6)成立．
对扣l。2，⋯，^，由，(}，卢，神=p，及公式(1)和(2)，易导出式(3)成立．将式(3)代人到式(7)，可得

式“)成立．再由式(6)成立，可知^一∞时，√^(K一{。，墨一缸，⋯。K一氢)’^Ⅳ(D，^)．
由式0)、“)厦上述结论，可建立线性模型式(5)．由文献【3l可知，芦和d的最小二乘解犀与a可分别

表示成

正：(圭巧圭z一圭吩圭q‘)／【t圭《一(圭q)z]正=(∑巧∑Z一∑吩∑q‘)／【★∑《一(∑q)2]

a：(七圭吒l一圭吩圭r)／[t童《一(圭q)z】
f—t t一1 i一1 i—l j一1

(8)

(9)

t，=只，【(1～Pt)ln(1一，，)ln(1一毋)】t l《f《J≤缸t，=％

当0<p1<如<⋯<pt<l时，x7x及r均可逆．如再令

c=(q，)：。2=(x’x)叫J’yx(x’X)～。D=(0，O)’ (10)

则有^(声一芦，a一口)7玉|Ⅳ(o'盯2c)．于是
、，n(扛一一)，(盯、，cl】)^Ⅳ(Otl h√n(a一盯)，(盯√c盐)J。^，(0，1) (11)

故庙和扫分别为p和口的渐近正态且渐近无偏估计量．

由式(1】)及引理可得如下结果．

定理l设五，五、⋯、五为抽自极值总体(1)的一个简单样本，记样本的次序统计量为(置n，置。⋯，

‘．))，任给一组正数o<p。<岛<⋯<以<l，对f=l，2，⋯，岛记K=五【_．⋯)，q=ln【In(1一p．)一1】．
对给定的置信水平o<a<l，a的置信度为1一口的渐近置信区间为【石a?(^+，i乏，，)，以扫，
(√H一√％互，：)】．其中a由式(g)给出，屯由式(9)、(10)给出，乏，：为标准正态分布的右口，2分位点．

证由式(11)的后半都，得盯的置信度为l一口的渐近置信区间为满足不等式一乏，，《【√^(占一盯)

，<口，i)l《乙，：的a所构成的区间．作等价变换，得‘占，(靠+，i乏，：)≤仃≤^6，(6一
，石五，：)．定理l得证．

定理2设置、t、⋯、t为抽白极值总体(1)的一个简单样本．记样本的次序统计量为(五I)，五矿⋯，

五帕)，任给一组正敷o<P1<P：<⋯<pl<l，对f=l，2，⋯，k记l：=ⅨI_．】+¨一，=In[1n(1一Pf)-11，
对给定的置信水平o<口<l，卢的置信度为l一口的渐近置信区间为【五一√c。，H寺乏，2’应+√c。，H

a磊，：】．其中庳和a由式(8)给出，c，，由式(9)、(10)给出，zd，：为标准正态分布的右口，2分位点．
证由式(11)的后半部，得a—厶口．结合式(11)的前半部，利用引理2中。的结论，得、，n(西一卢)，

(a√c。)—巨Ⅳ(o，I)．从而，p的置信度为l一口的渐近置信区间为满足不等式一乏，：≤√^(正一p)／

(a、，c。)《z。，：的lII所构成的区间．对上式作等价变换，得扛一√c。，H a乏，2《芦《詹+√c】l，H占五∥
定理2得证．
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3 WeibuⅡ分布参数的渐近置信估计

weib珂1分布是重要的寿命分布，许多电子产品或元件的寿命都服从这一分布．所以，它在可靠性理

论中占有非常重要的地位．

Weibull总体分布函数为

F(工；a，卢)=1一exp(一r，卢)，o<x<∞ (12)

其中口>O，口>O为常数，分别称分布的形状参数和尺度参数．由式(12)，得wjib删分布的分布密度函数为

，(x；吐，卢)=(口，卢)互川exp(一x。，p)，o<x<∞ (13)

若总体J的分布函数由式(12)给出，令y=ln卫p=n“In卢，口=口～，则l，的分布函数可由式(1)给

出．于是，由本文的定理l、定理2及引理2。不难得到如下结果．

定理3设置，五、⋯、玉为抽自w西bun总体式(12)的一个简单样本，记样本的次序统计量为(玉I)'五2)·

⋯，五“)，任给一组正数o<p】<p2<⋯<以<1，对f_l，2，⋯，k记l=InJ]l；I叩l+I，，q=ln【In(1一力。。】-

对给定的置信水平o<y<1，口的置信度为1一r的渐近置信区间为【(1一√如，n互，：)d，(1+

√i_万弓，：)a】．其中：a=【女∑霹一(∑啤)2】，【≈∑qI一∑啤∑l】；c。由式【9)、(10)给出；弓，：为
f—l I=l ⋯ I·-⋯

标准正态分布的右y，2分位点．

定理4设置．置、⋯、置为抽自weibun总体式(12)的一个简单样本，记样本的次序统计量为(一11-

t2)，⋯，王。))，任给一组正数o<p，<p2<⋯<以<1，对f_l，2，⋯-量，记I=】n‘I吼】+l，一。=
ln【1n(1一P，)“]；对给定的置信水平O<y<1，卢的置信度为l—y的渐近置信区间为【卢“p(一√c。，n

弓，：)，卢exp(，i万4，：)】．其中：卢=exp【∑誓∑n；～∑口i∑q r】，【七∑q¨一∑a．∑l：】；
J-l-·】 】·l J—L ⋯ ⋯⋯

c。由式(9)、(10)给出；五，，为标准正态分布的右y／2分位点．

利用H—m时，exp(一，瓦万五，：)z 1一、厂石了i亏』2，还可部的置信度为1一y韵渐近置信区间
为[(1一√c。，n亏，：)卢，(1+√q。，n亏，：)卢】．其中卢，c1．、弓，：同定理4·
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