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多变量系统连续模型 一

与其离散模型间的一些转换关系

徐宁寿 寿 涛 (工业 自动化系 )

【摘要】 利用状态空间法探讨了以矩阵多项式分式形式给出的多变量线 性 定 常 系

统的传递函数阵与其离散化所得脉冲传递函数阵之间的转换关 系
。

首 先
,

对 多 变

量连续系统和离 散系统都给出了用与传递函数阵参数有遭接关系的参数阵表达的状

态空间模型
,

拜 作对角化处理
。

然后
,

又导出了直接由多变量连续系统状态模型作

离散化的基本公式
,

进而 导出 了山传递函数阵参数推求脉冲传递函数阵参数的墓本

转换关系式
。

关艘词
:

多变量系统分析
,

采样系统模型

一
、 `

引 言

现考虑输入 u 为 /
维

、

输出 y 为 m 维的多变量线性定常系统
,

其连续模型的传递函数阵

H ( s ) = [ A ( s )」 ` B ( s ) e 一 下 `

( 1
.

1 )

式中
:
为时延

,

又

A ( s) = I , 5 .

+ A
: _ : s ” 一 ’ + … + 过

, ` + A 。

( 1
.

2 )
= ( 5 1

二
一 P

:

) ( 5 1 二一 P
: _ ;

) … ( 5 1 , 一 P
;

)

B ( s ) 二 B
: _ ; s ” 一 `

+ … + B , s + B O ( 1
.

3 )

均 为 :
的 矩 阵 多 项式

,
I 。 为 m 维单位矩阵

,
尸 ` e R

” x ` , f = 1 , 2 ,

;n A ` 任 R , x , 及

B ` 任 R
. x , ,

i = 0 , 1 ,

…
, n 一 1

0

在数宇计算机控制情况下
,

当按周期 h 进行采样拜作零阶保持时
,

从理论
_

!二可按以
一

「离

散化方法 由H ( : )得出脉冲传递函数阵

11
, ( : ) 一 `

{
“

-

1一 e -

二 ( : )

1} ( 1
.

4 )

它也可以化为矩阵多项式的分式形式
,

即

H
价 ( z ) = [ A 价 ( 2 ) 〕

一 ’
B 赞 ( 二 ) z

-

( 1
.

5 )

本文于里二 7年 6 月 16 日收到
.

* 本项研究由国家电子工业部 ( 85) 电科字03 招号基金资助
。
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设式中离散时延 d = 叮h为整数

A 气习 二 I 。 砂 + A 卜
, 一 `

+ … + 月食
_ 1 2 十 A

,

( 1
.

6 a )

= (之 I
二
一尸育) (

之 I 。 一尸士
_ ;

) … ( 2 1一尸宁) ( 1
.

6 b )

B * (二 ) 二 B宁
z , 一 ’

十 一十 B 育
_ 、 二 + B育 ( 1

.

7)

均为
二二 。 ` ·

的矩阵多项式
,
尸亨甘R

。 ` , ,
i = 1

, 2 , “ , , , ; A令任夕
。 ` 。 ,

B育任 R
O x · , ` =

0
, 1 ,

…
, n 一 1

。

但是
,

关 于 l(
.

1) 与 (1
.

5) 这两种模型间的具体关系
,

祖多变量系统情况下是 相 当 繁 杂

的
,

要给出显式表达十分困难
。

对此
,

一般有关多变量系统 的 专著 [ ` 一 “ J也很 少 提 及
。

文

献 [ ` 〕
中采用差分代替微分的方法进行离散化

,

导出了一些形式不太复杂的关系式
。

但 由 于

这种方法是近似的
,

故所得结果只在小采样周期条件下才有一定意义
。

一般来说
,

客观存在的受控对象本质上是连续的
,

只是在数字控制情况下才表现出离散

化性质
。

因此
,

实际存在 (而不是人为肥造 ) 的H气 )z 的结构应有与 H (s )的 结 构密切 关

联的固有规律
。

深入探讨H气劝与H ( : )之间关系的具体形式
,

无疑对改进采样系统的 耕 识

或控制是有益的
。

本文主耍利用状态空间法对这一问题进行研究
。

二
、

连续系统状态空间模型的选择及其对角化

由 ( 1
.

2 ) 式易知 尸: 、

尸 2 、

…
、

A
。 _ ` = ( 一 1 )

`

尸
:

所应 i苗足的
n
个矩阵方程为

艺 P , : .P , 2 … P J 、 , i = 1 , 2 , … , n ( 2
.

l a )
。 ) J

: >
” ”
> 夕 ` ) l

特别
,

对 i = 1和 n 有

A
, _ , = 一 名 尸 ` 及 A 。 = (一 1)

.

尸
。

尸
, _ ; …尸 1

( 2
.

l b )
落二 l

在已知 尸
1 、

尸 2 、

…
、

尸
。

之后
,

可按以下引理找出相应的状态模型
。

引理 2
.

1 在 尸
1 、

尸 2 、

…
、

尸
n

均为非奇异阵的情况下
,

与连续系统的传递函数阵 ( 1
.

1)

式等效的一种可控
、

可观状态模型为

、、

l
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!
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( t )
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1
0
0

。

\
`

尸 2
’

\
、

x ;

( t )

x : ( t )

x : ( t )

|!|
.

!
`2

u ( t一 r )

ù氏ù凡( t )

x :

( t ) ;乙
,

· · · · · · · · · · · ·

… … O
。
尸

:

x , _ : ( t )

x ,

( t )

一一

`

、1|
es

|
.

|

|
leses
.

|

j
/

X 二

y ( t ) 二

A

〔I
,
O

,。

… … O
。 〕x ( t )

C x ( t )

x ( t ) + B u ( t 一 r ) ( 2
.

2 )

,

(2
.

3)

或及
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式中 0 .
为 m 火 二零矩阵 ; A 任 R

` x ` ,
B 任 R ` x ’ ,

C 任 R
“ “ `

i = 1
, 2 , … , n

满足
:

九 ; B 、 任 R
仍 ·了

O
。 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

… … O

1
0
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。

刀
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` ,
日二 万 尸 J : 尸妞
云毛 j

l

( 一
`

挤日毛 几

. , . _ 3

… 尸 J

\

: , ,
1 .

f = 2 ,
.3 二 ,

;n 刀= 1
, 2

,

… , n 一 1

· · · · · · · · · · · ·

… …
` · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

… … ( 2
.

s a)

特别
,

对 刀二 1及 ` = ” 有

P ` , r 二

几 产 、 ~

万 尸
,

及 尸
, , 。 二 尸 :

j
= i

( 2
.

s b )

证明
:

由 ( 2
.

2 )及 ( 2
.

3 )式有

y ( t ) = x :

( t ) = P
; x : ( t ) + x : ( t ) + B

, u ( t 一 了 )

x : ( t ) = P : x : ( t ) + x 。 ( t ) + B
Z u ( t一 r )

( 2
.

6 )

、

、!11

!
户

x
. _ :

( t ) ” P
二 _ l x

, _ , ( t ) + x
.

( r ) + B
. _ : u ( t一 r )

x
。

( )t 二尸
.
x

:

( )t + B
. u ( t一 r )

不失一般性
,

合
: = O井记 x ` 二 x ` ( t )

、
u = u ( )t 及 y = y ( t )

,

则依次利用 (2
.

6) 式 中各子

可通过逐步迭代推出 (对 u
、

x `及 y 均设初值为 。 )
:

了

ùlB

= y 一 P
z y 一 B l u

= y 一 ( P : + P : ) y + P Z P , y 一 B ; u + ( P Z

.产式
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+ (一 1 ) 一 ’

将上式代入 ( 2
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, _ : 尸
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: _ : …尸: ) B , + … + 尸
: _ 1

6) 式中最后一个 式子 x
,

= 尸
:
x

二

十 B
。
u ,

井作整理后得

灰
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扁
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全
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I
J口,卜
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尸
/叮.、
,

一

名
泥 ) 艺 , > 云: ) 3
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丫
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,

P
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P
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, `
沪 产、曰

+ 尸
。

尸
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。 _ : 一 尸
,

B
: _ ,

+ B
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7 )

另一方面
,

由 ( 1
.

1) ~ ( 1
.

3) 式知

A ( s ) Y ( s ) = B ( s ) e
一 了 `

U ( s )

或 y ( t ) + 刁
: : y ( t ) + … + A飞y ( t ) + A 。 y ( t )

( ” 一 l )

= B
: _ : u ( t 一 二 ) + … + B

: u ( t一 : ) + B 。 u 丈t二
: ) ( 2

.

8 )

令上式中
: 二 0 ,

再与 ( 2
.

7) 式比较对应项系数阵可知
,

等号左边各项比较结 果 正 好 符 合

( 2
.

la ) 式
,

而等
一

号右边各项比较结果为

= B
。 _ 1

一

(全
尸 `

)友

勺lB

+ B Z = B
。 _ 2

落= 2

万
” ) 乙 , > 乞: ) 2

尸 ` 1尸 ` 2

)友
一

(
`

氰
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+ 友
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一

`
_
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)
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.

9 )

尸 `
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。 一 4
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尸
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:
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。

尸
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: 一 2
一尸

.

B
, 一 1

户

, . 、

+ B
.

〕= B 。

…
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!
.11..lsseeeeee|卫I,waer̀tar、、

以 仁各式可通过依次迭代求解出
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易
-

P
Z , ,

B
。 _

尸 8 , Z B
。 -

P 。 , 3 B
。 _

+ B
, 一 2

+ P 3 , ,
B

:

+ P
4 , Z B

,

+ B
: _ 3

+ P 一 , 一 B
,

+ B
:

勺几ù几ùaBù凡

. . . . . . . . . . . . . . . . .

……
,

式
,

_ I
B

。 _ l + P
。 , , _ Z B

, _ : + … + P
. , I

B I + B o

一一
ù凡

这正好符合 ( 2
.

4) 式
。

其中 尸 ` , 。 ,

f = 2 , 3
,

…
,

川 刀= 1
, 2

,

…
, n 一 1的定义符 合 ( 2` 5 ) 式

。

因此
,

状态模型 ( 2
.

2 )
、

( 2
.

3) 式与传递函数阵模型 ( 1
.

1) 式所引出的系统输入一 输 出 关 系

( 2
.

8) 式完全等价
。

.

由 (玄
.

2 ) 和 ( 2
.

3) 两式还可得出传递函数阵的另一种表达式

H ( s ) = C ( 5 1 : 一 A )
一 ’ B e 一 , ,

( 2
.

1 0 )

为使于进一步分析
,

下面再研 究月阵的对角化问题
。

由于

d e t A ( s ) = fl d e t ( : I
。
一 P ` ) = d o t ( 5 1 ` 一 A )

店二 1

所以系统的极点
,

即 d e t A ( s ) 二 0 的 l 个根 P
、 , ,

f = 1 , 2
,

…
, n ; j = 1 , 2

,

…
,

阴 是 称
个 P `

阵的特征值
,

又是 A 阵的特征值
。

利用矩阵的特征值不受相似变换影响的性质
,

容易导出以

下 引理
。 .

引理 2
.

2 连续系统状态模型 ( 2
.

2) 和 ( 2
.

3) 式在 A 阵的 l 个特征值互不重 合 的 情 况

下
,

可化为如下对角型

式中 x 产

( t )

x 产

( t ) = A x 尹

( t ) + B
产 u ( t 一 : )

y ( t ) = C
产 x 产

( t )

二 T x ( )t

( 2
.

1 1 )

( 2
.

12 )

ó

,
产̀
、产no通

五d.上j .二

:
A = b l o e k d i a g [P

l ,

P Z ,

…
,

P
。

〕

P ` = d i a g [ P ` 1 ,

B
尸
= T B = 【O梦

了

P 玄2
,

…
,

P `。 f = 1 , 2
,

…
, n

: O梦
了
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了

〕
’

4

(2
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!
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.

l
.
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及 T
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.
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............

……O

、
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!
/

n
R

n _ -

T `
满足

尸 ` 二少尹尸
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f = 1
,

2
,

…
,
释 ( 2

.

1 7 )

而R ` 夕和 L ` ,满足
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T 百
`
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…
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…
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注
:

以上二式分别由

和

T
一 I
T = I

:

T
一 1 且 T = 月

的展开式导出
。

由 ( 2
.

1 1 )和 ( 2
.

1 2 ) 两式引出的传递函数阵表达式为

H ( s ) = C
产

( 5 1 , 一 A )
一 ’
B

尸 e 一 了

再利用 ( 2
.

1 3 )
、

( 2
.

1 4 )和 ( 2
.
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。
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于是
,

( 2
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2 1) 式可进一步展开为如下部分分式形式
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。
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. .叫 . . . , - 一

一
. , , . , , 叫. . 门. `

` ~ , 响. . . . 口

~
~

. ,. . . . ,

~ -
.

.

勺

刃 刀乙

n ( s 一 P ` z

j , z

)
1

, )

,。了;护

夕

11 -币`
一一l一

,,
.

落
-

多

矛了、

式中 A ( s) 为 A ( : )的伴随矩阵
。

三
、

离散系统状态空间模型的选择及其对角化
,

! I (1
.

G )式易知尸宁
,
尸曹

、

尸育所应满足的
,
个矩阵方程为
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A曹二 ( 一 1 ) `
_

习 尸李
, 尸兮

2… 尸亨
、 ,

了= 1
, 2

,

…
,
。

界 ) 夕
,

> : 》 夕 `李 1

( 3
.

l a )

特别
,

对 i 二 1 和 粉 有

A 宁= 一 习 尸令及 A 育二 ( 一 1 )
’

尸士尸士
_ ; …尸宁

玄二 1

( 3
.

l b )

在 已知 尸宁
、

尸誊
、

…
、

尸尝之后
,

对离 散系统 也有与连续系统的引现 2
.

1 和 2
.

2 相肖的二

个引理
。

引理 3
.

飞 在 尸宁
、

尸含
、

…
、

尸育均为非奇异阵情况下
,

与离散系统的传递雨数阵 ( 1
.

5 ) 式

等效的一种可按可观状态模型为

( k + 1 )

( 毛 + l )

I .

\

尸曹 \

O
。

\ \
、 、

(正 + 1

( 正 + l )

\ \
、

`

\ \
\

.

\
,

尸套
一
1
1 .

、 、

. . . . . . . . . . . .

… … O
,
尸育

x
, “ 、

l

x Z 。 。 。

{

X
n _ 1 ( 几 )

x
。 ( 。 ) /

氏
...

……氏

( 舌 一 碌 )

、

l
ee|eel
l!l!
.eswe
二

eei卫es
esl
...
l

/
,10̀nnXXXX

rz月,l

…
或 X 〔毛 + 1 ) A -

X ( 圣 ) + B 朴 U (舌 _ ` 〕

( 3
.

2 )

及 y ( 七 ) 【1 0
0

。 · · · · · · · · · · · · · · ·

… … O
二 〕

C

x (舌 )

X ( 舌 ) ( 3
.

3 )
产、

护

式中 A 价任 R ` · ` ,
B . 任 R

` · ’ ,

B节〔 R
饥 ` ’ , ` = z , 2

,

…
, n
满足

`

…
Jlwees/

/
r

||
||l|11
.

|es
es

|
奋卜|
,

|es
、

. --............

……
门仍01ù

I
二

尸誊
, 1

O
。

I
,

… O
, B 宁

B曹

B . =
、

\
、

\ù只

尸舍
,

尸育
,

: 尸舍
, ;

: P士
, : 尸言

, ,

! 步

O
二

I
。

\
、

( 3
.

4 )

*-*,*s补̀ùBùBùBùB

\

\ :

O
。

产、 训

几P 育
, 。 _ ; P 士

, 。 _ Z P 育
, 。 _ 3

B育
_ 1

B
n

*份

.

…ùB

尹
、 护

尸育
, 。 =

_

艺
_

尸亨
,

尸亨
,

… 尸亨
。 ,

` = 2
,

3
,

…
, , ; 刀= 1, 么 ”

· , ” 一 1

`毛儿肴… ( , , 簇 几

( 3
.

s a )

特别
,

对 刀= 1 及 f 二 n 有

尸令
,
= 习 尸兮 及 尸誉

, 。二尸扣 ( 3
.

s b )
j

= 名

于是
,

由 ( 3
.

2 ) 和 ( 3
.

3) 两式得出的另一种传递雨数阵表达式为

H
份 (之 ) = C (之 I ` 一 A 汾 )

一 ’ B 价之
一 `
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由于

砚犷

d o t A 铃 ( z ) = fl d e t (二 I
。 一 P牛) 二 d e t (二 I

: 一 月 份 )
Z 二 l

所以系统的极点
,

即 d o t A 关 ( z ) = o 的 l 个根 P誉, , i 二 1
,

2 , …
, n ; j = 1

,

2
,

…
,

阴 既 是 ” 个

尸誉阵的特征值
,

又是 A 带阵的特征植
。

于是
,

又有以下引理
。

引理 3
.

2 离散系统状态模型 ( 3
.

2) 和 ( 3
.

3) 式在 A 朴
阵的 l 个特征值互不重合的情况

一

下可化为如下对角型

{
x 产 (

卜
l ) = A 朴 x 产 。* ,

+ B 份
, u 、

卜
凉 )

y 〔 ; , = C 朴 产 x 牛*
,

( 3
.

6 )

( 3
.

7)

式中 x

垂
= T 铃 x ( * )

A , = b l o C k d i a g [ P 宁
,
P曹

,

…
,

P 育」

P育= d i a g仁P令
: ,

P育
2 ,

…
,

P育
。 〕, ` = 1 , 2

,

…
, 。

B 怜 尸 = T 肠B 朴 二 [ Q梦朴
了

: Q瞥铃
了

: … : Q万怜
了

〕
丫

C 铃 ,
= C T 资

一 ` = [ Q分朴 : Q彗朴 : … : Q盒朴」

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )

( 3
.

1 0 )

宁 R 宁 L宁
:

· · · · · ·

… … L宁
..···-.

:f:*叨*
.

、

L
、

尸

T曹 L音
3*艺、

、

T
、
\

*-扭OT
沙尹
l
.
se..

l
朴饰R

···

……
,. :

\
T 份

R 曹
3

翻

:
·

……O
|l|I
JJ. esJJ

|
几

\
、

R 育
_ l

,
· · · · · ·

… … O
。 :

T贵

…
及 T * 一 , -

“

{
}
/

\
、 、

· · · · · · · · ·

… … O 。

0T
.........

……O洲
了
|||

11
|
|
|
.

、
、、

( 3
.

1 1 )

T专满足

尸宁二 T令
一 `
尸曹T令

,

= 1 , 2
,

…
, n ( 3

.

1 2 )

而 R乳和 L育,满足

、
户、 、产

口
,

O
noOLJ弓土门l60nJ

了.、 、

了̀

、 .飞̀.产*,

T

T李
一 `

R乳 十 L育
, ` 十 ,

R 令
十 , ,

, + … +

及

2

T令
一 `
尸育R 令

,
十 L瞥

, ` + ;
尸育

, ,
R 李

、

L曹
,
,
一 ,

R兮
一 ; ,

, + L令, T兮二 O
。

= 1
,

2
,

…
, n 一 1 ; j = i + 1

,

… , n

1 , 夕 + … + L令
,

,
一 ,

R亨
一 I

R亨
一 1 ,

儿

,10曰+十+ 乙
! ,

沙 ,一 {乙州
注

:

以 上两式分别由

= 1
,

2
, …

, n 一 1

T价
,
T 铃 = I , 和 T 朴 一 `

左 若 T赞 = A 份

( 3
.

1 4 )

的展开式导出
。

由 ( 3
.

6 ) 不口 ( 3
.

7 ) ) 二式引出的脉冲传递函数阵表达式为

H
肠 (之 ) = C 费

,

( 2 1
, 一 A 朴 )

一 `
B肠

产 z

再利用 ( 3
.

8 )
、

( 3
.

9 )和 ( 3
.

1 0 )三式得

H气习 二 名 Q令气之 I
。
一 尸李厂

’ Q梦. 艺
`

( 3
.

1 5 )

( 3
.

1 6 )

( 3
,

1 6 )
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由 ( 3
.

9 ) ~ ( 3
.

1 1 )式可知

Q专
朴 = [ q专宁 : q奢舍 : … :任专大〕m 、 ,

( 3
.

1 6 a )

( 3
.

1 Gb )
= 2 , 3

,

*i*z
TL了少、.、

及 Q 梦
铃 = [ q 梦宁: q 梦曹: …

…
, 刀

: q 梦大 ( 3
.

1 7 a )

、 J
子、 、.了、、了

`

白noQU月声,1J.J,工
-.

.
njnO

OJ矛了̀
z
r、Z吸

、

切
娜

{
尹 、 , 尸

拐 尸、 曰

T 育B育 +
.

艺 R 瞥, B李
, ` = 1

,

2
,

…
, 。 一 1

夕 二 2 + 1

T 育 B育
,

f = n

于是
,

( 3
.

1 5 )式可进一步展开为如下部分分式形式

dō

Z

、、 .,声
尹

式中

H
’ (· ’ 一

(
、

拿
1

Q令, = q份亨q梦亨
’

艺 Q誊
= 1

1

z 一 P育,

且 Q瞥, 一 ( : 一 。兮, ) H
` ( : ) !

, 二 二 P 了
,

A 份 (之 ) B 补 ( 2 )
勺. , .叫 .网

.
.. . . 网. 归. . . . . . . . . . . . . . .

.

-介 刀矛
( 3

.

2 0 )

n
/ 二 l

, 牛 ` ,

几 ( z 一 P 李
, , ,

)
J
产 二 1

夕
尸今了

人气 )z 为 A 朴 (习 的伴随矩阵
。

四
、

由 系统的连续模型到 离散模型的转换

为便于对 ( 2
.

1 0) 或 ( 2
.

2 0) 式以时域状态模型参数矩阵表达的传递雨数阵万 ( : ) 吐 接

进行离散化
,

首先给出以下引理
。

引理 4
.

1 对于连续系统 ( 1
.

1) 式的状态模型参数矩 阵 表 达 式 ( 2
.

10 ) 或 ( 2
.

2 0) 采

用离 散化方式 ( 1
.

4 ) 所得出的脉冲传递函数阵
,

当矩阵 A 为非
一

奇异或 矩 阵 A 的对角元素全

部非零时
,

可表为

H
份 ( z ) = C ( 2 1

, 一 e A 无

)
一 `
( e

人 五一 I
,

) 月
一 `
B z 一 `

或 H
朴 (二 ) = C

,

(二 I
, 一 e A 五

)
一 `
( e

人几一 I
,

) 月
一 ’
刀

` 二 一 己

式中离散时延 d = 叮 h为整数
。

证明
:

将 ( 2
.

10 ) 式代入 ( 1
.

4) 式得

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

uII
二

卜 z

{
: 一

!
一

工二营上
-

一 ( , 一 : 一 ) c Z

{
乙一

C (“ `
Z一 “ ’

一 ` B一
’ ·

{}

笋
` , 一 “ ,一

)卜
一

一 (̀
一

” c Z

游
“ “ 一 “ ’ “ 才 /

}Bz
一

= ( 1一 : 一 ’
) C Z { I

: 一 e A`
} (一 A

一 ’ ) B z 一 `
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= ( 1 一
z 一 `

) C
1

1 一 之
二 ` , 一 ( `

亡

一
’ · “ ,

一 `

}
(一 “ 一 ) B

: 一

= C (之 I
` 一 e A岛 )

一 `
( e

A几一 I
之

)
、

左
一 ’

B z 一 “

于是 ( 4
.

1 ) 式得证
。

将 ( 2
.

2 0 )式代入 ( 1
.

4 ) 式 也可证明 ( 4
.

2 )式
。

对比 ( 4
.

1 )和 ( 3
.

6 ) 两 式

可知 A价 = 砂 几及 B铸二 砂
五
一 I e A

一

` B ( 4
.

3 )

将 ( 2
.

1 3 )
、

( 2
.

1 4 )不11 ( 2
.

1 5 )三式代人 ( 4
.

2 )式布浮

月铃 (“ )一 l
￡

咨
, Q , (“ 了

Z
一 “

尸 “ )一 △ `。 :
)
一 `

( 4
.

4 )

式
,

}
,

八
, 二 ( e p 、 h 一 I

, .

) P 万
’
二 d i a g 〔d 门 ,

乃
、 ,

= r e , 、 , h一 1 ) / p
、 ,

,

, 。 ,

…
,

d
` 二

( 4
.

5 )

,

l
` .

1
, .

1
,

= 九 1 1十 : 二 尸 ` j 月 十 气了 L l 少 玄夕八 )
一

十 二
’

L 乙 匕

1

十

—
又P ` 夕九 )

“

十
…

」
“

·

6 ,

(之 I
。 一 e , ` h

一
ida

:

f一一三一
一

一生
一

- _

一 L z 一 e 尹 ` I n , z 一 已尹 ` : n

1
, ”

’ , 之 一 e 尹￡ m h

“ 1 ,

2
,

…
, 粉 ; j 二 1

,

2
.

…
,

翔 ( 4
.

7 )

和J用 ( 2
.

2 2 a )和 ( 2
.

2 3 a )两式可将 ( 4
.

4 )式进一步化为

H · (· ,一
(

;

全
, ,

警
l q专夕 , 梦; d

、 丁

之一 叮尹 ` , )
二

( 4
.

8 )

将 l
: 式 与( 3

.

1 8) 式对比可得

q Z亨= q 乍,
, q 梦今= d 、 , q瞥, 及力令, = e , ` , 几 2

,

…
, ” ; j 一 1

,

2
,

…
, n

或 Q金论 = Q份
,

Q梦份 = △ 、
Q梦及 P 李=

e p ` k 2
,

…
, 九

( 4
.

9 )

( 4
.

1 0 )

卜式也可通过对 J七( 3
.

1 6) 与 ( 4
.

4) 两式武接得出
。

至此
,

将传递函数阵 H ( , )离散化为脉冲传递函数阵 H气
: )的步蹂可归纳如下

:

当 A ( : )和 B ( : )按 ( 1
.

6 a) 和 ( 1
.

7) 的形式给出后
,
尸

`
阵可由月 `阵按 ( 2

.

1) 式 解出
,

进而

T
`
阵可按 ( 2

.

1 7) 式解出
,

和 L
l `
阵按 ( 2

.

2 2 b )式】得

( 2
.

2 3 b )式推得
。

R
、 ,和 L

` ,诸阵可按 ( 2
.

1 5 )和 ( 2
.

1 9 )式解出
。

于是
,

Q全阵可由 T
l

出
。

在 B
、
阵 由B

;

阵按 ( 2
.

4) 式求出后
,

O梦阵又可由 T
`
和 R

` , 阵按

这样
,

余下的任务便是如何按 ( 4
.

1 0) 式得到的 Q专朴
、

Q瞥
铸和尸育诸阵进一步推求 A 气

二 )

和 B气 )z 中的 A 李和 B宁阵
。

住I ( 4
.

1 0 )
、

( 2
.

2 2 b )和 ( 3
.

1 6 )三式有

T宁
一 `
二 Q夸任 二 Q专二 T 王

’

L宁
` = Q全份 二 Q含= L

I , ` ,

再利川 ( 3
.

1 3 )和 ( 3
.

1 4) 式作下列推算
:

T 丁
’
R 宁

: 十 L
: Z T曹二 O

,

( 4
.

1 1 )
i = 2

,

3
,

…
, 刀

先令 j 二 2和 二 1 ,

则有

( 4
.

1 2 )
T 万

’
尸宁R 宁

: + L ; : 尸曹T曹= I
。

由此可解出
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R宁
: 二 T

; 〔T 万` 尸宁T
; 一 L

; : 尸曹L 了; 〕
一 `

T 曹= L 丁托 IL
I : 尸曹L 祝 一 T 丁

`
尸宁T

, 〕
一 `

再令 了一 3 及 f = 1
,

2 有

( 4
.

1 3 )

T 万
`
R 宁

。 + L
, : R 警: + L

, 3 T全二 O
,

T 丁
’
尸丁

’
R 宁3 + L

; : 尸曹R 曹
3 十 L

1 3

T 曹
一 `

R 曹
: + L曹

。 T曹二 O。

T曹
一 ’
尸 : R 育3 + L曹3 尸曹T舍二 I

,

尸全T音二 I
,

{ (噜
·

] 4 )

由此又可联立解出 R 宁3 、

R 誊
: 、

T曹和 L曹:
。 `

仿此类推
,

继续对不同的 j = 4 , 5
,

…
, n 设 f ~ 1

,

2
,

…
,

j 一 1 ,

便可逐步求出T 铃和 T 朴
一 `
阵

中的全部子块
,

进而可按 ( 3
.

1 2) 式到得尸李= T士
一 `
尸令T李

,

再 由 ( 3
.

1) 式即可推得月气习中 的

诸系数阵 月寸
。

为了求 l
一

“ B 铃 ( 2 )中的系数阵 B李
,

可以先利用由 ( 3
.

1 7b )和 ( 4
.

1 0) 式引出的关系式

B育= T 份
’
Q努朴 = T 育

一 `
么

:

口署

价
一 犷: 一 (

“ `。 :
习

夕 = 艺+ 1

* : ,

。 )
, , 一 。 一 1

,

…
,

2
,

1

} ( 4
.

1 6 )

逐步解出 B 育
、

系式

B 育
_ , 、 二

’ 。

再 由 尸令按 ( 3
.

5 )式求出尸令
, 。后

,

即可利用由 ( 3
.

4) 式 引出的关

B宁=

B 专=

乞 一 l

艺
日

= z

; :
, 。: ,

_ 。 , 、 一 2
,

3 ,

…
, 。

{

,

*1
`
*rōBǐB

( 4
.

1 6 )
)

群鱿

逐个求出 B宁
、

值得指出
,

B含
、

由 ( 2
.

1 7 )和 ( 4
.

1 0) 两式可引出尸李与尸
、

间的如下关 系
:

e p ` h , 了= 1
,

2 …
, n

T 护尸
`
T

`

T
` ’

T誉

( 4
.

1 7 )

( 4
.

1 8 )

( 4
.

1 9 )

=二=川一几ù几
式 r卜

五
、

结 束 语

由以 卜分析可以看出
,

在多变
`

飞

选蜻况下连续系统传递函数的离 散化工作远比单变量情况

复杂得多 (特别是要求离散化前后均采用矩阵多项式分式表达时 )
,

本文通过状态实间模型

从理论 卜找出其中涉及的基本关系和方法
。

值得指出的是
,

在本文所讨论的 l 个极点不相 市

合的情况 下
,

与矩阵 多项式分式表达等效的部分分式表达中
,

系数矩阵 Q
` , 二 q金, q梦二

,

即

O ` ,必为列向量 q令,
一

与行向量 q梦二相乘构成的消散矩阵
,

其秩仅为 1
。

可以证 明
,

在 p
` ,为 犷

币极点情况下
,

Q ` ,的秩即为 : 。
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