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图像多阶特征对集的最优匹配模型

李玉鑑，阳 勇，尹创业
( 北京工业大学 计算机学院，北京 100124)

摘 要: 针对图像匹配问题，提出了一种图像多阶特征对集的最优匹配模型． 图像的多阶特征主要是指一阶、二阶

和三阶特征，分别由单个特征点、特征点之间的边或者连接特征点的三角形来定义． 最优匹配模型是一个以图像多

阶特征为顶点集的加权二分图，其优点是权重参数可以直接计算，并能采用 Kuhn-Munkras 算法求解最大权对集． 实

验结果表明，该模型具有很好的鲁棒性，对于视频序列图像和涂鸦图像，即使在存在较大缩放、旋转和仿射变换的

情况下，也能获得比较精确的匹配结果，其准确度通常优于 OpenCV 中著名的 Flann 和 BruteForce 匹配算法．
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Optimal Correspondence Model for Image Matching
With Multi-order Features
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Abstract: An optimal correspondence model was proposed for solving image matching problems with
multi-order features． A multi-order feature of an image refers to any of its first-，second-and third-order
feature，which was defined by a simple feature point，an edge linking two feature points and a triangle
connecting three feature points，respectively． The optimal correspondence model was a weighted bipartite
graph with multi-order feature as its vertex． With this model the weight could be directly computed and
the solution can be easily obtained by the Kuhn-Munkras algorithm． Ｒesults show that the model has good
robustness for video sequence and graffiti images． Even with obvious rotation， scale，and affine
transformation，it can produce a relatively accurate correspondence result，which is usually better than
the famous Flann and BruteForce algorithms in OpenCV．
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0 引言

图像匹配是指在 2 幅图像的视觉特征集合间建

立一致对应关系，在计算机视觉领域可应用于解决

对象检测［1］、特征跟踪［2］、图像分类［3］、形状匹配［4］

和图像检索［5］等问题． 具体地讲，图像匹配就是将

同一景物或物体在不同视点、不同角度的 2 幅图像

中的对应点关联起来． 常用的图像匹配策略有 3
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种，分别是最近邻［6-7］、ＲANSAC［8］和图匹配［9-18］． 本

文的目的是提出并研究一种新的图匹配模型．
图匹配模型的研究可以追溯到 20 世纪 80 年

代，但较早的方法［19］大都没有一个确定的目标函

数，效果不是太理想． 近年来，基于目标函数最优化

的图匹配模型越来越多地受到关注和重视． 这种图

匹配模型的关键是把 2 幅图像( 如 G 和 G') 的特征

点匹配问题转化为图匹配优化问题． 通常需要事先

从图像 G 中提取 n1 个特征点，从图像 G'中提取 n2

个特征点，然后利用这些特征点构造一阶、二阶、三
阶甚至多阶混合目标函数，并对其进行优化． 针对

这些目标函数的求解，国外研究者已提出了诸多方

法，比较著名的有毕业分配算法［9］、稀疏全局最优

算法［10］、谱匹配算法［11］、机器学习算法［12］、张量分

析算法［13］等． 毕业分配算法是 Gold 等［9］在 1996 年

提出来的，其主要思想是采用毕业分配的二次整数

规划来描述图匹配模型，并通过放宽对整数约束的

条件来简化求解，可应用于任何类型的图，时间复杂

度较低且在高噪声情况下表现稳定; 稀疏全局最优

算法是 Maciel 等［10］在 2003 年提出来的，主要思想

是将图匹配问题形式化为一个整数规划问题，并通

过一个凹目标函数在放松搜索域的条件下寻找等价

的全局最优解，不仅能处理大多数常用假设，而且能

避免组合搜索，缺点是需要限制优化问题的维数，特

别是在高阶多项式的情况下; 谱匹配算法是 Cour
等［11］在 2007 年提出的，其主要思想是针对图匹配

问题中一对一及多对一的放射性约束提出一种光谱

松弛方法，并对目标函数进行归一化处理，较之前的

谱匹配及毕业分配算法，增加了对噪声的容忍性，准

确度也有了一定的提高; 机器学习算法是 Caetano
等［12］在 2007—2009 年提出来的，其主要思想是通

过对图匹配模型的权重参数进行学习，以达到最优

化目标函数的目的，优点是准确度较高，缺点是学习

权重参数需要人工精确标注的训练数据难于获得广

泛应用． 张量分析算法是 Duchenne 等［13］在 2009—
2011 年提出的，其主要思想是利用连接图像特征点

所组成的边和三角形来生成高阶图匹配模型，通过

张量运算对模型进行求解，使匹配效果得到了很大

提高，缺点是对图像的本质信息挖掘不够充分．
国内研究者们在图匹配模型的研究中也取得了

一定成果． 2009 年，王年等［14］首先通过最小生成树

构造 Laplace 矩阵，然后对其进行奇异值分解得到

特征值和特征向量，并计算特征点匹配的初始概

率，最后利用概率松弛迭代法产生最终匹配结果;

2010 年，陈华杰等［15］通过构建稀疏方位超图，利用

方位信息构建亲近矩阵，提高了超图全局匹配的准

确率，并降低了计算复杂度; 同年，吴飞等［16］提出了

三角形约束算法，通过检测可能误匹配或者位于变

化区域的三角形，在后续细分过程中将这些三角形

赋予较低优先级，能有效地控制错误在匹配过程中

传播; 2011 年，汤进等［17］以几何关系直方图和路径

相似性为基础，提出了一种新的图结构信息描述方

法，并利用谱分解方法实现图匹配，对于一些扰动图

匹配问题具有较高的准确度; 同年，Ｒen 等［18］提出

了概率谱算法，通过假设不同点的分配为统计独立

的，将概率谱匹配问题解释为最大似然估计的概率

分配问题，并根据概率分析法推导出一种新的图匹

配方案，采用最大限度的估计方案来完善分配概率

和条件匹配概率，较之前的研究，放宽了概率假设，

得到了比较健壮的匹配效果．
本文将以二分图的最大权对集模型来研究 2 幅

图像的多阶匹配问题． 首先，从 2 幅图像中分别检

测图像特征点，并提取具有局部不变性的特征点描

述子( 比如 SIFT［6］、SUＲF［20］等) ，形成以特征点集

为顶点集的一阶二分图; 其次，分别对 2 幅图像进行

Delaunay 三角化获取相应边( 或三角形) ，并利用特

征点描述子针对其中的边( 或三角形) 计算图像二

阶( 或三阶) 特征，得到以边( 或三角形) 集为顶点集

的二阶( 或三阶) 二分图; 再次，计算 2 幅图像一阶、
二阶或三阶特征之间的相似度，并保留 K 近邻匹配

对构造多阶加权二分图模型; 然后，以 CMU 数据库

及涂 鸦 图 像 为 实 验 数 据，采 用 Kuhn-Munkras 算

法［21］分别对一阶、二阶或三阶加权二分图模型进行

求解，得到相应的图像多阶特征对集，作为最优匹配

模型的结果; 最后，通过整理并分析实验结果表明，

利用图像多阶特征对集的最优匹配模型可以达到比

较精确的图像匹配效果，结果优于 OpenCV 中著名

的 Flann 和 BruteForce 算法．

1 图像多阶特征

在本文中，图像多阶特征是一阶、二阶和三阶特

征的统称． 为方便起见，本文把所用到的符号在表 1
中进行了统一说明．

图像一阶特征通常表示为特征点描述子，可选择

SIFT［6］、SUＲF［20］或形状上下文( shape context) ［22］等．
其中特征点 Gi 的描述子记为一个 n 维向量:

V( Gi ) = ( vi1，vi2，…，vin )
T ( 1)

二阶或三阶特征不同于一阶特征，不能直接从
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图像中提取( 一阶特征可以从图像中直接提取) ，需

要利用特征点对图像进行 Delaunay 三角化后方能

得到，三角化的主要优点是能保持图像特征点之间

的内在联系，并从整体上大致描述图像的结构化信

息． 在 Delaunay 三角化( 见图 1( a) ) 中，图像二阶特

征用边特征来定义，图像三阶特征用三角形特征来

定义． 设边 Gi 两端点为特征点 Gi 和 Gj，P1、P2、P3

分别为边 Gi 四等分点( 见图 1( b) ) ，则边 Gi 的特征

定义为
E( Gij ) = ( V( Gi ) ，V( P1 ) ，V( P2 ) ，V( P3 ) ，V( Gj ) )

( 2)

表 1 符号定义

Table 1 Symbol definitions

符号表示 符号含义

G 第 1 幅图像( 类似的，G'第 2 幅图像)

n1 图像 G 上特征点的个数( 类似的，n2 对于 G')

Gi 图像 G 上第 i 个特征点( 类似的，G'i' 对于 G')

Gij 图像 G 上由第 i、j 个特征点组成的边( 类似的，G'i'j' 对于 G')

Gijk 图像 G 上由第 i、j、k 个特征点组成的三角形( 类似的，G'i'j'k' 对于 G')

P 由图像 G 中所有边 Gij组成的图( 类似的，G'i'j' 对于 P')

Q 由图像 G 中所有三角形 Gijk组成的图( 类似的，G'i'j'k' 对于 Q')

X = ( G，G'，GG'，W) 由图 G 及 G'组成的一阶二分图

Y = ( P，P'，PP'，H) 由图 P 及 P'组成的二阶二分图

Z = ( Q，Q'，QQ'，U) 由图 Q 及 Q'组成的三阶二分图

W = ( wii' ) 一阶二分图 X 中权重参数矩阵

H = ( hiji'j' ) 二阶二分图 Y 中权重参数矩阵

U = ( uijki'j'k' ) 三阶二分图 Z 中权重参数矩阵

V( Gi ) 图像一阶特征描述向量( 类似的，V( G'i' ) 对于 G')

E( Gij ) 图像二阶特征描述矩阵( 类似的，E( G'i'j' ) 对于 G')

T( Gijk ) 图像三阶特征描述矩阵( 类似的，T( G'i'j'k' ) 对于 G')

图 1 Delaunay 三角化

Fig． 1 Delaunay triangulation

设三角形 Gijk 三顶点为特征点 Gi、Gj、Gk，P1 为

其中心点，P2、P8、P9、P3、P10、P11、P4、P12、P13 为三边

Gij、Gjk、Gki 上的四等分点，P5、P6、P7 分别为 P1 与

Gi、Gj 和 Gk 之间的中点( 见图 1 ( c) ) ，则三角形 Gijk

的特征定义为

T( Gijk ) = ( V( Gi ) ，V( Gj ) ，V( Gk ) ，V( P1 ) ，

V( P2 ) ，…，V( P13 ) ) ( 3)

不难看出，与一阶特征相比，图像二阶、三阶特

征在进行匹配时具有辨别力强、二义性小的优点．
如图 2 所示，采用一阶特征，假设特征点对( p1，q1 )

是正确匹配对，但按照相似度的计算，V( q3 ) 可能比

V( q1 ) 更接近于 V( p1 ) ，从而产生误匹配对( p1，q3 ) ．
如果用二阶特征进行匹配，那么二阶特征 E( q1q3 )

便不太可能比 E( q1q2 ) 更接近于 E( p1p2 ) ，特别在图

像存在缩放的情况下． 即: 图 G 中的边 p1p2，与图 G'
中的边 q1q2，作为一个整体更容易形成正确的匹配．
类似的，如果用三阶特征进行匹配，那么三阶特征

T( q1q4q5 ) 便 不 太 可 能 比 T ( q1q2q3 ) 更 接 近 于

T( p1p2p3 ) ，特别在图像存在缩放及旋转的情况下．
这就意味着，图 G 中的三角形 p1p2p3 与图 G'中的三

角形 q1q2q3 作为一个整体更容易形成正确的匹配．
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理论可预期: 二阶特征克服了图像缩放所带来的影

响而优于一阶特征; 三阶特征克服了图像缩放及旋

转所带来的影响而优于二阶特征． 除此之外，由于

边及三角形带有一定的结构化信息，将多点作为一

个整体进行匹配更容易消除二义性问题．

图 2 二阶、三阶特征的匹配

Fig． 2 Advantages of second-order，third-order features

2 最优匹配模型

基于图像的一阶、二阶、三阶特征，可以把图像

匹配问题转化为加权二分图的最大权对集模型． 为

了统一描述这些模型，用 δσ ( A，B) 表示 2 个矩阵 A
和 B 之间的相似度． 虽然 δσ ( A，B) 有很多不同的

选择，但 本 文 用 截 断 高 斯 核 ( truncated Gaussian
kernel) 定义如下:

δσ( A，B) =
exp ( －γ‖A －B‖2) ， ‖A －B‖≤σ
0，{ 其他

( 4)

对一阶情况，从图像 G 中的特征点到图像 G'中
的特征点的匹配问题可以通过计算一个 n1n2 的最

优匹配矩阵 x* 来解决． 如果把 G 和 G'的特征点集

看做加权二分图 X 的 2 个顶点集，并定义 X 中连接

Gi 和 G'i'边的权重 wii'为 V( Gi ) 与 V( G'i' ) 之间的相似

度，即

wii' = δσ ( V( Gi ) ，V( G'i' ) ) ( 5)

那么，一阶最优匹配模型( 见图 3( a) ) 可以描述为

x* = argmax
x = ( xii')
∑
ii'

wii' xii' ( 6)

式中 x* 实际上代表 X 的最大权对集．
对二阶情况，如果把由对 G 和 G'进行 Delaunay

三角化产生的边集看做加权二分图 Y 的 2 个顶点

集，并定义 Y 中连接 Gij 和 G'i'j' 边的权重 hiji'j' 为相似

度 δσ ( E( Gij ) ，E( G'i'j' ) ) 和 δσ ( E( Gij ) ，E( G'j'i' ) ) 之间

图 3 最优匹配模型

Fig． 3 Optimal correspondence model

的最大值，即

hiji'j' = max ( δσ ( E( Gij ) ，E( G'i'j' ) ) ，

δσ ( E( Gij ) ，E( G'j'i' ) ) ) ( 7)

那么，二阶最优匹配模型( 见图 3( b) ) 可以描述为

y* = argmax
y = ( yiji'j')

∑
iji'j'

hiji'j' yiji'j' ( 8)

式中 y* 实际上代表 Y 的最大权对集，且不难利用

y* 得到图像 G 和 G'的一组特征点匹配．
对三阶情况，如果把由对 G 和 G'进行 Delaunay

三角化产生的三角形集看做二分图 Z 的 2 个顶点

集，并定义 Z 中连接 Gijk和 G'i'j'k'边的权重 uijki'j'k' 为相

似度 δσ ( T( Gijk ) ，T( G'i'j'k' ) ) 、δσ ( T( Gijk ) ，T( G'j'k'i' ) )

和 δσ ( T( Gijk ) ，T( G'k'i'j' ) ) 之间的最大值，即

uijki'j'k' = max ( δσ ( T( Gijk ) ，T( G'i'j'k' ) ) ，δσ ( T( Gijk ) ，

T( G'j'k'i' ) ) ，δσ ( T( Gijk ) ，T( G'k'i'j' ) ) ) ( 9)

那么，三阶最优匹配模型( 见图 3( c) ) 可以描述为

z* = arg max
z = ( zijki'j'k')

∑
ijki'j'k'

uijki'j'k' zijki'j'k' ( 10)

式中 z* 实际上代表 Z 的最大权对集，且不难利用

z* 得到 G 和 G'的一组特征点匹配．

3 模型求解算法及实现

由于最优匹配模型( 6) ( 8) ( 10 ) 在本质上均可

以看做是一个加权二分图的最优对集模型，因此，都

可以用 Kuhn-Munkras 算法( 简称 KM 算法) 直接求

解［21］． KM 算法是匈牙利算法的改进，其核心思想

是通过给每个顶点一个顶标来把加权二分图的最大

权匹配问题转化为无权二分图的最大对集问题，从

而转化为匈牙利算法进行求解．
如果 X = ( G，G'，GG'，W) 是一阶最优匹配模型

的加权二分图，顶点 Gi 的顶标为 Ai，顶点 G'i'的顶标

为 A'i'，Hungarian( XI ) 表示用匈牙利算法对 X 的某个
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相等子图 XI 求最大对集，那么一阶 KM 算法 ( 即

KM1 算法) 可描述如下．
KM1 算法

Input: X = ( G，G'，GG'，W)

Output: X 的最优匹配矩阵 x*

1 0≤i ＜ n1，Ai = max { wii'，0≤i' ＜ n2 } ;

2 0≤i' ＜ n2，A'i' = 0;

3 构造 X 的相等子图 XI ;

4 x = Hungarian( XI ) ;

5 repeat
6 如果 i，xii'≠1，令

slacki' = mini { Ai + A'i' － wii' } ;

7 令 delta = min{ slacki' } ;

8 如果i'，xii' = 1，令 Ai = Ai － delta;

9 如果i，xii'≠1，令 A'i' = A'i' + delta;

10 构造 X 的相等子图 XI ;

11 x = Hungarian( XI ) ;

(12 until i'，∑
i

xii' = 1 or i，∑
i'

xii' )= 1 ;

13 x* = x．
通过替换二分图的顶点集和权重矩阵，不难得

到二阶和三阶最优匹配模型的相应求解算法 KM2
和 KM3． 一般来说，KM 算法需要执行 n2 次修改顶

标的操作，而每次修改顶标后又需要调用一次复杂

度为 O ( n2 ) 的匈牙利算法，所以其总的复杂度为

O( n4 ) ． 而在 KM1 算法中定义了松弛变量 slacki'，

可将总的时间复杂度降为 O( n3 ) ．
利用 KM 算法进行模型求解需要按照式( 4 ) 计

算图像特征相似度 δσ ( A，B) ，其具体含义是: 针对

图像 G 中每个多阶特征 A，判断图像 G'中特征 B 是

否在距离 A 大小为 σ 的范围内，如果是，则计算 A
与 B 之间的相似度，否则为 0． 实际上，由于阈值 σ
选择的不确定性，直接计算 δσ ( A，B) 相对比较困

难，因此，本文采用最近邻的 K 个特征替代阈值 σ
选择，相当于计算 δK ( A，B) ，即

δK ( A，B) =

exp ( － γ‖A －B‖2 ) ， 如果 B 属于 Κ 近邻中的一个

0，{ 其他

( 11)

δK ( A，B) 的具体含义是: 针对图像 G 中每个多阶特

征 A，判断图像 G'中特征 B 是否属于 A 的 K 近邻中

的一个，如果是，则计算 A 与 B 之间的相似度，否则

为 0． 而采用计算 δK ( A，B) 代替 δσ ( A，B) 的优点是

消除了阈值 σ 选择的不确定性，同时可以采用基于

KD-Tree 的近似近邻 ( approximate nearest neighbors，
ANN) 方法实现，不仅能获得较高的搜索效率，而且

对实验结果没有太大的影响．

4 实验结果

为了验证上述一阶、二阶、三阶最优匹配模型及

求解算法的有效性，本文分别采用视频帧序列和涂

鸦图像进行了 2 组评价实验，详细过程描述如下．
4． 1 视频序列

在视频序列实验中，数据集采用由 111 张玩具

小屋图片构成的 CMU House 数据库［23］． 此数据集

通常被用来测试图像匹配算法的性能，其中有针对

玩具小屋从不同视角提取出来的序列帧，同时每一

帧都已被人工标注了相对应的 30 个关键点．
对于待匹配的 2 幅图像，首先根据已标注好的

30 个关键点，采用形状上下文( shape context) 特征

点描述一阶特征． 针对二阶或三阶特征，先对图像

进行 Delaunay 三角化，然后对其中的边或三角形生

成多阶特征，同时计算 2 幅图像多阶特征之间的相

似度，并保留 K 近邻匹配对． 最后，采用 KM 算法求

解多阶最优匹配模型，得到图像多阶特征之间的最

佳匹配． 各阶模型的误匹配率由错误匹配对的数量

与总匹配对的数量之比来衡量，实验结果如图 4 ～ 5
所示．

图 4 各阶模型的误匹配率随基数的变化

Fig． 4 Mismatching rate on the“house”sequence as the
baseline ( separation between frames) varies

图 4 中，基数( baseline) 指视频图像帧序号的差

别大小，变化范围从 0 ～ 90，纵坐标表示误匹配率

( error rate) ． 图 5 的横坐标表示视频图像帧序号

( frame sequence) ( 变化范围从 1 ～ 51) ，纵坐标表示

第 k 帧图像与第 k + 60 帧图像之间的误匹配对的个

数( mismatches) ．
从图 4 可以看出，一阶、二阶、三阶模型在基数

较低时匹配效果比较好，且在基数分别超过 50、60
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图 5 三阶模型在基数为 60 时的误匹配数直方图

Fig． 5 Histogram of mismatch number in third-order
mode ( Baseline = 60)

和 80 之后开始变得比较差． 二阶模型明显优于一

阶模型，三阶模型明显优于二阶模型，说明一阶、二
阶和三阶特征及其匹配模型的二义性是逐渐减小

的，二阶特征克服了图像缩放带来的影响，三阶特征

克服了图像缩放及旋转带来的影响． 图 5 是三阶模

型在基数为 60 时的误匹配直方图． 可以看出，误匹

配对的数目几乎都在 3 对以下，只有 1 种情况超过

了 3 对． 图 5 给出了一个二阶和三阶模型的匹配例

子，其中二阶模型误匹配数为 2 ( 见图 6) ，三阶模型

误匹配数为 4( 见图 7) ．

图 6 第 34、94 张图像的二阶模型匹配结果

Fig． 6 The 34th and the 94th frames，matched using
second-order model

图 7 第 14、104 张图像的三阶模型匹配结果

Fig． 7 The 14th and the 104th frames，matched
using third-order model

4. 2 涂鸦图像

在涂鸦图像实验中，采用了 Oxford VGG 的 2 幅

测试图像［24］进行评测． 这 2 幅图像之间有较大的

差别，存在旋转、尺度和仿射等变换关系． 为了客观

地进行匹配评价，本文先利用 SIFT 算法自动检测并

提取图像中的 50 个特征点描述子作为一阶特征，然

后采用 OpenCV 中著名的 Flann 和 BruteForce 算法

进行匹配，得到的结果如图 8 所示．

图 8 OpenCV 的匹配结果

Fig． 8 Matching results using OpenCV

图 9 最优匹配模型的实验结果

Fig． 9 Experimental results using optimal
correspondence model

如果采用本文提出的最优匹配模型进行计算，

将得到如图 9 所示的结果．
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通过比较图 8 和图 9 的实验结果不难看出，一

阶模型的匹配准确率明显优于 Flann 和 BruteForce．
这是因为一阶模型通过求二分图权值之和的最大值

能给出全局近似最优的匹配结果( 见图 9 ( a) ) ，与

从局部穷举进行简单搜索的 Flann 和 BruteForce( 见

图 8) 算法相比，匹配结果的精确度得到了较大的提

高． 此外，针对所匹配的 2 幅图像，图 9 ( b) 的匹配

结果优于图 9 ( a) ( c) 的匹配结果优于图 9 ( b) ． 可

以看出，将多点作为一个整体的二阶、三阶特征能更

很好地克服图像缩放及旋转所带来的影响． 同时，

实验还进一步验证了二阶模型优于一阶模型、三阶

模型优于二阶模型的理论分析．

5 结论

1) 提出了采用多阶特征描述图像信息的方法，

通过描 述 相 应 边 或 三 角 形 等 来 达 到 图 像 匹 配 的

目的．
2) 提出了一种图像多阶特征对集的最优化模

型，这种模型可以获得两特征集合间整体上最优的

一致性对应关系．
3) 针对模型中参数的选取，其模型的优点是参

数可以直接计算，与机器学习等相关方法不同，因此

扩大了应用范围．
4) 从实验结果可看出，图像多阶特征的最优匹

配模型具有很好的鲁棒性，但仍然有许多可以改进

的地方: 一是采用其他鲁棒性更强的方法描述图像

多阶特征，比如，对三阶特征可以综合考虑三个角的

正弦值和三角形的归一化，以增强三阶特征在旋转、
尺度、仿射等变换下的不变性; 二是在最优匹配模型

中同时考虑对一阶、二阶和三阶特征的整体优化问

题，建立更加合理的最优匹配模型并研究其求解算

法; 三是扩充模型的阶数，建立四阶、五阶，甚至更高

阶特征的最优图匹配模型．
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