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故障齿轮啮合刚度综合计算方法

崔玲丽，张飞斌，康晨晖，胥永刚，高立新
( 北京工业大学 机械工程与应用电子技术学院 北京市先进制造技术重点实验室，北京 100124)

摘 要: 为了有效、准确地计算含故障齿轮的时变啮合刚度，提出了一种基于传统能量法的改进方法，结合改进能

量法和有限元法的各自优点，即应用改进能量法快速计算故障齿轮无故障轮齿的啮合刚度，利用有限元法精确地

计算故障轮齿有故障部位的啮合刚度． 仿真示例结果表明: 与能量法和有限元法相比，该方法能快速、准确地仿真

故障齿轮的时变啮合刚度并且适用于齿轮系统振动响应的计算．
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Calculation Method of Fault Gear Meshing Stiffness
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( Beijing Key Laboratory of Advanced Manufacturing Technology，College of Mechanical Engineering and Applied

Electronics Technology，Beijing University of Technology，Beijing 100124，China)

Abstract: To calculate the time-varying mesh-stiffness of fault gear effectively and accurately，the
improved energy method based on the traditional energy method was proposed． The method combined
advantages of both the improved energy method and the finite element method i． e． conducting fast
calculation of meshing stiffness of normal teeth of fault gear by improved energy method while computing
meshing stiffness of fault teeth by finite element method． Simulation results prove that comparing with
traditional energy method and finite element method，the method can calculate the time-varying mesh-
stiffness of fault gear fast and accurately．
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啮合过程中的单双齿交替啮合及啮合点在啮合

线上位置的变化导致即使是正常状态下的齿轮，其

啮合刚度也是时变的，其计算比较复杂，多数情况下

将其简化为规则的方波． 当齿轮出现故障时，更增

加了齿轮时变啮合刚度计算的难度． 时变啮合刚度

是齿轮传动系统振动响应的主要动态激励源之一，

对齿轮传动的动力学性能有着显著影响［1］． 对于轮

齿变形与啮合刚度随啮合位置的变化规律尤其是故

障状态下啮合刚度的变化规律的研究是轮齿修形、

动态特性、故障诊断以及寿命预测等研究的基础，因

此，研究故障齿轮啮合刚度的变化规律性及其快速

有效的计算方法有重要的意义［2］．
目前，已有学者针对齿轮时变啮合刚度计算提

出了各种方法: 实验法［3］的求解结果较精确，但操

作复杂并且对实验设备要求高，应用的普遍性不高;

线性规划法［4］针对正常齿轮啮合刚度求解时结果

也较精确，但应用该法计算故障齿轮啮合刚度的文

献鲜有报道，还有待研究; 文献［5］系统地研究了求
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解时变啮合刚度的能量法，计算了正常齿轮和含常

见规则形状故障的齿轮啮合刚度，对计算结果做了

详细的分析，但并未对所求解刚度的准确度做必要

的验证; 有限元法［6］能较真实地模拟计算出齿轮的

实际啮合情况，但其计算量相比前述几种方法较大．
针对故障齿轮，为了高效、准确地计算其啮合刚度，

本文针对无故障齿轮的啮合刚度，利用国家标准的

计算公式［7］比较了有限元法和能量法的准确度与

计算效率，提出了一种基于改进能量法和有限元法

的计算故障齿轮啮合刚度的方法． 该方法利用修正

能量法计算含故障齿轮正常部位的啮合刚度，用有

限元法计算齿轮故障部位的啮合刚度，最终整合 2
个部分数据求解出故障齿轮的完整啮合刚度．

1 齿轮啮合刚度及其计算方法

1. 1 齿轮啮合刚度的基本定义

齿轮啮合刚度定义为使 1 对或几对同时啮合的

精确轮齿产生啮合线方向上的单位线性变形时所需

的啮合力，表示为

k = F
δ

( 1)

式中: F 为作用于轮齿的啮合力; δ 为轮齿的线性变

形量．
由定义知，齿轮副在运行过程中，随着啮合位置

的不同，齿轮副的啮合刚度也会随着变化． 时变的

啮合刚度是齿轮系统内部激励的重要组成部分．
1. 2 有限元法

为了计算齿轮副时变啮合刚度，本文用 20 节点

6 面体单元建立了齿轮副的三维有限元模型． 为了

减小计算量，省略了齿轮副在 1 个完整啮合周期内

不参与啮合的轮齿，这种方法已在诸多文献中被采

用，并且效果良好． 以齿轮副刚进入双齿啮合区时

的临界位置为初始位置，将大齿轮的轮齿刚性化，给

大齿轮添加约束，使其只有啮合线方向的自由度，并

对其施加啮合线方向的力 F，用于模拟啮合力; 约束

小齿轮轴孔面上节点的所有自由度，最后在啮合轮

齿间添加接触对． 完成后的有限元模型如图 1 所

示，模型的单元数为 37 620 个． 求解后得到大齿轮

轮齿节点的位移 ux和 uy，则小齿轮在啮合方向上的

线性变形量为

u = uxcos α0 + uysin α0 ( 2)

式中 α0为标准啮合角，所以对应的刚度为

k1，1 =
F
u ( 3)

同理可以求得大齿轮的单齿刚度 k2，1，则第 1
对轮齿的啮合刚度为

k1 =
k1，1 × k2，1

k1，1 + k2，1
( 4)

同理可以求解出相同初始位置时第 2 对轮齿的啮合

刚度 k2，则齿轮副的总啮合刚度为

k = k1 + k2 ( 5)

旋转齿轮副使其在不同的位置啮合并计算相应

位置的啮合刚度，本文在 1 个啮合周期内按照一定

的步长共计算了包括临界位置的 26 个啮合位置的

啮合刚度，再用样条函数拟合得到齿轮副在完整啮

合周期任意位置的啮合刚度．

图 1 齿轮副有限元接触模型

Fig． 1 Finite element contact model of gear pair

1. 3 能量法

文献［5］提出了针对故障形状为规则几何形状

的能量法，以计算齿轮时变啮合刚度． 为了简化计

算，只考虑轮齿的刚度; 因此，可将储存在啮合齿轮

中的能量分为 4 个部分: 赫兹能量 Uh、弯曲能量 Ub、
径向压缩能量 Ua和剪切能量 Us ; 与各能量相对应的

刚度分别为赫兹刚度 kh、弯曲刚度 kb、径向压缩刚

度 ka和剪切刚度 ks ． 这些刚度通过串联的方式综合

后就是总的齿轮啮合刚度． 由弹性力学理论可知各

能量与刚度有如下关系:

Uh =
F2

2kh
，Ub =

F2

2kb
，Ua =

F2

2ka
，Us =

F2

2ks
( 6)

式中 F 为啮合点处齿的相互作用力，方向沿啮合线

方向，并且是始终与齿廓正交，可分解为 2 个正交力

Fa、Fb ．
若假设啮合齿是等弹性体，由赫兹定理知，一对

由相同材料制成的啮合齿在啮合线上的接触刚度是

一个常数，而与接触位置无关． 这一常数可表示为
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kh =
πEL

4( 1 － ν2 )
( 7)

式中: E 为 弹 性 模 量; L 为 齿 轮 轴 向 厚 度; ν 为 泊

松比．
假设齿轮上的齿为悬梁，而且悬梁的基是完全

固定的． 由悬梁理论可知，弯曲势能为

Ub = ∫
d

0

［Fb ( d － x) －M］2

2EIx
dx ( 8)

式中: Ix为啮合点 x 与齿根之间部分轮齿的面积惯

性矩; M 为啮合分力 Fa 产生的弯矩，结合图 2 和轮

齿渐开线几何特性，可以推导出

图 2 轮齿啮合受力示意图

Fig． 2 Schematic diagram of tooth contact force

1
kb

=

∫
α2

－α1

3{ 1 + cos α1［( α2 －α) sin α － cos α］} 2 ( α2 －α) cos α
2EL［sin α + ( α2 －α) cos α］3 dα

( 9)

剪切势能可表示为

Us = ∫
d

0

1. 2F2
b

2GAx
dx ( 10)

式中: G 为剪切模量; Ax为横截面积．

1
ks

= ∫
α2

－α1

1. 2( 1 + ν) ( α2 － α) cos αcos2α1

EL［sin α + ( α2 － α) cos α］
dα

( 11)

类似地，径向压缩势能为

Ua = ∫
d

0

F2
a

2EAx
dx ( 12)

相应的刚度表达式为

1
ka

= ∫
α2

－α1

( α2 － α) cos αsin2α1

2EL［sin α + ( α2 － α) cos α］
dα ( 13)

各刚度成分以串联的方式组合成齿轮的总体啮

合刚度，k't，1、k't，2 分别表示啮合时第 1 对轮齿和第 2
对轮齿的有效啮合刚度，则有

k't = k't，1 + k't，2 =

∑
2

i = 1

1
1
kh，i

+ 1
kb1，i

+ 1
ks1，i

+ 1
ka1，i

+ 1
kb2，i

+ 1
ks2，i

+ 1
ka2，i

( 14)

求解式( 7) 、( 9) 、( 11) 、( 13) 、( 14) 即可求得 1
对齿轮的啮合刚度与主动轮转角的关系． 由于齿轮

的重合度大于 1，所以齿轮副完整啮合周期包含单

齿啮合区间和双齿啮合区间; 因此，根据齿轮的参

数，确定单齿啮合区间和双齿啮合区间，再分别求解

即可得出完整啮合周期的时变啮合刚度．

1. 4 正常状态下齿轮 2 种计算方法的比较

为比较 2 种方法的精确度与计算效率，以国家

标准 GB—T3480［7］给出的计算轮齿啮合平均刚度

计算公式为基准，分别应用有限元法和能量法计算

正常状态下齿轮的平均啮合刚度，并进行比较研究．
采用文献［5］中的齿轮参数，齿轮径节 P = 8，齿

数 Z1 /Z2 = 19 /48，齿宽 L = 16 mm，弹性模量 E =
2. 068 GPa，泊 松 比 v = 0. 3，材 料 密 度 ρ = 7 800
kg /m3 ．

基于 GB—T3480 的计算公式求解得到上述齿

轮副的平均啮合刚度 cy = 19. 53 N / ( mm·μm) ． 应

用有限元法建立齿轮副的有限元模型，得到其时变

啮合刚度曲线，计算其平均啮合刚度 cy = 19. 71 N /
( mm·μm) ． 应用能量法计算其时变啮合刚度曲线，

对应的平均啮合刚度 cn = 55. 22 N / ( mm·μm) ． 图 3
为 2 种方法所计算的啮合刚度曲线图．

图 3 有限元法和能量法求解的正常齿轮啮合刚度

Fig． 3 Mesh stiffness of normal gear obtained by finite
element method and energy method

显然，有限元法的计算结果较能量法精确，与标

准值的误差为 1. 5% ; 而文献［5］所用能量法的计算

结果误差为 182%，如图 3 所示，误差很大． 分析其

原因有: 1) 对齿轮模型做了大量的刚性简化，忽略

了轮体的弹性变形，而只考虑轮齿的刚度; 2 ) 认为

啮合刚度是由前述 4 个刚度串联组成的，而实际情

况中还有无其他刚度成分或者各刚度的求解是否准
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确都还有待进一步的研究，如果实际情况中还有其

他刚度成分，那么也会导致总的刚度减小． 虽然如

此，由图 3 可知，能量法的结果也能反映时变啮合刚

度的主要特征，而且其计算量和计算所需时间较有

限元法有很大的优势． 在本实例中，应用同一台计

算机，计算轮齿 1 个啮合周期的啮合刚度，能量法的

计算时间约为 30 min，而有限元法的计算时间约为

600 min，可见能量法的计算速度是有限元法的 20
倍左右．

2 综合计算方法

基于以上理论分析可知，能量法虽然计算效率

远高于有限元法，但其局限性在于计算精度差，且只

能计算故障为规则形状的齿轮啮合刚度． 有限元法

计算复杂、效率低，但计算精度高，且可计算任意接

触状态的齿轮啮合刚度． 因此，本文提出一种结合

有限元法和改进能量法的故障齿轮啮合刚度计算方

法． 该方法旨在改进现有的能量法，提高其计算精

度的同时保持其计算速度的优势，并结合有限元法

在精确度和齿轮故障模型建立方面的优势． 该方法

的具体计算流程如图 4 所示．

图 4 本文方法计算流程

Fig． 4 Flow diagram of this method

2. 1 改进能量法

综合计算方法的关键之一是能量法的改进． 由

前述可知，文献［5］的能量法计算结果偏大，本质原

因在于其未考虑齿轮轮体的弹性变形． 文献［8］指

出: 齿轮的啮合刚度包括弯曲刚度 kb、轮体刚度 kf和
接触刚度 kh ． kf可表示为

1
kf

=

cos2α {EL L (* uf

s )
f

2
+M (* uf

s )
f

+ P* ( 1 + Q* tan2α })

( 15)

式中系数 L* 、M* 、P* 和 Q* 可由多项式函数表示为

X* = A
θ2f

+ Bh2
f +

Ch2
f

θ2f
+ D
θf

+ Eh2
f + F ( 16)

式中: X* 表示系数 L* 、M* 、P* 和 Q* ; hf = rf / r ，rf为
齿根圆半径; uf、θf和 Sf的意义如图 5 所示; A、B、C、
D、E 和 F 的值见表 1．

图 5 轮体形变的几何参数

Fig． 5 Geometric parameters of the base tooth deformation

然而文献［8］所用能量法忽略了径向压缩刚度

ka ． 鉴于此，在前有研究的基础上，本文提出一种改

进能量法，该能量法将齿轮副总刚度分解为赫兹刚

度 kh、弯曲刚度 kb、径向压缩刚度 ka、剪切刚度 ks和
轮体刚度 kf，则齿轮副总刚度为

kt = kt，1 + kt，2 =

表 1 系数的取值

Table 1 Value of coefficient

系数 L* M* P* Q*

A － 5. 574 × 10 －5 60. 111 × 10 －5 － 50. 952 × 10 －5 － 6. 204 2 × 10 －5

B － 1. 998 6 × 10 －3 28. 100 × 10 －3 185. 50 × 10 －3 9. 088 9 × 10 －3

C － 2. 301 5 × 10 －4 － 83. 431 × 10 －4 0. 053 8 × 10 －4 － 4. 096 4 × 10 －4

D 4. 770 2 × 10 －3 － 9. 925 6 × 10 －3 53. 300 × 10 －3 7. 829 7 × 10 －3

E 0. 027 1 0. 162 4 0. 289 5 － 0. 147 2

F 6. 804 5 0. 908 6 0. 923 6 0. 690 4
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∑
2

i = (1

1
1
kh，i

+ 1
kb1，i

+ 1
ks1，i

+ 1
ka1，i

+ 1
kf1，i

+

1
1
kb2，i

+ 1
ks2，i

+ 1
ka2，i

+ 1
kf2，

)
i

( 17)

先分别求解式( 7) 、( 9) 、( 11) 、( 13) 和( 15) ，再

将结果代入式( 17) ，即可求得各刚度成分和齿轮总

啮合刚度． 图 6 为改进能量法与文献［5］的传统能

量法啮合刚度结果比较; 图 7 为改进能量法与有限

元法的啮合刚度结果比较． 从结果可知，轮体刚度

对总刚度的影响很大，改进后的能量法的计算精度

明显提高，与有限元法所得结果能很好吻合，其相对

误差小于 1% ．

图 6 轮体刚度对啮合刚度的影响

Fig． 6 Tooth base stiffness’influence on mesh stiffness

图 7 有限元法、改进能量法正常齿轮啮合刚度比较

Fig． 7 Comparison between finite element method and
improved energy method on the calculation of the
normal gear mesh stiffness

2. 2 计算实例

为验证本文所提方法，用该方法计算了小齿轮

含单齿齿根裂纹故障时的齿轮副啮合刚度． 裂纹特

征: 裂纹在齿根附近且沿着齿宽的深度是常数 q = 3
mm． 裂纹轮齿三维示意图如图 8 所示．

设定小齿轮为主动轮，逆时针方向旋转; 齿轮副

啮合初始位置为齿轮副刚进入双齿啮合区时的临界

位置，裂纹故障轮齿为小齿轮的左边第 1 个未进入

图 8 裂纹齿轮三维示意图

Fig． 8 3D schematic diagram of crack gear

啮合状态的轮齿． 先用修正能量法计算正常部位啮

合刚度，根据前述齿轮副啮合状态可知，在齿轮副的

1 个旋转周期内，除了第 2 和第 3 个啮合周期之外，

其他啮合周期都为无故障啮合状态，即啮合刚度都

为无故障啮合刚度，1 个啮合周期的啮合刚度如图 7
所示; 再用有限元法求解齿轮故障部位，即第 2 和第

3 个啮合周期的啮合刚度，如图 9 所示; 最后应用

MATLAB 编程将正常部位啮合刚度数据和故障部位

啮合刚度数据结合即可求得故障齿轮完整啮合刚

度，如图 10 所示为所得齿轮副 1 个旋转周期的完整

时变啮合刚度曲线． 本实例中，应用上述同一台计

算机，综合计算方法求解故障齿轮旋转 1 周的啮合

刚度的计算时间约为 630 min，相比于有限元法的 1
200 min，综合计算方法的速度是原有限元法的 1. 9
倍左右．

图 9 有限元法计算齿根裂纹故障部位啮合刚度

Fig． 9 Calculation of the mesh stiffness of fault position of
gears with tooth root crack using finite element
method

将用本文的方法计算得到的含齿根裂纹时的齿

轮副啮合刚度应用到八自由度一级齿轮传动系统动

力学模型中［5］，对系统动力学方程进行求解后得到

含主动轮齿根裂纹故障时系统的振动响应时域图，

如图 11 所示． 从图 11 中能明显地识别出齿轮故障

部位，该特征与文献［5］基本符合．
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图 10 含齿根裂纹故障齿轮的啮合刚度

Fig． 10 Mesh stiffness of gears with a crack in root

图 11 含齿根裂纹故障齿轮振动响应仿真

Fig． 11 Vibration response simulation chart of
gear with tooth root crack

3 结论

1) 用有限元法和能量法计算了无故障齿轮时

变啮合刚度． 并以国家标准方法为基准，比较了 2
种方法的有效性和准确性． 结果表明，有限元法的

准确度较好，与基准值的误差仅在 0. 9% 左右; 能量

法的计算准确性比有限元法差，但其计算速度是有

限元法的 20 倍左右．
2) 针对故障齿轮的齿轮时变啮合刚度求解问

题，提出了结合修正能量法和有限元法的方法． 利

用该方法计算了主动轮含齿根裂纹的齿轮时变啮合

刚度，得到了相应的系统振动响应仿真结果． 结果

表明，该方法能高效精确地计算出故障齿轮的时变

啮合刚度及其系统的振动响应仿真结果，相比原传

统能量法极大地提高了计算准确度，可计算复杂形

状的故障齿轮，相比原有限元法，提高了计算效率．
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