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十字分形地震超材料隔震性能

石南南, 亢志宽, 罗方慧, 刘摇 晗, 王利辉, 赵摇 卓
(北京工业大学工程抗震与结构诊治北京市重点实验室, 北京摇 100124)

摘摇 要: 为了解决基于表面波理论的地震超材料带隙窄的问题,设计了一种基于十字分形柱的低频宽带隙地震超

材料,并通过数值模拟计算其频散曲线,发现三阶十字分形地震超材料的相对带宽高达 60% . 对不同阶数十字分

形地震超材料的频散曲线进行比较研究,以阐明分形地震超材料带隙扩展的机理. 通过材料参数分析,研究不同材

料参数对带隙宽度及位置的影响. 为验证所设计的地震超材料对实际地震波的屏蔽效果,进行频域和时域分析.
通过对 El Centro 地震波和 Taft 地震波的瞬态动力学分析发现,三阶十字分形地震超材料可以将 2 种地震表面波位

于带隙频率范围内的加速度幅值降低 50%以上,具有良好的隔震性能.
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Seismic Isolation Performance of Cross鄄fractal
Seismic Metamaterials
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(Beijing Key Laboratory of Earthquake Engineering and Structural Retrofit, Beijing University of Technology, Beijing 100124, China)

Abstract: To solve the problem of the narrow band gap of seismic metamaterials based on surface wave
theory, a low鄄frequency and wide鄄bandgap seismic metamaterial based on cross fractal columns was
designed in this paper, and the dispersion curve of the designed structure was calculated by numerical
simulation. It is found that the relative band gap width of the third鄄order cross鄄fractal seismic
metamaterial is as high as 60% . The dispersion curve of cross鄄fractal metamaterials of different orders
was comparatively studied to clarify the mechanism of the band gap expansion of fractal seismic
metamaterials. Through material parameter analysis, the influence of different material parameters on the
width and position of the band gap was studied. To verify the shielding effect of the designed seismic
metamaterial against actual seismic waves, time鄄domain and frequency鄄domain analyses were carried out.
Through the transient dynamic analysis of El Centro seismic wave and Taft seismic wave, it is found that
the third鄄order cross鄄fractal seismic metamaterial can reduce the acceleration amplitude of the two seismic
surface waves in the band gap frequency range by more than 50% ,which indicates that it has good
isolation seismic performance.
Key words: seismic metamaterial; cross fractal structure; seismic surface wave; band gap; seismic
isolation;transmission spectrum
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摇 摇 根据 2021 年中国地震台网最新数据显示,全球

最近 1 年内发生 6 级以上地震 130 余次. 地震所造

成的灾害是所有灾害当中影响最大的. 地震发生

时,地震波携带的能量从震源向四面八方传播,其中

地震面波的频率为 0郾 1 ~ 20郾 0Hz[1],正好对应大多

数建筑的共振基频[2鄄3],从而造成建筑物的倒塌. 传

统抗震控制的方法包括结构抗震、基础隔震和消能

减震等. 然而这些方法都存在一个共同点,即对低

频地震表面波(0郾 1 ~ 20郾 0 Hz)难以控制或隔离. 地

震超材料的出现为抗震保护提供了新思路,可以在

不改变原结构形式基础上,有效控制和衰减地

震波[4] .
地震超材料是一种人工设计的周期性排列结构,

具有带隙特性[5鄄8] . 位于带隙范围内的地震波无法通

过所设计的地震超材料. 将其布置在建筑周围,沿建

筑物环向布置,可以衰减任意方向的地震波.
2014 年,Br觠l佴 等[9]通过钻孔、布孔的实验发现这种地

震超材料对特定频率 50 Hz 的地震波有良好衰减效

果,因此拉开地震超材料研究的序幕. 此后许多学者

对地震超材料进行广泛研究. 目前,地震超材料根据

不同的划分角度有许多种分类方式[10鄄13] . 根据其带

隙机理[14]划分,地震超材料主要分为布拉格散射型

和局域共振型. 布拉格散射型地震超材料的特征主

要为结构尺寸与地震波波长尺寸相近,主要依靠结构

的周期性. 研究初期,很多学者研究了这类地震超材

料对地震波的屏蔽效果[15鄄17] . 然而地震波波长覆盖

十几米到几十米,限制了这类地震超材料的应用范

围. 局域共振型地震超材料的结构尺寸可以比地震

波尺寸小 2 ~ 3 个数量级,使得局域共振型地震超材

料的研究广受欢迎. 然而这类地震超材料存在带隙

窄的问题[18] . 为拓宽带隙,学者们提出 “彩虹陷

阱冶 [19鄄20]、H 分形结构[ 21]、套娃结构[22] 和加形结

构[23]等结构形式. 基于半空间的工字型钢[24]和组合

型钢[25]等新型结构对瑞利波具有明显衰减效果. 此

外,在结构的组成中选择贫铀[26] 或拉涨泡沫[27] 等特

殊材料来代替钢或橡胶也可以带来巨大的相对带宽.
森林 树 木 是 一 种 天 然 的 地 震 超 材 料[28鄄29],
Muhammad 等[30]进一步分析了树枝在瑞利波衰减

中的作用. 基于自然界中土壤为分层形式这一事

实,一些学者[31鄄32]研究了土壤分层对地震超材料隔

震屏蔽性能的影响. 地震超材料不仅可以用于保护

常规建筑物和构筑物,而且还可以用于铁路隔震方

面[33] . 目前,地震超材料的研究虽已取得很多成

就,但其距离广泛应用还有很长的路要走.

为解决基于表面波理论的地震超材料带隙窄的

问题,本文基于分形结构的自相似性,设计了一种低

频宽带隙十字分形地震超材料. 通过数值模拟计算

了所设计结构的频散曲线,以获得带隙范围. 对不

同阶数的十字分形地震超材料的能带结构进行比较

研究,以阐明分形地震超材料带隙扩展的机理. 通

过材料参数分析,研究材料参数对带隙宽度及位置

的影响. 为验证所设计结构对地震表面波的屏蔽效

果,进行频域和时域分析,发现三阶十字分形地震超

材料可以将 El Centro 波和 Taft 波位于频率范围内

的加速度幅值降低 50%以上. 本文为地震超材料的

设计提供了研究思路,进一步推动了地震超材料的

工程应用.

1摇 模型与方法

1郾 1摇 模型简介

分形结构具有良好的自相似性,以此为出发点,
设计了一种具有宽带隙的十字分形结构. 图 1 为 3
种不同阶数十字分形地震超材料单胞示意图,其中

上部结构材质为钢,下部为土壤. 一阶十字分形地

震超材料由相互垂直的长方体型钢构成. 相邻单

胞结构中心间的距离称为周期常数 a,钢板长度、
厚度和高度分别用 L、 t 和 h 表示. 为模拟地球半

无限场地条件,在已有研究中通常会设置 10a 或

15a 的基底土壤. 本文基底土壤厚度取 H = 20a.
二阶十字分形结构以一阶结构为基础,距质心 L / 3
处,布置长度为 L / 3 的钢板. 再次布置的小型钢板

以距离质心 L / 3 处为中心. 三阶十字分形结构是

在二阶结构的基础上,在每块钢板的最外侧布置

长度为L / 6的钢板. 最后布置的小型钢板以最外侧

位置为中心.
1郾 2摇 材料和方法

1郾 2郾 1摇 材料参数

从应用的角度出发,选用普通建筑材料作为设

计地震超材料的原材料,如钢、土壤等. 地震超材料

基本单元的材料特性见表 1,这些材料参数是钢材

和土壤的常用参数.
1郾 2郾 2摇 计算方法

在本研究中,假设材料是线弹性、均质和各向同

性的. 第 1 个不可约布里渊区的方向如图 2 箭头包

围的三角形区域所示. 单胞的 4 个垂直面设置

Floquent 周期性边界条件,以模拟周期性结构. 单胞

底部设置固定约束,顶部设置自由边界条件. 使用

有限元软件 COMSOL Multiphysics 通过沿 祝鄄X鄄M鄄祝
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图 1摇 3 种不同阶数十字分形地震超材料单胞模型示意图

Fig. 1摇 Schematic diagram of three different orders of cross鄄fractal seismic metamaterial unit cell model
摇

扫描波矢量可以获得频散曲线. 通过分析,可以获

得与模态位移场有关的特征值和特征向量.

表 1摇 材料参数[21]

Table 1摇 Material parameters[21]

项目
密度 /

(kg·m - 3)
弹性

模量 / Pa
泊松比

钢 7 784 2郾 07 伊 1011 0郾 3

土壤 1 800 2郾 00 伊 107 0郾 3

图 2 摇 方格周期复合材料的第一不可约布里渊区:祝 =
(0, 0), X = (仔 / a,0),M = (仔 / a,仔 / a)

Fig. 2 摇 First irreducible Brillouin zone for the periodic
composites with square lattice: 祝 = (0, 0), X =
(仔 / a,0), and M = (仔 / a,仔 / a)

摇

2摇 结果与讨论

2郾 1摇 十字分形结构频散曲线

图 3(a) ~ (c)展示了 3 种不同阶数的地震超材

料频散曲线,声锥曲线外侧被标记为深灰色区域,表
面波模式位于声锥曲线内部,而体波模式位于声锥

曲线外部. 表面波全带隙是地震超材料具有的一种

特性,位于全带隙范围内的表面波无法通过所设计

的周期性结构,图 3 中全带隙范围被标记为浅灰色

区域. 对于一阶十字分形结构,如图 3(a)所示,在
0郾 52 ~ 1郾 00 Hz 的低频范围内出现了一个很窄的带

隙,而在 11郾 00 ~ 16郾 37 Hz 高频范围内出现了一个

宽带隙. 对于二阶地震超材料如图 3(b)所示,2 个

带隙的范围为 0郾 42 ~ 1郾 27 Hz 和 9郾 46 ~ 16郾 37 Hz.
可以发现,第 1 带隙宽度由于上边缘稍微向上偏移,
下边缘稍微向下偏移而略有增加,而第 2 带隙宽度

明显增加,这是因为第 2 带隙下边缘的第 6 个频带

向较低频率偏移. 对于三阶地震超材料,如图 3(c)
所示,2 个带隙范围为 0郾 43 ~ 0郾 96 Hz 和 8郾 81 ~
16郾 37 Hz. 与二阶地震超材料相比,三阶十字分形

结构第 1 带隙宽度由于带隙上边界稍微向下偏移而

略有减小,第 2 带隙宽度由于带隙下边界明显向下

偏移而显著增加. 相对带宽是描述带隙的重要参

数,定义为 2( fu - fl) / ( fu + fl),其中 fu和 fl分别是带

隙上下边界的频率. 发现一阶十字分形地震超材料

全带隙相对带隙宽度约为 40% ,二阶相对带隙宽度

约为 55% ,三阶相对带隙宽度约为 60% . 随着十字

分形结构阶数的不断增加,总带宽和相对带隙宽度

逐渐增加,且高频带隙(第 2 带隙)的中心频率下

降. 可以将振动简化为弹簧-质量模型,随着阶数的

不断增加,等效刚度和等效质量都在逐渐增加. 根

据 f = (Ke /Me) / 2仔,其中,Ke为等效刚度,Me为等

效质量,等效质量增加的速度大于等效刚度增加的

速度时,结构的频率逐渐降低,而声锥曲线不变. 这

使得频带逐渐下移,从而使得带隙中心频率减小,带
隙宽度增大.
2郾 2摇 振动模态

3 个阶数十字分形地震超材料的频散曲线中,
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图 3摇 3 种不同阶次的十字分形地震超材料频散曲线

Fig. 3摇 Dispersion curves of cross鄄fractal seismic
metamaterials of three different orders

摇

所有能带向低频移动,而且能带宽度与分形阶数同

向变动. 这些能带主要为柱的谐振模式,并具有平

面偏振特性. 为了探索分形阶数对频散曲线的影

响,重点分析了图 3 中特殊标注的振动模态. 因为

它们的位置发生了显著变化,并在改变带隙的宽度

方面发挥重要作用. A 点所在能带主要控制第 1 带

隙上边界,B 点所在能带主要控制第 2 带隙下边界.

在图 4 中的振动本征模式图中,从蓝色到红色,振
动位移逐渐变大. 小箭头表示特征频率的位移矢

量,其长度和方向表示位移矢量的幅度大小和方向.
对于一阶十字分形地震超材料,如图 4(a)(b)

所示,A1点的振动模式中的小箭头表明柱子在平面

上顺时针旋转,而且振动主要位于十字分形结构的

4 个端面. 十字分形支柱围绕中心旋转,同时支柱

体积膨胀. 这进一步证明了它是一种局域共振模

式. B1点的振动模式中,柱子顶部和底部沿着相反

的方向振动. 其中,柱子底部沿 xy 平面与 x 轴呈负

45毅方向振动,振动主要发生在柱子底部,而柱子上

部沿 xy 平面与 x 轴呈 135毅方向振动. 对于二阶十

字分形地震超材料,图 4(c)(d)所示 A2和 B2点的振

动方向分别与 A1点和 B1点类似. A2点与 A1点主要

区别是振动主要集中在小尺寸的十字分形柱上,而
不仅仅是一阶的十字形结构的 4 个端面上. 这也解

释了第 3 个谐振能带转换到较低的频率. 类似,图 4
(d)所示 B2点的振动模式与 B1点的振动相似,振动

同样主要集中在柱子底部. 对于三阶十字分形地震

超材料,图 4(e)所示 A3点的振动模式中,小箭头表

明在平面内逆时针绕支柱中心旋转,同时支柱体积

膨胀,这与 A1和 A2的振动方向相反,这也解释了第 3
个谐振能带转换到较高的频率. 图 4( f)所示 B3点

的振动模式与上述 B1、B2点振动方向均不同,柱子

底部沿 xy 平面与 x 轴呈 45毅方向斜向上振动,振动

主要集中在柱子底部,而柱子顶部与底部振动方向

相反. 随着分形阶数的逐渐增加,主要振动从大分

形结构逐渐向较各分支柱转移,这可能导致带隙的

宽度逐渐增大.
2郾 3摇 频域分析

为了验证所设计地震超材料对地震表面波的屏

蔽效果,以三阶十字分形结构为例,进行了频域分

析,计算表面波传播的透射谱以验证结构的频散曲

线. 图 5(a)为三阶十字分形结构透射谱计算模型.
作为激发表面波的线震源被施加在基底表面的线震

源 A 处. 线震源 A 沿 xz 极化方向设置初始位移以

产生瑞利波,这是将面波引入系统的一种常见而简

单的方法[22鄄24] . 同时,将频率从 0郾 1 Hz 扫描到 24
Hz,扫描步长为 0郾 1 Hz,进行逐步的频率分析. 然

而,如果震源距离地震超材料很近,当震源产生面波

时,会导致激发一种类似于体波的消逝波,这可能会

影响地震超材料对表面波的衰减结果. 这主要是由

于表面波沿着表面传播,而体波也沿着 x 方向传播

到基底内部. 因此这里将地震超材料的第 1 个结构
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图 4摇 频散曲线中各标注点对应的振动模态

Fig. 4摇 Vibration modes corresponding to each marked point in the dispersion curve
摇

单元与线震源 A 之间的距离设置为 10 a. 距离足够

远,使得地震超材料只受表面波的影响. 该模型沿

y 方向设置周期性边界条件来模拟周期结构. 如图

5(a)中蓝色区域所示,在基底模型的两侧和底部设

置低反射边界条件,以防止产生的地震波在边界处

反射. 10 排三阶十字分形结构在距线震源 10 a 处

布置,线源 A 距离基底土壤左侧边界 5 a. 透射系数

被定义为 20 伊 lg(u1 / u0),由该公式计算三阶结构的

透射谱,其中,u1为结构后方 2a 处拾取点的位移幅

值,u0为无结构时相同点的位移幅值.
如图 5(b)所示,灰色阴影区代表衰减域,透射

谱计算结果表明,在 0郾 4 ~ 1郾 1 Hz 和 8郾 8 ~ 17郾 2 Hz
之间形成了 2 个明显的波衰减域. 这与图 3(c)中

计算的频散曲线的全带隙范围基本一致. 通过频散

曲线和透射谱计算结果的相互验证,再次说明所设

计的三阶十字分形结构对于 2 个特定频段地震表面

波衰减的准确.
2郾 4摇 材料参数分析

以三阶十字分形结构为例,首先考虑钢的弹性

模量和密度对带隙演化的影响. 其中钢的弹性模量

和质量密度分别用 Est和 籽st表示,并且通常分别在

100 ~ 300 GPa 和 4 000 ~ 11 000 kg / m3 范围内变
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图 5摇 三阶十字分形地震超材料透射谱

Fig. 5摇 Third鄄order cross鄄fractal seismic metamaterial
transmission spectrum

摇

化[21] . 泊松比和所有几何参数保持不变.
Est对带隙的影响如图 6(a)所示,其中红色、蓝

色和青色分别代表第 1、第 2 和第 3 带隙宽度. 模拟

结果表明,当 Est发生变化时,第 1 带隙上下边界基

本保持不变. 对于第 2 带隙,当 Est从 100 GPa 增加

到 150 GPa 时,由于上边界向更高的频率移动,而下

边界基本保持不变,其宽度变大. 同时,第 3 带隙由

于下边界上移和上边界受声锥曲线的限制,其带隙

宽度变窄. 当 Est达到 150 GPa 时,第 3 带隙关闭,第
2 带隙上下边界基本不变. 第 3 带隙消失是由于 Est

的增加,导致振动模态上移至声锥曲线外. 值得注

意的是,Est 在总带隙宽度中并没有起到很大的作

用. 籽st对带隙的影响如图 6(b)所示. 2 个带隙下边

界总体趋势均为下降,第 1 带隙上边界只是略有下

降,第 2 带隙上边界由声锥曲线决定,而声锥曲线是

固定的,因此第 2 带隙上边界基本保持不变. 当 籽st

上从 4 000 kg / m3增加到 11 000 kg / m3时,第 1、第 2
带隙变宽,并向低频移动,其中心频率均下移,带隙

总宽度在逐渐增大,这主要是由于第 1、第 2 带隙下

边界下移到更低位置引起的. 这些结果表明,总带

隙宽度随着十字分形结构 籽st的增加而变宽. 这与总

带隙随着分形阶数的增加而变宽的机理类似.
此外,考虑了土壤的弹性模量和密度对带隙的

影响. 其中土壤的杨氏模量和质量密度分别用 Es和

籽s 表示,并且通常分别在 1 ~ 90 MPa 和 1 400 ~
2 400 kg / m3范围内变化[21] . Es 对带隙的影响如

图 6(c)所示,结果表明,当 Es 从 1 MPa 增加到

90 MPa 时,第 1 带隙宽度略有增大,中心频率略有

上移. 而第 2、第 3 带隙会迅速移动到更高频率范

围. 值得注意的是,总带隙宽度会随着 Es的增加而

显著增大. 相反,籽s对带隙的影响如图 6(d)所示,当
籽s从 1 400 kg / m3增加到 2 400 kg / m3时,第 1 带隙基

本保持不变,第 2 带隙变窄,并且中心频率稳定地移

动到较低的频率. 带隙的演变趋势表明,土壤的材

料参数对带隙的位置和宽度有更重要影响. 这些结

果还表明,可以通过改变建筑场地的土壤环境,以获

得所需的带隙宽度和位置.
2郾 5摇 地震波屏蔽效果分析

为验证所设计的十字分形地震超材料对实际地

震波的屏蔽效果,模拟了三阶十字分形结构分别对

El Centro 地震波[34鄄35]和 Taft 地震波[36鄄37] 的加速度-
时间响应,瞬态动力分析的计算模型与图 5(a)所示

的频域分析计算模型一致. 图 7(a)为 El Centro 地

震波的加速度-时程,加速度谱如图 7(b)所示,其主

频位于 8 ~ 12 Hz,主频范围在三阶十字分形结构的

第 2 条带隙范围内. 图 8(a)所示为 Taft 地震波的

加速度-时程,加速度谱如图 8(b)所示,其主频位于

1 ~ 5 Hz,上述主频范围在结构带隙范围外. 图 9 为

在 El Centro 地震波作用下 x 方向和 z 方向的时域

加速度响应. 与不设置十字分形结构相比,设置结

构后,x 方向的加速度最大值降低 55郾 65% ,z 方向

加速度最大幅值降低 66郾 08% . 图 10 为在 Taft 地
震波作用下的 x 方向和 z 方向的时域加速度响应.
与不设置十字分形结构相比,设置结构后,x 方向

加速度最大值降低 42郾 24% ,z 方向加速度最大值

降低 44郾 75% . 可以发现,三阶十字分形结构对 El
Centro 地震表面波的隔震性能更好,加速度最大值

降低 50%以上,同样具有隔震效果的还有 H 型分

形结构[38] .
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图 6摇 材料参数分析

Fig. 6摇 Material parameter analysis

图 7摇 El Centro 地震波

Fig. 7摇 El Centro seismic waves
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图 8摇 Taft 地震波

Fig. 8摇 Taft seismic waves
摇

图 9摇 El Centro 地震波时域加速度响应

Fig. 9摇 El Centro seismic waves time鄄domain acceleration responses
摇

图 10摇 Taft 地震波时域加速度响应

Fig. 10摇 Taft seismic waves time鄄domain acceleration responses
摇

为进一步分析上述差异的原因,以上述 2 种地

震波的 z 方向加速度响应为例,通过傅里叶变换,分
析结构对不同频率地震表面波的隔震性能. 图 11
为 2 种地震表面波加速度响应对应的傅里叶谱,灰
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色阴影区代表三阶十字分形地震超材料的 2 个带隙

频率范围. 如图 11(a)所示,El Centro 地震波的主

频范围与十字分形结构的第 2 条带隙范围基本重

合,因此,加速度最大幅值降低 54郾 92% . 相反,如
图 11(b)所示,Taft 地震波的主频范围在带隙之

外,因此其加速度最大幅值基本没有降低. 但在灰

色阴影区所示的带隙频率范围内 2 种地震波的加

速度幅值均降低 50% 以上,再次说明三阶十字分

形结构对带隙频率范围内的地震表面波具有良好

的隔震效果.

图 11摇 傅里叶谱

Fig. 11摇 Fourier spectra
摇

3摇 结论

针对局域共振地震超材料带隙窄的问题,本文

提出一种十字分形地震超材料. 通过数值模拟,计
算了不同阶数十字分形地震超材料的频散曲线,进
一步分析了三阶十字分形地震超材料的透射谱和材

料参数分析. 通过对实际地震波的时域分析,计算

了有限排三阶十字分形结构的隔震性能. 通过分

析,可以得出以下结论:
1) 设计的十字分形地震超材料的相对带隙宽

度高达 60% . 随着结构阶数的不断增大,相对带隙

宽度逐渐增大,三阶十字分形地震超材料的相对带

隙宽度将达到 60% . 同时,以三阶十字分形地震超

材料为例,透射谱计算结果与频散曲线计算结果基

本吻合.
2) 土壤弹性模量的变化对十字分形结构的带

隙宽度和中心频率位置影响最大. 通过材料参数分

析,具体计算了钢的密度、弹性模量和土壤的密度、
弹性模量等材料参数的变化对三阶十字分形结构带

隙宽度的影响. 其中,土壤弹性模量对十字分形结

构的带隙宽度和中心频率位置的影响最大. 随着土

壤弹性模量的增加,第 1 带隙上下边界增长缓慢,第
2、第 3 带隙的上下边界增长快速,带隙的总宽度在

逐渐增加. 这表明可以通过改变建筑场地的土壤环

境,以调整目标带隙的宽度和位置.
3) 隔震性能良好. 通过瞬态动力学分析发现,

设置三阶十字分形地震超材料后,主频位于带隙范

围内的 El Centro 地震表面波加速度最大值和幅值

均降低 50%以上,而 Taft 地震表面波的加速度幅值

基本未降低,但在带隙频率范围内 2 种地震波的加

速度幅值均降低 50%以上. 这再次说明三阶十字分

形结构对带隙频率范围内的地震表面波有良好的屏

蔽效果.
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