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一类 S 分布时滞 Hopfield 神经网络的全局吸引性
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摘摇 要: 研究了一类具有 S 分布时滞的 Hopfield 神经网络的全局吸引性问题. 首先,通过常微分方程比较原理和

适当的迭代证明了系统解的有界性, 再通过一类非线性代数方程组和迭代技巧得到了平衡点全局吸引的一个充分

条件. 最后,通过数值模拟验证了结论的有效性.
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Abstract: Global attractivity of a class of Hopfield neural networks with S鄄distributed delays was studied
in this paper. Based on a class of nonlinear algebraic equations and some computational techniques in M鄄
matrix, a sufficient condition for global attractivity of the equilibrium of a class of Hopfield neural
networks with S鄄distributed delays was obtained. Numerical simulations were given to illustrate validity of
the result.
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摇 摇 近年来, Hopfield 神经网络[1鄄3]的理论成果在联

想记忆和最优化计算等方面有了广泛的应用, 因此

对于 Hopfield 神经网络的研究越来越多地引起了人

们的关注[4鄄7] . 在 Hopfield 神经网络的常微分方程

模型被提出之后, 学者们就将有限时滞和无穷时滞

引入到模型中, 以求更精确地模拟现实世界的现

象. 而时滞的出现会很大程度地影响神经网络的动

力学性质, 使网络的性质变得更加复杂.
在文献[3]中, 一类具有有限时滞的 Hopfield

神经网络

C iu
·

i( t) = - 1
R i
ui( t) + 移

N

j = 1
Tij f j(u j( t - 子 j))

( i = 1,2,…,n) (1)
被提出, 并对系统(1)的线性化系统进行了稳定性

分析. 此外, 亦有许多学者对上述系统的动力学性

质进行了研究, 给出了在不同条件下系统(1)的平

衡点全局渐近稳定的判据[4,8] . 而相比具有有限时

滞的系统,含有无穷时滞的系统在一定程度上更能

准确地描述神经元之间实际的相互作用. 因此,无
穷时滞被引入到 Hopfield 神经网络中.
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Gopalsamy 等[4] 研 究 了 具 有 无 穷 时 滞 的

Hopfield 神经网络系统

U
·

i( t) = - biUi( t) +

移
n

j = 1
aij f (j 滋 j 乙t

-肄
K ij( t - s)U j( s)d )s + F i( t)

( i = 1,2,…,n) (2)
并给出了解存在和解趋向于平衡点的判据. 在文献

[9鄄10]中, 对于满足不同条件的激励函数, 通过

Lyapunov 泛函方法给出了系统(2)的平衡点与滞量

无关的全局渐近稳定的充分条件. 而对于其他具有

无穷时滞的神经网络的动力学性质亦有诸多学者进

行了深入的研究. Liao 等 [11]通过构造合适的

Lyapunov 泛函给出了具有有限 和 无 穷 时 滞 的

Cohen鄄Grossberg 神经网络系统的平衡点全局吸引的

判据. Zhao 等[12]利用 Lyapunov 方法和线性矩阵不

等式技术给出了一类双向联想记忆神经网络正不变

集和全局指数吸引集存在的一些代数准则, 并对全

局指数吸引域作出了估计. 赵洪涌等[13] 给出了一

类具有分布时滞的双向联想记忆神经网络的平衡态

一致稳定和全局渐近稳定的充分条件. 钟守铭

等[14]对细胞神经网络进行了研究, 给出了平衡点

全局渐近稳定的几个判据. 此外, 廖晓峰等[15鄄16] 对

2 类带连续分布时滞的神经网络在具有强核和弱核

的情况下的渐近稳定性进行了研究. 然而, 对于系

统(2), 亦有学者考虑其具有 S 分布时滞的动力学

性质. 邓瑾等[17]、马亚锋等[18] 给出了系统(2)具有

S 分布时滞的不变集、吸引集和全局渐近稳定性的

判据. 而谌红美等[19] 则利用 Banach 不动点定理,
通过构造 Lyapunov 泛函, 结合 Hardy 不等式和推广

的 Halanay 时滞微分不等式, 给出了一类具有 S 分

布时滞的细胞神经网络全局指数稳定的充分条件.
再有,卢文联等[20]研究了一类具有 S 分布的递归神

经网络(亦称 Grossberg鄄Hopfield 神经网络)殆周期

解的存在唯一性和全局稳定性. 此外, 还有许多学

者对具有 S 分布时滞的神经网络进行了大量的研

究[21鄄27] . 然而在以上的研究中更多地是通过构造合

适的 Lyapunov 函数或泛函的方法来得到系统的稳

定性质, 但是事实上构造 Lyapunov 函数或泛函并不

是一件容易的事. 本文考虑具有 S 分布时滞的

Hopfield 神经网络系统

x·i( t) = - aixi( t) +

移
n

j = 1
bij乙0

-肄
[dK ij( s)] f j(x j( t + s))

( i = 1,2,…,n) (3)

式中:t逸0;ai、bij是实值常数; K ij( s)是( - 肄 ,0]上
的单调不减的有界变差函数;函数 f j (u)在( - 肄 ,
肄 )上是连续可微的.

系统(3)的初始条件为

xi( s) = 渍i( s)( - 肄 < s臆0)
( i = 1,2,…,n) (3)

式中初始函数 渍i( s)( i = 1,2,…,n)在( - 肄 ,0]上
是连续的, 并且存在 琢 > 0 使得

乙0
-肄

e - 琢兹 | dK ij(兹) | < 肄

受文献[5鄄7]的启发, 本文利用常微分方程比

较原理和一种迭代技巧证明了系统解的有界性, 并

基于 M鄄矩阵理论和一类非线性代数方程组给出了

系统(3)的平衡点全局吸引的一个充分条件.

1摇 主要结论及证明

对系统(3)做一些假设. 假设系统(3)满足下

列条件:
条件 1摇 ai > 0 ( i = 1,2,…,n) .
条件 2摇 fi(0) = 0, | fi(u) |臆Qi(u沂RR,Qi 为正

常数, i = 1,2,…,n) .
条件 3 摇 f忆i ( u) > 0 ( u沂RR), 且 0 < fi ( u) <

u(u > 0), 其中

fi(u) = max{ fi(u), - fi( - u)}
(u > 0,i = 1,2,…,n)

条件 4摇 乙0
-肄

dK ij( s) = 1 ( i,j = 1,2,…,n) .

引理 1摇 如果条件 1 ~ 4 成立, 那么系统(3)的
任意解(x1( t),x2( t),…,xn( t)) T 有

lim sup
t寅 +肄

| xi( t) |臆Mi

( i = 1,2,…,n), 其中非负常数Mi( i = 1,2,…,n)满
足非线性代数方程组

Mi =
1
ai
移

n

j = 1
| bij | f j(M j)

( i = 1,2,…,n)
证明:由条件 2 和 4 以及系统(3)可得

D + | xi( t) | = sgn{xi( t)} x
·

i( t) =
sgn{xi( t)}( - aixi( t) +

移
n

j = 1
bij乙0

-肄
[dK ij( s)] f j(x j( t + s)))臆

- ai | xi( t) | + 移
n

j = 1
| bij | 乙0

-肄
[dK ij( s)] | f j(x j( t +

s)) |臆 - ai | xi( t) | + 移
n

j = 1
| bij | 乙0

-肄
[dK ij( s)]Q j臆
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- ai | xi( t) | + 移
n

j = 1
| bij |Q j

( i = 1,2,…,n) . 由此根据常微分方程比较原理

得到

lim sup
t寅肄

| xi( t) |臆 1
ai
移

n

j = 1
| bij |Q j =M(0)

i

( i = 1,2,…,n) . 因此对于任意充分小的正常数

浊 > 0,存在一个充分大的 T0 = T0(浊) > 0 使得当 t >
T0 时, 有

| xi( t) |臆M(0)
i + 浊

( i = 1,2,…,n) . 因此, 由条件 3 和系统(3)可得

D + | xi( t) |臆 - ai | xi( t) | +

移
n

j = 1
| bij | 乙0

-肄
[dK ij( s)] | f j(x j( t + s)) |臆

- ai | xi( t) | + 移
n

j = 1
b (ij 乙T0-t

-肄
[dK ij( s)]·

| f j(x j( t + s)) | + 乙0
T0-t

[dK ij( s)] | f j(x j( t + s)) | )臆

- ai | xi( t) | + 移
n

j = 1
b (ij 乙T0-t

-肄
[dK ij( s)]Q j +

乙0
T0-t

[dK ij( s)] f j(M(0)
j + 浊)) < - ai | xi( t) | +

移
n

j = 1
bij ( rij( t) + f j(M(0)

j + 浊))

( i = 1,2,…,n), 其中

rij( t) = 乙T0-t
-肄

[dK ij( s)]Q j

( i,j = 1,2,…,n) . 根据条件 4 容易知道

lim
t寅 +肄

rij( t) = lim
t寅 +肄乙

T0-t

-肄
[dK ij( s)]Q j = 0

( i,j = 1,2,…,n) . 根据常微分方程比较原理得到

| xi( t) |臆e - ai( t - T0) | xi(T0) | +

e - ait乙t
T0

eai [s 移
n

j = 1
| bij | ( rij( s) + f j(M(0)

j + 浊 ])) ds

( t > T0,i = 1,2,…,n) . 对不等号右端的积分项应用

洛必达法得到

lim
t寅 +肄

e - ait乙t
T0

eai [s 移
n

j = 1
| bij | ( rij( s) +

f j(M(0)
j + 浊 ])) ds =

lim
t寅 +肄

1
aieait

eai [t 移
n

j = 1
| bij | ( rij( t) + f j(M(0)

j + 浊 ])) =

1
ai
移

n

j = 1
| bij | f j(M(0)

j + 浊)

( i = 1,2,…,n) . 由此不等式成立

lim sup
t寅 +肄

| xi( t) |臆 lim
t寅 +肄

(e - ai( t - T0) | xi(T0) | +

e - ait乙t
T0
eai (s 移

n

j =1
|bij | (rij(s) + fj(M(0)

j +浊)))d )s =

1
ai
移

n

j = 1
| bij | f j(M(0)

j + 浊)

( i = 1,2,…,n) . 令 浊寅0, 得到

lim sup
t寅肄

| xi( t) |臆 1
ai
移

n

j = 1
| bij | f j(M(0)

j ) =M(1)
i 臆M(0)

i

( i = 1,2,…,n) . 重复以上过程, 得到一个满足

lim sup
t寅肄

| xi( t) |臆 1
ai
移

n

j = 1
| bij | f j(M(k)

j ) =

M(k + 1)
i 臆M(k)

i (4)
( i = 1,2,…,n;k = 1,2,…)的非负的单调不增的收

敛序列{M(k)
i }( i = 1,2,…,n;k = 1,2,…) . 令

lim
k寅肄

M(k)
i =Mi

( i = 1,2,…,n), 那么对式(4)令 k寅肄, 就得到

lim sup
t寅 +肄

| xi( t) |臆Mi

( i = 1,2,…,n), 并且

Mi =
1
ai
移

n

j = 1
| bij | f j(M j)

( i = 1,2,…,n) . 引理 1 证毕.
引理 2[28] 摇 令

Zn 伊 n = {( fij) n 伊 n | fij臆0,i屹j,i,j = 1,2,…,n}
并且 F = ( fij) n 伊 n沂Zn 伊 n, 则下面 2 个命题等价:

1) F 的所有主子式非负.
2) 如果 x屹0 并且 y = Fx, 那么存在下脚标 i 使

得 xi屹0,并且 xiyi逸0.
定理 1摇 如果条件 1 ~ 4 成立, 且矩阵 B̂ 满足

引理 2 中的条件 1)或 2), 那么系统(3)的平衡点

(0,0,…,0) T 是全局吸引的. 其中 B̂ = ( b̂ij ) n 伊 n,
b̂ii = ai - | bii | , b̂ij = - | bij | ( i屹j;i,j = 1,2,…,n) .

证明:假设 Mi逸0( i = 1,2,…,n), 并且满足非

线性代数方程组

Mi =
1
ai
移

n

j = 1
| bij | f j(M j)

( i = 1,2,…,n) (5)
先来证明 Mi( i = 1,2,…,n)不可能同时大于零. 假

设 Mi( i = 1,2,…,n)同时大于零, 那么由条件 3 和

式(5)得到

Miai < 移
n

j = 1
| bij |M j

( i = 1,2,…,n) . 可以写成矩阵形式

- B̂M < 0 (6)
式中 M = (M1,M2,…,Mn) T > 0. 令 x =M > 0 且 y =
- B̂M. 那么根据引理 2, 存在下脚标 i 使得
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Miyi =M (i - 移
n

j = 1
b̂ijM )j 逸0

这便和式(6)矛盾. 因此 Mi( i = 1,2,…,n)不可能

同时大于零.
不失一般性,假设 Mn = 0, 那么带有 n 个未知

量 Mi( i = 1,2,…,n)的非线性代数方程组(5)就退

化为带有 n - 1 个未知量 Mi( i = 1,2,…,n - 1)的非

线性代数方程组

Mi =
1
ai
移
n-1

j = 1
| bij | f j(M j)

( i = 1,2,…,n - 1) . 再重复上面的讨论,一定存在

某个 k(1臆k臆n - 1)使得 Mk = 0. 不失一般性,可以

假设 Mn - 1 = 0. 再次重复上面的过程, 就得到 M2 =
M3 =… =Mn - 1 = 0, 并且有

M1 = 1
a1

| b11 | f1(M1)

如果 b11 =0, 那么显然 M1 =0. 如果 b11屹0 并且 M1 >
0, 那么由条件 3 得到

(a1 - | b11 | )M1 < 0
这便和 a1 - | b11 |逸0 矛盾. 因此

M1 =M2 =… =Mn = 0
再由引理 1, 得到

lim
t寅 +肄

xi( t) = 0

( i = 1,2,…, n) . 这就说明系统 (3 ) 的平衡点

(0,0,…,0) T 是全局吸引的.

2摇 数值模拟与结论

考虑一维系统

x·( t) = - x( t) + b 乙0
-肄

[des]tanh(x( t + s)) (7)

式中 b 是常数.
首先,讨论系统(7)的平衡点. 将 x( t) = c( c 为

常数)带入系统(7)得
c = btanh c

根据双曲正切函数的性质, 得到

1) 若 b臆1, 则系统(7)只有一个零平衡点.
2) 若 b > 1, 则系统(7)有 3 个平衡点, 1 个正

平衡点, 1 个零平衡点, 1 个负平衡点.
其次,分析系统(7)的渐近稳定性. 当 b = 0 时,

系统(7)退化为常微分方程, 根据常微分方程理论

知(7)的平衡点是渐近稳定的. 当 b屹0 时, 系统

(7)的线性化系统的特征方程为

姿 + 1 - b 乙0
-肄

e(姿 + 1) sds = 0 (8)

将 姿 = 琢 + i茁 代入到式(8)并将实虚部分离得

琢 + 1 - b 乙0
-肄

e(琢 + 1) scos(茁s)ds +

(i 茁 - b 乙0
-肄

e(琢 + 1) ssin(茁s)d )s = 0 (9)

由式(9), 得到特征方程(8)的根的情况:
1) 当 琢 + 1臆0 时, 特征方程(8)无根.
2) 当 琢 + 1 > 0 且 茁屹0 时, 特征方程(8)无根.
3) 当 琢 + 1 > 0 且 茁 = 0 且 b < 0 时, 特征方程

(8)无根.
4) 当 琢 + 1 > 0 且 茁 = 0 且 b > 0 时, 特征方程

(8)有一个单根 姿 = - 1 + b.
根据以上分析, 当特征方程(8)的根只具有负

实部时, 即 0 < b < 1 时, 系统(7)的零解是渐近稳

定的[29] . 综上所述,当 0臆b < 1 时, 系统(7)的零解

是渐近稳定的.

图 1摇 当 b = 1、b = - 1 时, 系统(7)对于

不同初始函数的解

Fig. 1摇 Solution of system (7) corresponding to different
initial functions when b = 1 or b = - 1

摇

图 2摇 当 b = 1郾 01 时, 系统(7)对于不同初始函数的解

Fig. 2摇 Solution of system (7) corresponding to different
initial functions when b = 1郾 01

摇

最后,通过数值模拟的结果来说明定理 1 的有

效性. 容易看出系统(7) 满足条件 1 ~ 4, 且 B̂ =
(1 - | b | ) . 而矩阵 B̂ 满足引理 2 中的条件 1)或 2)
当且仅当 | b | 臆1. 因此由定理 1 知, 如果 | b |臆1,
那么系统(7)的平衡点是全局吸引的. 事实上, 图 1
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图 3摇 当 b = - 1 000 且初始函数 渍 = 100 时,
系统(7)的解

Fig. 3摇 Solution of system (7) when b = - 1 000 and
initial function 渍 = 100

摇

表明, 当满足 | b | 臆1 的条件时, 系统(7)唯一的平

衡点是全局吸引的, 这说明了定理 1 是有效的.
图 2 说明, 当 b > 1 时, 系统(7)的解趋向于 2 个非

零的位置, 而不再收敛到零平衡点. 实际上, 当 b >
1 时, 系统(7)不再只有唯一的零平衡点, 而是衍生

出另外的一正一负 2 个非零平衡点, 图 2 中的解曲

线实际上分别趋向于 2 个非零平衡点. 而图 3 表

明, 当 b 取得很小时, 系统(7)唯一的平衡点也是

全局吸引的. 本文并未从理论上证明当 b < - 1 时,
系统(7)唯一的平衡点是全局吸引的, 但大量的数

值模拟显示当 b 取得更小时, 系统(7)在不同初始

函数条件下的解曲线仍旧趋向于唯一的平衡点.
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