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摘摇 要: 为了探索一类带有波动率 滓 的永久美式看跌期权问题,其中 滓 是一个间断函数,使用包括微分方程理论

在内的一些分析技巧,克服了波动率 滓 的间断性所带来的困难,建立了一类永久美式看跌期权的定价公式.
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Abstract: The aim of this paper was to explore a class of permanent American put option problem where
the volatility 滓 is allowed as a discontinuous function. Through fine calculation, we overcame the
difficulties caused by the discontinuous volatility 滓 and find a permanent American put option pricing
formula.
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摇 摇 本文致力于研究下列永久美式看跌期权的定价

模型:求{V(S),棕}使得

滓2

2 S2 d2V
dS2 + rS dV

dS - rV = 0, 棕 < S < + 肄 (1)

V(棕) = K - 棕 (2)
V忆(棕) = - 1 (3)
V( + 肄 ) =0 (4)

式中:V = V(S)为期权;S 为原生资产价格;滓 为波动

率;r 为无风险利率.
定解问题(1) ~ (4),在数学上称为自由边界问

题(free boundary problem),其中 S = 棕 称为自由边

界. 在金融学中,S = 棕 称为最佳实施边界.
这类期权定价模型,不仅具有重要理论意义,而

且还具有明确的金融意义,因而受到人们的普遍关

注. 迄今,有关这类模型的研究已经取得了一系列

丰富的研究成果,参见文献[1鄄20] .
众所周知,当波动率 滓 是一个正常数时,这类

期权定价模型的研究已经相当完善,详见文献[3] .
但是,当波动率 滓 是一个间断函数时,包括期权定

价公式在内的一些问题还有待于进一步研究,详见

文献[3]之第 10 章.
本文选取 滓 = 滓(S),是原生资产价格 S 的一个
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函数,具有表达式

滓 = 滓(S) =
滓 - , 当 0臆S < v 时
滓 + , 当 v臆S < + 肄{ 时

(5)

式中:滓 - 与 滓 + 为给定的正常数,且 滓 - 屹滓 + ;v 为一

个给定的正常数.
主要结果就是下列定理 1 ~ 3.
定理 1摇 假设式(5)成立. 定义

a - = 2r
滓2

-
, a + = 2r

滓2
+

(6)

如果

v <
a + K

1 + a +
(7)

那么自由边界问题(1) ~ (4)的解(V(S),棕)具有表

达式

V(S) = aa + (+
K

1 + a )
+

a + + 1

S - a + (8)

棕 =
a + K

1 + a +
(9)

定理 2摇 定义一个函数

f(x) = xm - px + q, x沂(0, + 肄 ) (10)
式中:

p =
(a - + 1)(a + + 1)va - + 1

(a + - a - )K
(11)

q =
a - (a + + 1)va - + 1

a + - a -
(12)

m = a - + 1 (13)
这里 a - 与 a + 由式(6)定义. 假定

a + < a - (14)
如果

v >
a + K

1 + a +
(15)

那么自由边界问题(1) ~ (4)有一个解(V(S),棕),
具有如下性质.

1) 自由边界 S = 棕 就是代数方程式

f(棕) = 0 (16)
在区间(0,v)内唯一解.

2) 期权函数具有表达式

V =
V - (S), S沂[棕,v)
V + (S), S沂[v, + 肄{ )

(17)

式中:

V - (S) (=
a - K

(1 + a - )棕
)- 1 S + K棕a - S - a -

1 + a -
(18)

V + (S)

{ (

=

a - K
(1 + a - )棕

)- 1 va + + 1 + K棕a - va + - a -

1 + a }
-

S - a +

(19)
进一步地,期权函数 V(S)在间断点 S = v 处还

满足间断条件

V - (v - 0) = V + (v + 0) (20)
V忆- (v - 0) = V忆+ (v + 0) (21)

定理 3摇 假设

a + > a - (22)
如果

v >
a + K

1 + a +
(23)

那么自由边界问题(1) ~ (4)有一个解(V(S),棕),
并且(V(S),棕)具有如下性质.

1) 自由边界 S = 棕 就是代数方程式

f(棕) = 0 (24)
在区间(0,v)内的唯一解.

2) 期权函数具有下列表达式

V =
V - (S), S沂[棕,v)
V + (S), S沂[v, + 肄{ )

(25)

式中:

V - (S) (=
a - K

(1 + a - )棕
)- 1 S + K棕a - S - a -

1 + a -
(26)

V + (S)

{ (

=
a - K

(1 + a - )棕
)- 1 va + + 1 + K棕a - va + - a -

1 + a }
-

S - a +

(27)
进一步地,期权函数在间断点 S = v 处还满足间断

条件

V - (v - 0) = V + (v + 0) (28)
V忆- (v - 0) = V忆+ (v + 0) (29)

注 1摇 当波动率 滓 为间断函数时,我们将在另

一篇文章中给出永久美式看涨期权定价公式. 因

此,本文对于永久美式看涨期权的定价公式将不做

赘述.
定理 1 ~定理 3 的证明将在第 1 ~ 3 节中给出.

在第 4 节,将进一步阐述本文的应用.

1摇 定理 1 的证明

该部分将考虑情况玉:
棕沂[v, + 肄 ) (30)

则对于所有的 S沂[棕, + 肄 ) 奂[ v, + 肄 ),都有

滓(S) = 滓 + .
在[v, + 肄 )上寻找定解问题(1) ~ (4)的解.
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根据常微分方程理论,需要先找到 2 个线性无关的

特解.
在式(1)中,选取 V = S琢,可得

[0 = 滓2

2 S2 d2V
dS2 + rS dV

dS - ]rV
V = S琢,滓 = 滓 +

=

滓2
+

2 S2 d2(S琢)
dS2 + rS d(S琢)

dS - r(S琢) =

滓2
+

2 S2琢(琢 - 1)S琢 - 2 + rS琢S琢 - 1 - rS琢

[

=

1
2 滓2

+ 琢(琢 - 1) + r琢 - ]r S琢

对于所有 S沂[v, + 肄 )成立. 于是,得出

1
2 滓2

+ 琢(琢 - 1) + r琢 - r = 0

该一元二次方程有 2 个实数根

琢 = 1, 琢 = - a + (31)
式中:

a + = 2r
滓2

+
(32)

可得一般解

V(S) = AS + BS - a + (33)
式中 A、B 为待定的常数.

使用边界条件式(4)得
0 = V( + 肄 ) = lim

S寅 +肄
V(S) = lim

S寅 +肄
[AS + BS - a + ]

这意味着

A = 0 (34)
使用自由边界条件(2)得

K - 棕 = V(棕) = A棕 + B棕 - a +

该式及式(34)表明

B棕 - a + = K - 棕 (35)
使用边界条件式(3)得

- 1 = V忆(棕) [= dV(S)
d ]S S = 棕

{

=

d
dS[AS + BS - a + }]

S = 棕
=

{A - a + BS - a + - 1} | S = 棕 = A - a + B棕 - a + - 1

该式及式(34)表明

- a + B棕 - a + - 1 = - 1 (36)
使用式(36)得

棕 = (a + B)
1

a + + 1

代入式(35)得

B[(a + B)
1

a + + 1] - a + = K - (a + B)
1

a + + 1

于是

a -
a +

a + + 1
+ B

1
a + + 1 = K - a

1
a + + 1
+ B

1
a + + 1

合并同类项得出

[a
1

a + + 1
+ + a -

a +
a + + 1

+ ]B
1

a + + 1 = K
移项并开方得出

B [= K

a
1

a + + 1
+ + a -

a +
a + + 1

]
+

a + + 1

化简得出

B = aa + (+
K

1 + a )
+

a + + 1

(37)

使用式(36)(37)计算

棕a + + 1 = a + B = a + aa + (+
K

1 + a )
+

a + + 1

=

aa + + 1 (+
K

1 + a )
+

a + + 1

开方得

棕 [= aa + + 1 (+
K

1 + a )
+

a +

]
+ 1 a + + 1

化简得

棕 =
a + K

1 + a +
(38)

则自由边界问题(1) ~ (4)有解(V,棕):

V = aa + (+
K

1 + a )
+

a + + 1

S - a + (39)

且

棕 =
a + K

1 + a +
(40)

如果满足条件(30),即

v < 棕 =
a + K

1 + a +
(41)

这表明,如果

v <
a + K

1 + a +
(42)

则自由边界问题(1) ~ (4)有解(V,棕):

V = aa + (+
K

1 + a )
+

a + + 1

S - a + (43)

棕 =
a + K

1 + a +
(44)

定理 1 得证.

2摇 定理 2 的证明

该部分考虑下列 2 种情况:
1) S沂[v, + 肄 ); 2) S沂[棕,v) .
1) S沂[v, + 肄 ) .
这种情况中,寻找方程(1)的解.
使用式(5),有

滓(S) = 滓 + ,S沂[v, + 肄 )
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根据常微分方程理论,需要找到 2 个线性无

关解.
在方程式(1)中,选取 V = S琢,可得

[0 = 滓2

2 S2 d2V
dS2 + rS dV

dS - ]rV
V = S琢,滓 = 滓 +

=

滓2
+

2 S2 d2(S琢)
dS2 + rS d(S琢)

dS - rS琢 =

滓2
+

2 S2琢(琢 - 1)S琢 - 2 + rS琢S琢 - 1 - rS琢

[

=

1
2 滓2

+ 琢(琢 - 1) + r琢 - ]r S琢

对于所有的 S沂[v, + 肄 )成立. 于是,得出

1
2 滓2

+ 琢(琢 - 1) + r琢 - r = 0

关于 琢 的一元二次方程有 2 个实数根

琢 = 1, 琢 = - a +

式中 a + = 2r
滓2

+
. 可得一般解

V + (S) = A + S + B + S - a + (45)

式中 a + = 2r
滓2

+
. 使用式(45)计算得

A + =
V + (S)

S - B + S - a + - 1

对于所有 S沂[v, + 肄 )成立. 使用上式和边界条件

式(4),计算得出

A + = lim
S寅 +

[
肄

V + (S)
S - B + S - a + ]- 1 =

lim
S寅 +肄

V + (S)
S - lim

S寅 +肄
(B + S - a + - 1) = 0

因此,得到

A + = 0 (46)
2) S沂[棕,v) .
这种情况下,寻找方程式 (1) 的解. 根据式

(5),有
滓(S) = 滓 - ,S沂[棕,v)

根据常微分方程理论,需要找到 2 个线性无关解.
在方程式(1)中,选取 V = S琢,可得

[0 = 滓2

2 S2 d2V
dS2 + rS dV

dS - ]rV
V = S琢,滓 = 滓 -

=

滓2
-

2 S2 d2(S琢)
dS2 + rS d(S琢)

dS - r(S琢) =

滓2
-

2 S2琢(琢 - 1)S琢 - 2 + rS琢S琢 - 1 - rS琢

[

=

滓2
-

2 琢(琢 - 1) + r琢 - ]r S琢

对于所有 S沂[棕,v)成立. 于是得出

滓2
-

2 琢(琢 - 1) + r琢 - r = 0

关于 琢 的一元二次方程有 2 个实数根

琢 = 1, 琢 = - a -

式中 a - = 2r
滓2

-
. 可得一般解

V - (S) = A - S + B - S - a - (47)
式中 a - 如式(6)定义.

现在计算 棕、A - 、B - 、B + .
应用式(20)(45)及式(47),计算

0 = V - (v - 0) - V + (v + 0) =
lim

S寅v - 0
V - (S) - lim

S寅v + 0
V + (S) =

lim
S寅v - 0

[A - S + B - S - a - ] -

lim
S寅v + 0

[A + S + B + S - a + ] =

A - v + B - v - a - - A + v + B + v - a +

再使用式(46)得出

A - v + B - v - a - = B + v - a + (48)
应用式(21)(45)及式(47),计算

0 = V忆- (v - 0) - V忆+ (v + 0) =
lim

S寅v - 0
V忆- (S) - lim

S寅v + 0
V忆+ (S) =

lim
S寅v - 0

d
dS[A - S + B - S - a - ] -

lim
S寅v + 0

d
dS[A + S + B + S - a + ] =

lim
S寅v - 0

[A - + a - B - S - a - - 1] -

lim
S寅v + 0

[A + - a + B + S - a + - 1] =

[A - - a - B - v - a - - 1] - [A + - a + B + v - a + - 1]
再使用式(46)得出

A - - a - B - v - a - - 1 = - a + B + v - a + - 1 (49)
应用自由边界条件式(2),可得

0 = {V(S) - [K - S]} | V(S) = V - (S),S = 棕 =
{V - (S) - [K - S]} | S = 棕 =

V - (棕) - [K - 棕] =
(A - 棕 + B - 棕 - a - ) - (K - 棕)

这表明

A - 棕 + B - 棕 - a - = K - 棕 (50)
应用边界条件式(3),可得

0 = {V忆(S) + 1} | V = V - (S),S = 棕 =
{V忆- (S) + 1} | S = 棕

{
=

d
dS[A - S + B - S - a - ] }+ 1

S = 棕
=

{A - - a - B - S - a - - 1 + 1} | S = 棕 =
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A - - a - B - 棕 - a - - 1 + 1
这表明

A - - a - B - 棕 - a - - 1 = - 1 (51)

在式(51)两端,同乘 棕
a -

得出

棕A -

a -
- B - 棕 - a - = - 棕

a -

给出

A - =
K - 棕 - 棕

a -

棕 + 棕
a -

化简得出

A - =
a - K

(1 + a - )棕
- 1 (52)

使用式(51)(52)计算

0 = A - - a - B - 棕 - a - - 1

[

+ 1 =
a - K

(1 + a - )棕
]- 1 - a - B - 棕 - a - - 1 + 1

解出

B - = K棕a -

1 + a -
(53)

在式(48) 两边同乘以 a + v - 1 之后,再加上式

(49),得出

a + v - 1[A - v + B - v - a - ] + (A - - a - B - v - a - - 1) = 0
合并同类项得出

(1 + a + )A - + (a + v - a - - 1 - a - v - a - - 1)B - = 0
整理得出

(1 + a + )v1 + a - A - + (a + - a - )B - = 0 (54)
把式(52)(53)代入式(48),

[

得出

a - K
(1 + a - )棕

]- 1 V + K棕a -

1 + a -
v - a - = B + v - a +

解得

B + (=
a - K

(1 + a - )棕
)- 1 va + + 1 + K棕a - va + - a -

1 + a -

(55)
把式(52)(53)代入式(54)计算

0 = (1 + a + )v1 + a - A - + (a + - a - )B - =

(1 + a + )v1 + a [-
a - K

(1 + a - )棕
]- 1 +

(a + - a - )
K棕a -

1 + a -
=
a - (1 + a + )v1 + a - K

(1 + a - )棕
-

(1 + a + )v1 + a - +
(a + - a - )K

1 + a -
棕a - =

(a + - a - )K
(1 + a - )

[棕 棕a - + 1 -
(1 + a + )(1 + a - )v1 + a -

(a + - a - )K
棕 +

a - (a + + 1)va - + 1

a + - a ]
-

=
(a + - a - )K
(1 + a - )棕

[棕m - p棕 + q]

式中 p、q、m 如式(11) ~ (13)所示. 由于

(a + - a - )K
(1 + a - )棕

屹0

因此,上述计算表明

f(棕) = 棕m - p棕 + q = 0 (56)
假设

a + < a - (57)
事实上,如果式(57)成立,使用式(11),可得

p < 0 (58)
应用式(10)(58)得

f忆(x) =mxm - 1 - p > 0,x沂(0, + 肄 ) (59)
这表明,函数 f忆(x)在(0, + 肄 )内严格单调增

加,进一步,还有

f(0) = f(x) | x = 0 = (xm - px + q) | x = 0 = q =
a - (a + + 1)va - + 1

a + - a -

该式及式(57)表明

f(0) = q < 0 (60)
综合式(59)(60),可以断言:代数方程

f(x) = 0 (61)
在(0,v)上有唯一解,当且仅当

f(v) = vm - pv + q > 0 (62)
另一方面,使用式(11) ~ (13)计算

f(v) = vm - pv + q =

va - + 1 -
(a - + 1)(a + + 1)v

(a + + a - )K
v +

a - (a + + 1)va - + 1

a + + a -
=

va - [+ 1 1 -
(a - + 1)(a + + 1)v

(a + + a - )K
+
a - (a + + 1)
a + + a ]

-
=

va - [+ 1 a + (1 + a - )
a + + a -

-
(a - + 1)(a + + 1)

(a + + a - )K
]v =

(a - + 1)(a + + 1)va - + 1

(a + + a - )
[K
a + K

1 + a +
- ]v =

-
(a - + 1)(a + + 1)va - + 1

(a + + a - )
[K v -

a + K
1 + a ]

+

这表明

f(v) =
(a - + 1)(a + + 1)va - + 1

(a + - a - )
[K v -

a + K
1 + a ]

+

(63)
使用式(57),又可断言:f(v) > 0 当且仅当

v >
a + K

1 + a +

综合该不等式及式(61)(62),断言:
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在式(14) ~ (15)条件下,代数方程 f(x) = 0
在(0,v)是有唯一解. 定理 2 得证.

3摇 定理 3 的证明

类似于定理 1郾 2 的计算,得到下列结论 1 和结

论 2.
结论 1摇 当 S沂[v, + 肄 )时,期权函数

V + (S) = A + S + B + S - a +

式中 A + 与 B + 为待定常数.
结论 2摇 当 S沂[棕,v)时,期权函数

V - (S) = A - S + B - S - a -

式中 A - 与 B - 为待定常数.
同样,类似于定理 1郾 2 的计算,使用边界条件

(2) ~ (4)以及间断条件(28) ~ (29)得出

A + = 0

B + [=
a - K

(1 + a - )棕
]- 1 va + + 1 + K棕a - - va + - a -

1 + a -

A - =
a - K

(1 + a - )K
- 1

B - = K棕a -

1 + a -

把 A - 与 B - 表达式代入式(54),类似于定理 1郾 2 的

计算得出

0 =
(a + - a - )K
(1 + a - )棕

[棕m - p棕 + q]

即

f(棕) = 棕m - p棕 + q = 0
式中 p、q、m 定义如式(11) ~ (13)所示.

上述诸结论,都是在最佳实施边界 S = 棕沂(0,
v)的假设下推导完成的.

接下来,只须证明当 a + > a - ,v >
a + K

1 + a +
时,代

数方程 f(x) = 0 在 x沂(0,v)内只有一个正的实数

根. 那么这个正的实数根就是要寻找的最佳实施边

界 S = 棕.
事实上,使用式(22),有

a + > a - (64)
事实上,如果式(64)成立,则使用式(11)(12)得

p > 0, q > 0 (65)
再使用式(10),对于所有的 x沂(0, + 肄 ),计算

f忆(x) =mxm - 1 - p (66)
另一方面,还有

f(0) = q > 0 (67)
式中 q 如式(12)所示.

进一步,使用式(10) ~ (13)和式(64),计算

f(v) = vm - pv + q = va - + 1 -
(a - + 1)(a + + 1)va - + 1

(a + + a - )K
v +

a - (a + + 1)va - + 1

a + + a -
=

va - [+ 1 a + (1 + a - )
a + + a -

-
(a - + 1)(a + + 1)

(a + + a - )K
]v =

- (a - + 1)(a + + 1)va - + 1

(a + + a - )
[K v -

a + K
1 + a ]

+

应用该式及式(23)得
f(v) < 0 (68)

应用式(66),可以找到唯一的正根 X,使得

f忆(X) = 0 (69)
式中

X (= p )m

1
m - 1

(70)

使用式(66)(69)得出

f忆(x) =mxm - 1 - p < 0,x沂(0,X)
f忆(x) =mxm - 1 - p > 0,x沂(X, + 肄 )

表明 f( x)在(0,X)内严格单调增加. 这意味着,
f(x)在x = X 处取到(0, + 肄 )内的最小值,即

f(X) = min
x沂(0, + 肄 )

f(x) (71)

使用式(11) ~ (13),计算

Xm - 1 - vm - 1 = p
m - vm - 1

[

=

(a - + 1)(a + + 1)va - + 1

(a + + a - )
]K

[a - + 1] - v(a - + 1) - 1 =

(1 + a + )v1 + a -

(a + - a - )K
- va - =

(1 + a + )va -

(a + - a - )
(K v -

(a + - a - )K
a +

)+ 1
应用式(23),并且使用上述不等式,可得

Xm - 1 - vm - 1 > 0
于是得出

X > v (72)
f(x)在(0,X)内严格单调减少,且使用式(72)可以

断言,f(x)在(0,v)奂(0,X)内也严格单调减少. 进

一步,还有

f(0) = q > 0,f(v) < 0
应用数学分析技巧,代数方程 f(x) = 0 在(0,v)内有

唯一解 x = 棕沂(0,v) . 因此定理 3 得证.

4摇 结论

1) 使用待定系数法,求解 Black鄄Scholes 方程解
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的 2 个分支.
2) 把 Black鄄Scholes 方程解的 2 个分支进行拼

接. 在拼接处,需要满足包括解的连续性在内的一

些间断条件.
3) 当波动率 滓 是间断函数时,找到了一个永久

美式看跌期权的定价公式. 这个公式丰富了期权定

价理论. 它不仅给投资者提供了规避金融风险的理

论,也为管理者制定金融政策提供了重要参考.
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