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基于子结构的内力约束连续体拓扑优化
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摘 要: 通过拓扑优化可以得到传力路径，不同传力路径对应不同内力载荷． 如果将内力载荷作为目标或约束进

行拓扑优化，可以得到满足不同需求的传力路径，为拓扑优化的发展提供新思路和新方法． 为了得到不同内力载荷

需求的传力路径，基于子结构法将结构分开使内力暴露出来． 以结构质量最小为目标，以内力为约束建立拓扑优化

模型，基于独立、连续、映射( independent，continuous，mapping，ICM) 方法和单位载荷法将内力显式化，通过累加获

得需要控制的传力路径上的内力，通过迭代调整 2 个路径上的内力使其比值达到一个稳定的值，从而获得满足内

力约束的传力路径． 算例表明: 不同的内力约束可以得到不同的传力路径．
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Topology Optimization for Continuous Structures With Internal
Force Constraints Based on the Substructure
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Abstract: The loading paths can be obtained with the topology optimization and different loading paths
are related to different internal forces． Taking the internal forces as the object or constraint，the loading
paths can be obtained to meet the various demands with the topology optimization，which provides new
ideas and new methods for the development of topology optimization research． To obtain the loading paths
with different internal force requirements，the structures can be separated to expose the internal forces
based on substructure method． A topology optimization model was established to minimize the weight with
internal force as constraint． The internal force was explicit with the independent，continuous，mapping
( ICM) method and the unit load method． The internal forces were added to get the total internal force on
the controlled loading paths． The ratio of the internal forces on two loading paths reached a stable value
by iteration to obtain the loading path meeting the internal force constraint． The numerical examples show
that different loading paths can be obtained with different internal force constraints．
Key words: topology optimization; sensitivity analysis; loading paths; internal force constraint;
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美国航空事故分析报告显示最近 30 年的航空

事故中超过 2 /3 的事故是由于载荷分析不足引起

的，设计者的注意力更多关注强度、刚度、稳定性等，

而忽视导致事故高发的内力载荷． 通过拓扑优化可

以得到传力路径，不同传力路径对应不同内力载荷．
如果将内力载荷作为目标或约束进行拓扑优化可以

得到满足不同需求的传力路径，为拓扑优化的发展

提供新思路和新方法，具有重要的理论意义和工程

价值．
拓扑优化是以单元为拓扑变量，对于大型结构，

拓扑变量随着单元数的增多而增多，导致求解困难．
借助子结构的思想，可以将复杂结构分解为多个子

结构，分别进行优化，最后达到优化整个结构的目

的． 张帆等［1］在客车拓扑优化中引入子结构法，将

不进行优化的部分凝聚为超单元参与拓扑优化分

析，大大地提高了优化效率． 张保等［2］基于子结构

法对大型结构进行数值敏度计算，通过节点重排将

与设计变量有关的节点位移排到总位移列阵序的后

面，对其进行区域分块、聚缩，得到规模较小的矩阵，

显著提高了计算效率． 袁康等［3］基于子结构法将大

型冶金铸造起重机划分为三级子结构，重点突出了

六大结构件，实现了整机三维有限元模型完整性和

准确性．
子结构法可以用来解决大规模问题、提高效率，

本文采用子结构的另一个目的是将结构分开使内力

暴露出来，便于内力作为优化的约束条件或目标函

数进行控制． 隋允康［4］在 1996 年提出独立、连续、
映射 ( independent，continuous，mapping，ICM ) 方

法，将拓扑变量从依附于面积、厚度等尺寸优化层次

的变量中抽象出来，恢复了拓扑变量的独立性，通过

引入过滤函数将离散拓扑变量转换为连续拓扑变

量． 在大量研究成果积累的基础上，2013 年隋允康

等［5］完善了连续体拓扑优化的 ICM 方法． Lee 等［6］

采用伴随法对内力进行敏度分析，采用拓扑优化的

方法将内力作为约束进行传力路经的优化设计，在

不同内力约束下得到了不同的拓扑结构．
为了得到不同内力载荷需求的传力路径，基于

子结构法将结构分开使内力暴露出来． 以结构质量

最小为目标，以内力为约束建立拓扑优化模型，通过

累加获得需要控制的传力路径上的内力，通过迭代

调整 2 个路径上的内力使其比值达到一个稳定的

值，从而获得满足内力约束的传力路径．

1 子结构的分解与连接

将整体结构( 见图 1 ( a) ) 分解为 2 个区域子结

构Ⅰ和 子 结 构Ⅱ，分 界 面 通 过 内 力 连 接 ( 见 图 1
( b) ) ． 子结构Ⅱ为自由体，无法进行有限元分析，

将内力用接地弹簧代替 ( 见图 1 ( c) ) ，给接地弹簧

一个初始刚度 k ( v)
i ( 下标为分量、上标为迭代次数) ，

对子结构Ⅱ进行有限元分析，得到弹簧力 F ( v)
i ． 将

该弹簧力作为外力施加在子结构Ⅰ相对应的位置，

对子结构Ⅰ进行有限元分析，得到分界面的位移

u( v)
i ． 根据 位 移 和 弹 簧 力 计 算 弹 簧 刚 度 k ( v + 1)

i =
F ( v)

i / u( v)
i ，修正子结构Ⅱ的弹簧刚度． 通过反复迭

代，使分界面的变形协调一致． 这样分析得到的结

果，与整体分析得到的结果一致．

图 1 子结构的分解与连接

Fig． 1 Separation and connection of substructure

2 内力约束的拓扑优化模型

通过拓扑优化可以得到传力路径，传力路径可

能是 1 条，也可能是几条，相同约束条件下，传力路

径是固定的，不同传力路径上内力也是平衡的． 如

果想增大或减小某个传力路径上的内力，或者让 2
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个路径上的内力保持比例关系，拓扑结构将重新分

布，得到满足内力约束的拓扑结构．
以结构质量最小为目标，以 2 个指定路径上内

力保持比例关系为约束进行拓扑优化，优化模型如下:

求 ti ( i = 1，2，…，N)

使 ∑
N

i
wi ( ti ) → min

s． t． F1 ( ti ) /F2 ( ti ) = n

0 ≤ ti ≤ 1 ( i = 1，2，…，N













)

( 1)

式中: ti为拓扑变量; N 为拓扑变量的个数 ( 即单元

个数) ; wi为单元质量( 是拓扑变量的函数) ; F1和 F2

为 2 个传力路径上的内力 ( 根据网格划分粗细不

同，内力可能是几个节点内力的代数和) ; n 为 2 个

传力路径上内力的比例因子．
节点内力的显式化是问题的关键，根据有限元

理论，以平面单元为例进行推导，单元的节点力可以

表示为

Fi
e = ∑

8

j = 1
kij
e u

j
e ( 2)

式中: Fi
e 为 e 单元 i 方向的节点力; kij

e 为 e 单元的刚

度; uj
e 为 e 单元的节点位移．

根据单位虚载荷法［7］，节点位移 uj
e 可以表示为

uj
e = ∑

N

k = 1
( FＲ

k u
V
k ) j

e ( 3)

式中: FＲ
k 为 k 号单元在实工况下的单元节点力向

量; uV
k 为单位载荷下的 k 号单元节点位移向量; N

为单元总数．
根据 ICM 方法［5，8］得到内力的显式表达式为

Fi
e = ∑

8

j =
{

1
kij( 0)
e fk ( te ) ∑

N

k = 1
［( FＲ

k u
V
k ) j

e / fk ( tk }) ］

( 4)

式中 fk ( tk ) 为单元刚度矩阵的过滤函数．

取 fk ( ti ) = t2i ，通过推导得到内力对拓扑变量的

一阶泰勒展式，通过累加得到内力约束的显式表

达式．

3 算例

60 mm ×32 mm 的基结构，左侧边界固支，右侧

边界中间受到向下的集中力载荷 P，如图 2 所示．
以结构质量最小为目标，只考虑了应力约束，不考虑

内力约束的情况下，采用同样的拓扑优化方法，分别

按整体拓扑优化 ( 见图 2 ( a) ) 和子结构拓扑优化

( 见图 2( b) ) 进行优化，得到基本相同的拓扑结构，

如图 3 所示． 采用子结构拓扑优化，同时能得到分

界面的内力． 随着网格精度和收敛精度的增加，拓

扑优化的结果趋于一致．

图 2 拓扑优化基结构

Fig． 2 Base structures of topology optimization

图 3 没有内力约束的拓扑优化结果

Fig． 3 Topology optimization results without internal
force constrained

在不考虑内力约束的情况下，上下边界存在 2
个传力路径，根据平衡条件，2 个传力路径上的内力

相同．
增加内力约束，上边界与下边界的内力比分别

是 1∶ 2、1∶ 4、1∶ 6、1 ∶ 8的情况下，以重量最小为目标

分别进行优化，优化结果如图 4 所示．
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图 4 有内力约束的拓扑优化结果

Fig． 4 Topology optimization results with internal
force constrained

4 结论

1) 采用子结构法将结构分为多个子结构进行

优化，可以得到相同的拓扑结构，可用于解决大模型

拓扑优化问题，还可以将内力暴露出来，为内力约束

的拓扑优化奠定基础．
2) 不同的内力约束下，可以得到不同的拓扑结

构，随着内力比的增大，内力大的传力路径明显变得

粗壮，结构向内力大的传力路径方向偏移．
3) 将内力作为约束进行拓扑优化，能控制结构

内力的重新分配，根据实际需要调整传力路径上的

内力．
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