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摘 要: 针对模糊神经网络结构设计问题，提出一种基于递归聚类与相似性的结构设计方法． 首先，提出以输出变

化强度为导向、以结构细分为手段的递归聚类方法对网络初始结构进行设计． 其次，通过计算模糊规则的相似性，

将高度相似的规则进行合并，在保持良好精度的前提下，对网络初始结构进行简化． 最后，通过函数逼近、非线性系

统辨识仿真实验验证了方法的可行性和有效性．
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Abstract: Facing the structure design problem of fuzzy neural networks ( FNNs) ，this paper proposed a
structure design approach based on the recursive clustering and similarity methods． First，a recursive
clustering method to identify FNN structure was proposed． Guided by the strength of output variations and
using the recursive sub-clustering as the means，the proposed method determined the initial network
structure through recursive iterations． Second，maintaining a high accuracy，the method calculated the
similarity degree between each pair of fuzzy rules and then merged highly similar rules to simplify the
initialized structure of the FNN． Finally，numerical experiments in function approximation and nonlinear
system identification were used to verify the feasibility and effectiveness of the proposed approach．
Key words: fuzzy neural networks; structure design; recursive clustering; similarity

模糊神经网络将模糊系统与神经网络相结合，

兼具良好的知识表达能力和强大的自学习能力，是

神经网络与模糊系统领域重要分支之一． 在模糊神

经网络结构设计研究中，聚类结构设计方法由于其

原理简单、计算有效，成为近 20 年来最活跃的研究

方向之一，并取得了丰硕的研究成果［1-3］．

现有聚类结构设计方法可分为一步聚类和两步

聚类． 根据聚类所采用的训练数据不同，一步聚类

主要包括 3 种: 第 1 种为输入聚类，如 Chen 等［4］采

用模糊 c 均值聚类和模糊划分有效性指标对输入数

据进行聚类，从而获得模糊神经网络模型． 然而，由

于其仅利用输入信息，忽略了输出数据中与系统相
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关的信息，因此聚类在某种程度上不准确． 第 2 种

为合并输入输出聚类方法，如 Delgado 等［5］将输入

输出数据集视为整体形成一个新的数据集，并对该

集合进行聚类． 尽管该类方法考虑了输出信息，但

当输出与输入数值存在较大差异时，无法采用相同

的方式进行处理． 第 3 种方法为加权的输入输出聚

类方法［6］，该方法在第 2 种方法的基础上引入输出

加权因子来权衡输出与输入数值的差异． 然而，如

何根据不同任务确定合适的加权因子是难以解决的

问题．
目前，针对两步聚类结构设计方法的研究不多．

Pedrycz 等［7］提出了一种基于输出内容聚类的模糊

模型设计方法． 该方法首先定义输出内容，即每一

类输出内容是数值相近的输出数据，然后对每一类

相应的输入数据进行聚类． 然而，对于每个输出内

容，采用固定且相同的输入聚类个数难以满足系统

辨识的要求，并且聚类个数需通过试错法确定，计算

量大． 针对上述问题，Wang 等［8］提出了基于输出约

束聚类的模糊模型设计方法． 该方法利用分离性准

则确定每个输出约束下的输入聚类个数，进而对输

入进行聚类． 然而，每个输出聚类相应的输入数据

集可能与其他输入数据集高度重叠，难以对其进行

划分．
聚类方法在本质上属于局部学习方法，采用梯

度法进行参数学习后，可能产生相似的模糊规则，因

此，需要对相似规则进行计算与合并，以获得简洁的

网络结构，降低模型的复杂度． Chao 等［9］提出最小

值模糊规则相似度计算方法，其基本思想是将所有

输入变量相似度最小值作为模糊规则相似度． 但

是，当各变量相似度相差较大时，最小值方法无法很

好地区分模糊规则的相似性，进而影响相似规则的

合并．
鉴于上述分析，文中提出一种递归聚类与相似

性的模糊神经网络结构设计方法． 该方法首先对输

入进行聚类，通过每一类输出变化强度来判断该类

是否需要结构细分，递归迭代这一细分过程直至所

有类的输出变化强度都满足精度要求，并利用聚类

结果对模糊神经网络初始结构进行设计． 其次计算

模糊规则的相似性，将高度相似的规则进行合并，以

对网络结构进行简化，实现模糊神经网络结构设计．

1 模糊神经网络与问题描述

Mamdani 模糊神经网络是常用的模糊神经网络

模型之一，其模糊规则表达式为

IF x1 is A1
j，…，xn is A

j
n，THEN yj = wj

( 1)

式中: j = 1，2，…，m，m 为规则数; xi ( i = 1，2，…，n)

表示第 i 个输入变量，n 为输入变量个数; Aj
i 表示变

量 xi的第 j 个模糊子集; yj为第 j 条规则的输出; wj为

第 j 条规则结论部分参数．
不失一般性，对多输入单输出 Mamdani 模糊神

经网络进行讨论，模型输出可表示为

y( x) = ∑
m

j = 1
uj ( x) wj ( 2)

式中: y 为模型输出; x =［x1，x2，…，xn］为输入向量;

uj 为第 j 条规则的前提部分输出，其计算式为

uj ( x) =
uj ( x)

∑
m

i = 1
ui ( x)

( 3)

uj ( x) = ∏
n

i = 1
μij ( xi ) =

∏
n

i = 1
exp ( － ( xi － cij )

2 /σ2
ij ) ( 4)

式中: μij为第 j 条规则关于变量 xi的高斯隶属函数;

cij与 σij分别为高斯函数的中心与宽度．
一般而言，模糊神经网络辨识问题可描述如下:

对于一个未知的映射函数 f: y = f( x) ，由已知的输

入输出数据( x( t) ，y( t) ) ( t = 1，2，…，T) 中学习出

一个能够最精确表示未知函数 f 的模糊神经网络

模型．

2 模糊神经网络结构设计

2. 1 基于递归聚类的网络结构设计

模糊神经网络辨识本质上是有监督学习问题，

因此系统辨识的聚类方法应充分利用导师 ( 输出)

信号以满足系统辨识的特殊要求，即: 当系统处于近

似平滑区域时，粗糙聚类足以满足精度要求，以避免

出现过拟合现象; 当系统处于高度非线性区域时，需

要较精细的类对该区域进行描述．
基于系统辨识的特殊聚类要求，提出递归聚类

的 Mamdani 模糊神经网络结构设计方法． 该递归聚

类方法的基本思想是以输出变化强度为导向、以结

构细分为手段的递归迭代过程．
首先，采用 k-均值方法［10］将输入数据 x ( t) =

［x1 ( t) ，x2 ( t) ，…，xn ( t) ］划分为 K 个类，其中

K [= M －m ]ε +
( 5)

式中: ［* ］+ 表示大于* 的最小整数函数; ε 表示聚

类精度，该值可根据实际应用中模型精度要求来确
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定，如可将其设置为输出信号均值的 10% ; m 和 M
分别为样本集合中输出数据 y ( t) 的最小值和最

大值．
m = min

t = 1，2，…，T
{ y( t) }

M = max
t = 1，2，…，T

{ y( t{ ) }
( 6)

式( 5) 表明，将输出最大值与最小值之间的误

差划分为 K 个类，使得每一类的输出变化强度均小

于聚类精度，由此可以采用一条规则对该类进行

描述．
其次，根据每一类输出变化强度，判断该类是否

需要进一步划分． 对于所获得的第 i 个类 Ii ( i = 1，

2，…，K) ，计算其输出数据信息集合

Oi = { y( t) | x( t) ∈Ii} ( 7)

计算 Oi中输出信号的变化强度

Δ i =
1
ni
∑
x( t) ∈Ii

［y( t) － yi］槡
2 ( 8)

式中: ni为 Oi中输出信号的个数; yi 为 Oi 中输出信

号的平均值，即

yi =
1
ni
∑
x( t) ∈Ii

y( t) ( 9)

比较输出变化强度 Δ i和精度阈值的大小． 如果

Δ i≤ε，则表明第 i 个类的输出相对平滑，满足精度

要求，不需要进一步划分; 如果 Δ i ＞ ε，则表明第 i 个

类的输出非平滑或高度非线性，不满足精度要求，需

要进一步划分．
假设第 i 类 Ii 不满足精度要求，需要进行子聚

类，详细过程同上，其中最小值和最大值 mi和 Mi为

mi = min
y( t) ∈Oi

{ y( t) }

Mi = max
y( t) ∈Oi

{ y( t{ ) }
( 10)

子聚类个数为

Ksi [=
Mi －mi ]ε +

( 11)

根据上述方法判断 Ksi 个类的输出强度是否满

足精度要求，进而确定该类是否需要进一步划分．
重复上述过程，经过有限次迭代后，自动获得合适的

聚类，并且所有类的输出变化强度均满足精度要求，

形成递归聚类方法．
递归聚类方法具有以下优点: 1 ) 利用输出信

息指导聚类过程，属于有监督学习方法，使聚类更

准确; 2 ) 满足系统辨识的特殊聚类要求，即在系

统处于平滑区域时进行粗糙聚类，在高度非线性

区域时进行精细聚类; 3 ) 能够自动确定合适的聚

类个数，避 免 通 过 试 错 法 获 得，降 低 了 算 法 的 复

杂度．
假设利用递归聚类算法得到 H 个类，每个类

作为模糊神经网络的一条模糊规则，聚类中心作

为隶属函数的中心，聚类标准差作为隶属函数的

宽度，从而获得网络的隶属函数． 高斯函数中心与

宽度为

ck，i =
1
nk
∑
nk

j = 1
xi ( kj )

ck = ( ck，1，…，ck，n )

i = 1，2，…，n; k = 1，2，…，H ( 12)

σk，i =
1

槡2
1
nk
∑
nk

j = 1
［xi ( kj ) － ck，i］槡

2

σl = ( σl，1，…，σl，n )

i = 1，2，…，n; k = 1，2，…，H ( 13)

式中: nk为第 k 类训练样本的个数; kj 为第 k 类第 j
个样本; 高斯隶属函数中心与宽度分别为 c =［c1，

c2，…，cH］，σ =［σ1，σ2，…，σH］． 模糊规则结论

部分参数计算为

wk =
1
nk
∑
nk

j = 1
y( kj ) k = 1，2，…，H ( 14)

基于高斯函数的中心、宽度和规则结论部分参

数，根据式( 2) ～ ( 4) 即可建立 Mamdani 模糊神经网

络的初始结构模型．
利用递归聚类算法获得 Mamdani 模糊神经网

络结构后，需要对神经网络的参数进行辨识． 文中

采用梯度下降法［11］学习参数．
首先，定义目标函数

E = 1
2 ( yd － y) 2 ( 15)

式中: yd为系统实际输出; y 为 Mamdani 模糊神经网

络输出．
参数学习的目的是使得期望目标函数 E 最小．

根据附加动量项的梯度下降法学习连接权值 wj，则

wj更新为

wj ( t + 1) = wj ( t) － η Ewj
+ ζ( wj ( t) － wj ( t － 1) ) =

wj ( t) + η( yd － y) uj + ζ( wj ( t) － wj ( t － 1) )

( 16)

式中: η 为学习率; ζ 为动量项系数．
高斯函数中心与宽度更新公式分别为

cij ( t + 1) = cij ( t) － η Ecij
+ ζ( cij ( t) － cij ( t － 1) )

( 17)
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E
cij

=2wj ( y － yd

(
)·

∑
r

i≠j
α ) (i ∏

k≠i
μ )kj ( xi － cij ) exp ( － ( xi － cij )

2 /σ2
ij

(
)

∑
r

i =1
α )i

2

σ2
ij

( 18)

σij ( t + 1) = σij ( t) － η Eσij
+ ζ( σij ( t) － σij ( t － 1) )

( 19)

E
σij

=2wj ( y － yd

(
)·

∑
r

i≠j
α ) (i ∏

k≠i
μ )kj ( xi － cij )

2exp ( － ( xi － cij )
2 /σ2

ij

(
)

∑
r

i =1
α )i

2

σ3
ij

( 20)

根据学习高斯隶属函数的中心、宽度以及规则

结论部分连接权值，从而得到 Mamdani 模糊神经网

络初始模型．
基于上述介绍，递归聚类 Mamdani 模糊神经网

络结构设计算法归纳如下:

步骤 1 利用 k 均值聚类将输入样本划分为 K
类如式( 5) ．

步骤 2 根据每一类输出变化强度和聚类精度

阈值的关系，判断该类是否需要进一步划分． 对于

不满足精度要求的类进一步划分为 Ksi 个类如式

( 11) ． 当所有类的输出变化强度都满足精度要求

时，停止聚类．
步骤 3 利用聚类结果获得 Mamdani 模糊神经

网络的结构和初始参数．
步骤 4 采用梯度下降法对网络参数进行学

习，获得 Mamdani 模糊神经网络初始模型．
2. 2 基于相似性的网络结构简化

经过递归聚类与梯度法获得的 Mamdani 模糊

神经网络可能存在相似的模糊规则，导致规则冗余．
因此，需要对相似规则进行合并． 与文献［12］类似，

文中只考虑规则前提部分的相似性．
假设模糊神经网络的一对规则表述为

IF x is A，THEN y is wA ( 21)

IF x is B，THEN y is wB ( 22)

式中: A 和 B 为输入空间 U 上 2 个多变量模糊集;

U = ∏
n

i = 1
Ui = ∏

n

i = 1
［ai，bi］ＲＲn，ai 和 bi 分别为输入

变量 xi的下限和上限; A = A1 × A2 ×… × An ; B = B1

× B2 ×… × Bn． A 和 B 的隶属函数分别为

uA ( x) = ∏
n

i = 1
μAi ( xi ) ，uB ( x) = ∏

n

i = 1
μBi

( xi )

( 23)

根据相似性定义［13］，模糊规则相似性的另一种

计算方法为输入变量相应模糊集对的交集面积和与

并集面积和的比值． 因此，提出交并集面积和的模

糊规则相似性方法，其计算式为

S( A，B) =
∑

n

i = 1
M( Ai ∩ Bi )

∑
n

i = 1
M( Ai ∪ Bi )

( 24)

其中

M( Ai∩Bi ) = ∫
bi

ai
uAi∩Bi

( xi ) dxi =

∫
bi

ai
min { uAi ( xi ) ，uBi

( xi ) } dxi ( 25)

M( Ai∪Bi ) = ∫
bi

ai
uAi∪Bi

( xi ) dxi =

∫
bi

ai
max { uAi ( xi ) ，uBi

( xi ) ) dxi ( 26)

式中: S( A，B) 表示 A 与 B 的相似度; M( Ai∩Bi ) 和

M( Ai∪Bi ) 分别表示 Ai与 Bi交集和并集的面积．
由式( 24) 可知，与最小值模糊规则相似度计算

方法相比，交并集面积和相似性计算方法具有较好

的可区分性，能够更好地对模糊规则相似性进行

计算．
基于模糊规则相似性的网络结构简化方法具体

步骤如下:

首先，利用式( 24) ～ ( 26) 计算所有对规则的相

似度 S，其中单变量模糊集相似性采用文献［14］提

出的方法进行计算．
其次，计算相似度最大值 Smax = max S，并将其

与相似度阈值 St进行比较． 通常相似度阈值设置为

0. 6． 如果 Smax ＞ St，则将最大相似度所对应的 2 条

模糊规则进行合并; 如果Smax ＜ St，则不进行合并．
在相似规则合并过程中，高斯函数中心、宽度以及结

论部分参数都采用平均值进行计算［4］． 依据上述方

法重新计算所有对规则相似度，将大于阈值的最大

相似度所对应的规则进行合并． 重复上述过程，直

到最大相似度小于阈值时停止计算，得到简化后的

模糊神经网络．
最后，为提高模型的精度，再次利用梯度法对网

络参数进行学习，最终获得结构简洁、精度令人满意

的 Mamdani 模糊神经网络．
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基于上述介绍，相似规则计算与合并的模糊神

经网络结构简化算法归纳如下:

步骤 1 利用式 ( 24 ) ～ ( 26 ) 计算所有规则对

的相似度 S．
步骤 2 计算最大相似度 Smax，将其与相似度阈

值 St进行比较，若 Smax ＞ St，转到步骤 3; 若 Smax ＜ St，

转至步骤 4．
步骤 3 将最大相似度所对应的两条模糊规则

进行合并． 重复步骤 1 ～ 3 直至最大相似度小于

阈值．
步骤 4 利用梯度法学习网络参数．

3 仿真实验

3. 1 函数逼近

选取式( 27) 给出的函数进行研究:

y = 0. 6sin( πx) + 0. 3sin( 3πx) + 0. 1sin( 5πx)

( 27)

式中 x∈［－ 1，1］．
在定义域区间内按均匀分布随机产生 200 组输

入输出数据作为样本，其中 100 组用于训练模糊神

经网络，其余 100 组 用 于 测 试． 相 似 度 阈 值 设 为

0. 6． 利用所获得的 Mamdani 模糊神经网络对函数

式( 27) 进行逼近，逼近结果与逼近误差分别如图 1、
2 所示，几种不同方法的性能比较如表 1 所示．

图 1 Mamdani 模糊神经网络逼近效果

Fig． 1 Approximation result of Mamdani FNN

图 1 给出了 Mamdani 模糊神经网络的逼近效

果． 图 2 给出了相应逼近误差． 由图可知，所获得的

Mamdani 模 糊 神 经 网 络 能 够 很 好 地 逼 近 函 数

式( 27) ． 在此实验中，经过相似性计算后，所有相似

度均小于阈值，因此，无须对相似规则进行合并．
表 1 为几种不同方法在模糊规则数、参数个数、

训练均方根误差 ( root mean square error，ＲMSE) 及

测试 ＲMSE 性能指标的比较． 通过表中数值对比可

图 2 Mamdani 模糊神经网络逼近误差

Fig． 2 Approximation error of Mamdani FNN

表 1 不同方法的性能对比

Table 1 Comparisons between different methods

方法
模糊

规则数

参数

个数

训练

ＲMSE
测试

ＲMSE

Wang 等［8］ 8 24 0. 024 1 0. 049 2

Pedrycz 等［7］ 8 24 0. 150 0. 153

Pedrycz 等［7］ 10 30 0. 147 0 0. 162 0

Wang 等［15］ 11 33 0. 001 8 0. 022 5

本文 8 24 0. 016 7 0. 039 5

本文 10 30 0. 010 0 0. 016 8

知，与文献［7］的输出内容聚类和文献［8］的输出约

束聚类结构设计方法相比，提出的递归聚类结构设

计方法在采用相同模糊规则数与参数个数的情况

下，具有更小的训练误差和测试误差，由此表明，提

出方法比文献［7-8］的方法对函数式( 27) 具有更高

的逼近精度; 与文献［15］的方法相比，提出的方法

具有更少的规则数和参数个数，以及较小的测试误

差． 因此，提出的递归聚类方法具有较高的逼近

精度．
由 仿 真 实 验 图 及 表 中 结 果 显 示，提 出 的

Mamdani 模糊神经网络能够实现对函数式( 27) 的逼

近． 因此，递归聚类是一种有效的 Mamdani 模糊神

经网络结构设计方法．
3. 2 非线性系统辨识

式( 28) 给出了一个典型的非线性系统，该系统

被广泛用于验证模糊神经网络算法的有效性［16-19］．

y( t + 1) = y( t) y( t － 1) ［y( t) + 2. 5］
1 + y2 ( t) + y2 ( t － 1)

+ u( t)

( 28)

式中: u( t) = sin ( 2πt /25 ) ，t∈［1，400］; y ( 0 ) = 0，

y( 1) = 0．
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由式 ( 28 ) 可 知，该 模 型 由 3 个 输 入 ( y ( t ) ，

y( t － 1) ，u ( t) ) 、1 个输出 ( y ( t + 1 ) ) 组成． 由式

( 28) 在 t∈［1，400］上得到 400 组样本数据，其中前

200 组用于网络训练，其余 200 组用于测试． 相似度

阈值设为 0. 6．
图 3 给出了提出的 Mamdani 模糊神经网络对非

线性系统式( 28) 的辨识效果． 图 4 为相应的辨识误

差． 几种不同方法的结果比较如表 2 所示．

图 3 Mamdani 模糊神经网络辨识效果

Fig． 3 Identification result of Mamdani FNN

图 4 Mamdani 模糊神经网络辨识误差

Fig． 4 Identification error of Mamdani FNN

实验过程如下: 首先，递归聚类的 Mamdani 模

糊神经网络具有 6 条模糊规则; 其次，采用交并集面

积和对模糊规则相似性进行计算，其中 2 条规则相

似度为 0. 657 8，大于相似度阈值． 因此，将这 2 条

规则进行合并，从而获得具有 5 条规则的 Mamdani
模糊神经网络．

由图 3、4 可知，递归聚类的 Mamdani 模糊神经

网络对非线性系统式( 28 ) 具有较好的辨识效果，辨

识误差较小．
表 2 给出了几种不同方法在模糊规则数、参数

个数及测试 ＲMSE 性能指标的比较． 通过表中数值

对比可知，提出方法在结构简化前采用 6 条规则和

42 个参数，结构简化后规则数和参数个数分别为 5
和 35，结构简化后的测试 ＲMSE 比简化前略高． 与

其他几种方法相比，提出方法在结构简化后的规则

数、参数个数以及测试 ＲMSE 三个指标均最小． 因

此，提出的方法能够在具有令人满意精度的情况下，

获得简洁的网络结构，实现对非线性函数式( 28 ) 的

辨识．

表 2 不同方法的性能对比

Table 2 Comparisons between different methods

方法
模糊

规则数

参数

个数

测试

ＲMSE

DFNN［14］ 6 48 0. 131 5

SOFMLS［17］ 6 48 0. 029 0

GA［18］ 7 37 0. 050 0

MCFC［19］ 0. 087 4

本文( 结构简化前) 6 42 0. 020 7

本文( 结构简化后) 5 35 0. 025 9

实验结果显示，递归聚类的 Mamdani 模糊神经

网络能够较好地对非线性系统进行辨识，且具有较

高的辨识精度． 因此，递归聚类与交并集面积和相

似性是 有 效 的 Mamdani 模 糊 神 经 网 络 结 构 设 计

方法．

4 结论

1) 提出了以输出变化强度为导向、以结构细分

为手段的递归聚类方法，通过递归迭代对模糊神经

网络初始结构进行设计．
2) 提出了相似规则合并的结构简化方法，通过

计算模糊规则相似性，将高度相似的规则进行合并，

对网络初始结构进行简化．
3) 为了验证提出方法的有效性，给出了函数逼

近与非线性系统辨识 2 个仿真实验． 实验结果表

明，提出的方法能够在具有令人满意精度的情况下，

获得简洁的网络结构，实现模糊神经网络结构设计．
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