
第 43 卷 第 8 期

2017 年 8 月

北 京 工 业 大 学 学 报

JOURNAL OF BEIJING UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
Vol. 43 No. 8

Aug. 2017

Hilbert 空间中 K鄄g鄄框架的和

张摇 伟1, 付艳玲2

(1. 北京工业大学应用数理学院, 北京摇 100124; 2. 河南财政金融学院信息工程系, 郑州摇 451464)

摘摇 要: 为了研究 Hilbert 空间中有限个 K鄄g鄄框架的和,基于 Hilbert 空间中通常的框架理论,利用 K鄄g鄄框架诱导出

的 K鄄框架和 K鄄g鄄框架的框架算子的方法,得到一些由有限个 K鄄g鄄框架的和构成的 K鄄g鄄框架充分条件,这样可以利

用已有的 K鄄g鄄框架构造出新的 K鄄g鄄框架.
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Abstract: Based on the frame theorem of Hilbert spaces and by using the method of K鄄g鄄frames induced
K鄄frames and K鄄g鄄frames operators, the sum of finitely many K鄄g鄄frames was addressed, and some
sufficient conditions for the sum of finitely many K鄄g鄄frames was obtained to be a K鄄g鄄frame. The results
provide us with a new method to construct K鄄g鄄frames.
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摇 摇 Hilbert 空间中的框架概念最早是 Duffin 等[1]

1952 年在研究非调和 Fourier 级数时引入的. 框架

可以看作标准正交基的推广,可以用稳定的方式表

示空间中的任意元素但不要求是正交并且表达不一

定唯一. 直到 1986 年,Daubechies 等[2] 的突破性研

究,才使框架理论被众多学者所关注. 如今它已被

广泛地应用到信号图像处理、采样理论、互联网、通
信编码及神经网络等诸多重要领域;随着对 Hilbert
空间中框架理论及其应用研究的不断深入,出现了

许多框架的推广形式,例如子空间框架(Fusion 框

架)、连续框架、g鄄框架等,这些推广极大地丰富了框

架理论[3鄄5] .

2012 年,G觍vruta[6]在研究有界线性算子 K 的原

子分解系统时,引入了 K鄄框架. 一般框架通常在整

个空间上研究,而 K鄄框架则限制在给定的一个有界

线性算子的值域上研究,这在实际应用中更具灵活

性,K鄄框架可以看作一般框架的一种推广. g鄄框架

是基于投影算子提出的一个广义框架,它同样推广

了一般框架. K鄄g鄄框架[7鄄9] 综合了 K鄄框架和 g鄄框架

的性质,是 K鄄框架和 g鄄框架的一个推广,它取特殊

情况可得到 K鄄框架、g鄄框架和一般框架. 但是,g鄄框
架的一些性质对于 K鄄g鄄框架而言未必成立,比如对

g鄄框架而言,Hilbert 空间中算子列构成 g鄄框架等价

于其合成算子是满的,但对 K鄄g鄄框架而言这条件变
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为其合成算子是有界的,且 Range(K)奂Range(Q),
其中 Q 为其合成算子. 本文主要从 2 种不同的角度

讨论有限个 K鄄g鄄框架的和构成 K鄄g鄄框架条件,一种

从 K鄄g鄄框架诱导出的 K鄄框架的角度讨论,另一种从

K鄄g鄄框架的框架算子的角度讨论. 并且给出 2 个 K鄄
g鄄框架分别在不同的线性算子作用下的和构成 K鄄g鄄
框架的条件. 由于 K鄄g鄄框架的框架算子是不可逆

的,这样与 g鄄框架相比也有一些不同之处,比如对于

g鄄框架能给出有限个 g鄄框架的和构成 g鄄框架的充分

必要条件,而对于 K鄄g鄄框架只给出了充分条件.
设 U、V 是可分的复 Hilbert 空间,{V j} j沂J是 V 的

闭子空间序列,其中 J 是整数集ZZ 的子集,记 L(U,
V)为从 U 到 V 的所有有界线性算子的集合. 线性

空间 l2({V j} j沂J)定义为

l2({V j} j沂J)

{
=

{a j} j沂J:a j沂V j, j沂J 且 移
j沂J

椰a j椰2 < }肄

其内积为

掖{g j} j沂J,{h j} j沂J业 = 移
j沂J

掖g j,h j业

那么 l2 ({V j} j沂J)是一个复 Hilbert 空间. 文中0屹
K沂L(U),L(U)为从 U 到 U 的所有有界线性算子

的集合,K*是 K 的伴随算子,如果 T沂 L (U,V),
Range(T)和 Ker(T)分别表示 T 的值域和核.

设{ 寛ej,k} k沂K j
是 V j 上的一个标准正交基,其中 K j

是整数集ZZ 的子集,对任意的 j沂J,k沂K j,定义ej,k =

{啄 j,k,寛ej,k},j沂J,这里 啄 j,k是 Kronecker delta,则容易

验证{ej,k} j沂J,k沂K j
是 l2({V j} j沂J)上的标准正交基[4] .

定义 1[4] 摇 算子列{撰 j} j沂J称为 U 关于{V j} j沂J

的 g鄄框架,如果存在常数 A,B > 0 使得对任意的 f沂
U,有

A椰f椰2臆 移
j沂J

椰撰 j f椰2臆B椰f椰2

如果只有右边不等式成立,则称{撰 j} j沂J 为 U 关于

{V j} j沂J的 g鄄Bessel 序列;如果 A = B,则称{撰 j} j沂J为

U 关于 { V j } j沂J 的紧 g鄄框架;如果 A = B = 1,则称

{撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 Parseval g鄄框架.
假设{撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 g鄄Bessel 序列,

其合成算子 Q、分析算子 Q*以及框架算子 S 的定义

分别为

Q:l2({V j} j沂J)寅U,Q({g j} j沂J) = 移
j沂J

撰*
j g j

Q*:U寅l2({V j} j沂J),Q* f = {撰 j f} j沂J

S:U寅U,Sf = 移
j沂J

撰*
j 撰 j f

定义 2[7] 摇 算子列{撰 j} j沂J称为 U 关于{V j} j沂J

的 K鄄g鄄框架,如果存在常数 A,B > 0 使得对任意的

f沂U,有

A椰K* f椰2臆 移
j沂J

椰撰 j f椰2臆B椰f椰2 (1)

如果式(1)在 M 上成立,其中

M {= 移
j沂J

撰*
j g j:g j 沂 V j, j 沂 }J

则称{撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架序列.
注 1摇 由 K鄄g鄄框架及 g鄄Bessel 序列定义,K鄄g鄄框

架必为 g鄄Bessel 序列.
下面把紧框架推广到 K鄄g鄄框架上[8], 给出紧 K鄄

g鄄框架的定义.
定义 3摇 设 K沂L(U),算子列{撰 j} j沂J称为 U 关

于{V j} j沂J的紧 K鄄g鄄框架,如果存在常数 A > 0,使得

A椰K* f椰2 = 移
j沂J

椰撰 j f椰2,坌f沂U (2)

如果 A = 1,则称 {撰 j } j沂J 为 U 关于 { V j } j沂J 的

Parseval K鄄g鄄框架.
引理 1[6] 摇 设 H、H1、H2 是复的 Hibert 空间,

L1沂L(H1,H),L2沂L(H2,H),则下列命题等价:
(1) Range(L1)奂Range(L2);
(2) 存在 姿 > 0,满足 L1L*

1 臆姿2L2L*
2 ,即对任意

的 f沂H,有掖L1L*
1 f,f业臆姿2掖L2L*

2 f,f业;
(3) 存在线性有界算子 T沂L(H1,H2)使得L1 =

L2T.
引理 2[6] 摇 设 H 是一可分的 Hilbert 空间,则

{ fn}肄
n = 1是 H 的 K鄄框架的充分必要条件是存在一个

线性有界算子 L:l2寅H 满足 fn = Len 和 Range(K)奂
Range(L),其中{en}肄

n = 1是 l2 的一个标准正交基.
引理 3[11] 摇 设 H、H1、H2、H3 是复的 Hibert 空

间,L1沂L(H1,H),L2沂L(H2,H),L3沂L(H3,H),则
下列命题等价:

(1) Range(L1)奂Range(L2)奂Range(L3);
(2) 存在 姿 > 0,满足 L1L*

1 臆姿2(L2L*
2 + L2L*

3 );
(3) 存在线性有界算子 T2沂L(H1, H3)、T1沂

L(H1, H2)使得 L1 = L2T1 + L3T2 .

1摇 主要结果及证明

对于给定的 2 个 K鄄g鄄框架,它们的和一定是 K鄄
g鄄框架吗? 回答是否定的,也就是说它们的和不一

定能构成新的 K鄄g鄄框架.
例 1摇 设{ en}肄

n = 1 是 U 的一个标准正交基,令
V j = span{e( j - 1)k + m:1臆m臆k}, j = 1,2,…,其中 k逸
5 是固定的正整数;定义线性有界算子 K:U寅U,A j:
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U寅V j,祝 j:U寅V j 和 驻 j:U寅V j 为

Ke1 = e1,Ke2 = e2,Kej = 0, j逸3

撰1 f = 移
k

m = 1
掖 f,em业em; 撰 j f = 0, j逸2

祝1 f = 移
k-1

m = 1
掖 f,em业em; 祝 j f = 0, j逸2

驻1 f = 移
k-1

m = 1
掖 f,em业em; 驻 j f = 0, j逸2

容易计算 K*e1 = e1,K*e2 = e2,K*ej = 0, j逸3. 下面

验证{撰 j}肄
j = 1、{祝 j }肄

j = 1 和 {驻 j }肄
j = 1 均是 K鄄g鄄框架,事

实上

椰K* f椰2 =

移
肄

j = 1
掖 f,ej业K*ej

2
= | 掖 f,e1业 | 2 + | 掖 f,e2业 | 2

移
肄

j = 1
椰撰 j f椰2 =椰撰1 f椰2 =

移
k

m = 1
掖 f,em业em

2
=

移
k

m = 1
| 掖 f,em业 | 2逸椰K* f椰2

移
肄

j = 1
椰祝 j f椰2 =椰祝1 f椰2 =

- 移
k-1

m = 1
掖 f,em业em

2
=

移
k-1

m = 1
| 掖 f,em业 | 2逸椰K* f椰2

移
肄

j = 1
椰驻 j f椰2 =椰驻1 f椰2 =

移
k-1

m = 1
掖 f,em业em

2
=

移
k-1

m = 1
| 掖 f,em业 | 2逸椰K* f椰2

所以,对任意的 f沂U,有

椰K* f椰2臆 移
肄

j = 1
椰撰 j f椰2臆椰f椰2

椰K* f椰2臆 移
肄

j = 1
椰祝 j f椰2臆椰f椰2

椰K* f椰2臆 移
肄

j = 1
椰驻 j f椰2臆椰f椰2

但是,对于{撰 j +祝 j}肄
j = 1有

移
肄

j = 1
椰(撰 j +祝 j) f椰2 =椰(撰1 +祝1) f椰2 =

椰掖 f,ek业ek椰2 = | 掖 f,ek业 | 2臆椰f椰2

即{撰j +祝j}肄
j =1是 g鄄Bessel 序列,而无法确定 | 掖f,ek业 | 2

与椰K* f椰2 的大小关系,也就是说{撰 j + 祝 j}肄
j = 1不一

定是 K鄄g鄄框架. 而对于{撰 j + 驻 j}肄
j = 1有

移
肄

j = 1
椰(撰 j + 驻 j) f椰2 =

椰(撰1 + 驻1) f椰2 =

2 移
k-1

m = 1
掖 f,em业em + 掖 f,ek业ek

2
=

2 移
k-1

m = 1
| 掖 f,em业 | 2 + | 掖 f,ek业 | 2

所以有

椰K* f椰2臆 移
肄

j = 1
椰(撰 j + 驻 j) f椰2臆2 椰f椰2

即{撰 j + 驻 j}肄
j = 1是 K鄄g鄄框架.

那么,对于给定的 2 个 K鄄g鄄框架,在什么条件下

它们的和能构成新的 K鄄g鄄框架? 为此首先给出一些

引理.
引理 4[4] 摇 设 撰 j沂L(U,V j),j沂J,序列{u j,k =

撰*
j ej,k:j沂J,k沂K j}称为由{撰 j} j沂J关于{ ej,k} j沂J,k沂K j

诱导生成,则有:
(1) {撰 j} j沂J是 U 上的一个 g鄄框架(g鄄Bessel 序

列、紧 g鄄框架、g鄄Riesz 基)的充要条件是{u j,k} j沂J,k沂K j

是 U 上的一个框架(Bessel 序列、紧框架、Riesz 基) .
(2) {撰 j } j沂J 的 g鄄框架算子与 { u j,k } j沂J,k沂K j

的

框架算子等同.
引理 5摇 {撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架的

充要条件是由它诱导出的{ u j,k } j沂J,k沂K j
是 U 上 K鄄

框架.

证明:假设{ 寛ej,k } k沂K j
是 V j 上的一个标准正交

基,j沂J,则对任意的 f沂U 和 j沂J,有

撰 j f = 移
k沂K j

掖撰 j f,寛ej,k业 寛ej,k =

移
k沂K j

掖 f,撰*
j 寛ej,k业 寛ej,k = 移

k沂K j

掖 f,u j,k业 寛ej,k

所以,对任意的 f沂U,有

移
j沂J

椰撰 j f椰2 = 移
j沂J

移
k沂K j

掖 f,u j,k业 寛ej,k
2
=

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,u j,k业 | 2

因此,{撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架的充

要条件是{u j,k} j沂J,k沂K j
是 U 上 K鄄框架. 证毕.

注 2摇 由引理 2 的证明过程可知,{撰 j} j沂J的框

架算子与{u j,k} j沂J,k沂K j
的相同.

引理 6 摇 假设 {撰 j } j沂J 是 U 关于 { V j } j沂J 的 g鄄
Bessel 序列. 则{撰 j} j沂J是 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架

的充要条件是存在常数 A > 0,使得 S逸AKK*,其中

S 是{撰 j} j沂J的框架算子.
证明:{撰 j} j沂J是 U 关于{V j} j沂J的界为 A、B 的
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K鄄g鄄框架,框架算子为 S 的充要条件是对任意的 f沂
U,有

A 椰K* f椰2臆 移
j沂J

椰撰 j f椰2 = 掖Sf,f业臆B 椰f椰2

也即是,掖AKK* f,f业臆掖Sf,f业臆掖Bf,f业 . 证毕.
定理 1 摇 设 { 撰 j } j沂J 和 {祝 j } j沂J 均为 U 关于

{V j} j沂J 的 K鄄g鄄框 架, 由 { 撰 j } j沂J 和 { 祝 j } j沂J 关 于

{ej,k} j沂J,k沂K j
诱导生成的 K鄄框架分别为{u j,k} j沂J,k沂K j

和{w j,k} j沂J,k沂K j
,且{ u j,k } j沂J,k沂K j

和{w j,k } j沂J,k沂K j
的合

成算子分别是 L1 和 L2,如果 L1L*
2 和 L2L*

1 都是正

算子,则{撰 j +祝 j} j沂J是 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架.
证明:设{撰 j} j沂J和{祝 j} j沂J均为 U 关于{V j} j沂J

的 K鄄g鄄框架,{u j,k} j沂J,k沂K j
和{w j,k} j沂J,k沂K j

分别是由它

们诱导出的 U 上的 K鄄框架,由引理 2 知,存在线性

有界算子 L1 和 L2 满足 u j,k = L1ej,k和 w j,k = L2ej,k,并
且 Range(K)奂Range(L1),Range(K)奂Range(L2),
其中{ej,k} j沂J,k沂K j

是 l2 ({V j} j沂J)上的一个标准正交

基,所以

Range(K)奂Range(L1) + Range(L2)
根据引理 3,存在 姿 > 0,且

KK*臆姿2(L1L*
1 + L2L*

2 )
对于任意的 f沂U,有

移
j沂J

椰(撰 j +祝 j) f椰2 =

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,u j,k + w j,k业 | 2 =

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,L1ej,k + L2ej,k业 | 2 =

椰(L1 + L2)* f椰2 =
掖L1L*

1 f,f业 + 掖L1L*
2 f,f业 + 掖L2L*

1 f,f业 +
掖L2L*

2 f,f业逸掖(L1L*
1 + L2L*

2 ) f,f业逸
1
姿2掖KK

* f,f业 = 1
姿2椰K* f椰2

设{撰 j} j沂J 和{祝 j} j沂J 的框架上界分别为 B1 和

B2,由引理 5 的证明过程可知, { u j,k } j沂J,k沂K j
和

{w j,k} j沂J,k沂K j
的框架上界也分别为 B1 和 B2,利用闵

可夫斯基不等式,对于任意的 f沂U,

(

有

移
j沂J

椰(撰j +祝j)f椰 )2
1
2

(

=

移
j沂J
移
k沂Kj

| 掖f,uj,k +wj,k业 | )2
1
2

(

=

移
j沂J
移
k沂Kj

| 掖f,uj,k业 | )2
1
2 (+ 移

j沂J
移
k沂Kj

| 掖f,wj,k业 | )2
1
2
臆

B1椰f椰+ B2椰f椰=( B1 + B2)椰f椰
因此, {撰 j + 祝 j } j沂J 是 U 关于 { V j } j沂J 的 K鄄g鄄

框架. 证毕.
注 3摇 用相同的方法,可以推广到有限个 K鄄g鄄

框架的情形.
推论 1 摇 设 { 撰 j } j沂J 和 {祝 j } j沂J 均为 U 关于

{V j} j沂J的 Parseval K鄄g鄄框架,由{撰 j} j沂J和{祝 j} j沂J关

于{ ej,k } j沂J,k沂K j
诱导生成 Parseval K鄄框架分别为

{ u j,k } j沂J,k沂K j
和 { w j,k } j沂J,k沂K j

, 且 { u j,k } j沂J,k沂K j
和

{w j,k } j沂J,k沂K j
的合成算子分别是 L1 和 L2, 如果

L1L*
2 = 0,则{撰 j + 祝 j} j沂J是 U 关于{V j} j沂J的界为 2

的紧 K鄄g鄄框架.
证明:设{撰 j} j沂J和{祝 j} j沂J均为 U 关于{V j} j沂J

的 Parseval K鄄g鄄框架,{u j,k} j沂J,k沂K j
和{w j,k} j沂J,k沂K j

分

别是由它们诱导出的 U 上的 Parseval K鄄框架,则线

性有界算子 L1 和 L2 满足 u j,k = L1ej,k和 w j,k = L2ej,k,
并且 Range ( K ) = Range ( L1 ), Range ( K ) =
Range(L2),其中{ ej,k} j沂J,k沂K j

是 l2 ({V j} j沂J)上的一

个标准正交基,对于任意的 f沂U,有

移
j沂J

椰(撰 j +祝 j) f椰2 =

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,u j,k + w j,k业 | 2 =

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,L1ej,k + L2ej,k业 | 2 =

椰(L1 + L2)* f椰2 =
椰L*

1 f椰2 + 掖L1L*
2 f,f业 + 掖L2L*

1 f,f业 +椰L*
2 f椰2 =

椰L*
1 f椰2 +椰L*

2 f椰2 = 2 椰K* f椰2

定理 2 摇 设 { 撰 j } j沂J 和 {祝 j } j沂J 均为 U 关于

{V j} j沂J 的 K鄄g鄄框 架, 由 { 撰 j } j沂J 和 { 祝 j } j沂J 关 于

{ej,k} j沂J,k沂K j
诱导生成 K鄄框架分别为{u j,k} j沂J,k沂K j

和

{w j,k} j沂J,k沂K j
,{ u j,k } j沂J,k沂K j

和{w j,k } j沂J,k沂K j
的合成算

子分别是 L1 和 L2,且 L1L*
2 = 0. 若 Ti沂L(U)满足

Range(Li)奂Range(TiLi),其中 i = 1,2,则{撰 jT*
1 +

祝 jT*
2 } j沂J是 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架.
证明:设{撰 j} j沂J和{祝 j} j沂J均为 U 关于{V j} j沂J

的 K鄄g鄄框架,{u j,k} j沂J,k沂K j
和{w j,k} j沂J,k沂K j

分别是由它

们诱导出的 U 上的 K鄄框架,由引理 2 知,存在线性

有界算子 L1 和 L2 满足 u j,k = L1ej,k和 w j,k = L2ej,k,并
且 Range(K)奂Range(L1),Range(K)奂Range(L2),
其中{ej,k} j沂J,k沂K j

是 l2 ({V j} j沂J)上的一个标准正交

基. 对于任意的 f沂U 和 j沂J,有

撰 jT*
1 f = 移

k沂K j

掖撰 jT*
1 f,寛ej,k业 寛ej,k =

移
k沂K j

掖 f,T1撰*
j 寛ej,k业 寛ej,k =

移
k沂K j

掖 f,T1u j,k业 寛ej,k
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其中{ 寛ej,k} k沂K j
是 V j 上的一个标准正交基,j沂J. 所

以,对任意的 f沂U,有

移
j沂J

椰撰 jT*
1 f椰2 = 移

j沂J
移
k沂K j

掖 f,T1u j,k业 寛ej,k
2
=

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,T1u j,k业 | 2

因此,对任意的 f沂U,有

移
j沂J

椰(撰 jT*
1 +祝 jT*

2 ) f椰2 =

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,T1u j,k + T2w j,k业 | 2 =

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,T1L1ej,k + T2L2ej,k业 | 2 =

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,T1L1ej,k + T2L2ej,k业 | 2 =

椰(T1L1 + T2L2)* f椰2 +
掖T1L2L*

2 T*
2 f,f业 +椰(T2L2)* f椰2 =

椰(T1L1)* f椰2 +椰(T2L2)* f椰2

因为,Range(K)奂Range( L1 )奂Range(TiLi),
其中 i = 1,2,由引理 1,对每个 i = 1,2,存在 姿 i > 0,
使得 KK*臆姿2TiLi(TiLi)* . 对任意的 f沂U,有

移
j沂J

椰(撰 jT*
1 +祝 jT*

2 ) f椰2 =

移
j沂J
移
k沂K j

| 掖 f,T1u j,k + T2w j,k业 | 2 =

椰(T1L1)* f椰2 +椰(T2L2)* f椰2

(
逸

1
姿2

1
+ 1
姿 )2

2
椰K* f椰2

所以,{撰 jT*
1 + 祝 jT*

2 } j沂J 是 U 关于 {U j } j沂J 的 K鄄g鄄
框架. 证毕.

定理 3摇 设{撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架

且框架算子为 S,如果 T沂L(U)是正算子. 则{撰 j +
撰 jT} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架;更多地,对于

任意自然数 n,{撰 j + 撰 jTn} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄
g鄄框架.

证明:{撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架且框

架算子为 S,则由引理 6,存在 姿 > 0,使得 S逸
姿2KK* .

对于任意的 f沂U,有

移
j沂J

椰(撰 j + 撰 jT) f椰2 =

移
j沂J

椰撰 j( I + T) f椰2臆

B1 椰( I + T) f椰2臆B 椰f椰2

{撰 j + 撰 jT} j沂J 为 U 关于 { V j } j沂J 的 g鄄Bessel 序列,
进而

移
j沂J

(撰 j + 撰 jT)*(撰 j + 撰 jT) =

移
j沂J

( I + T)*撰*
j 撰 j( I + T) f =

( I + T)*移
j沂J

撰*
j 撰 j( I + T) f =

( I + T)*S( I + T) f
所以{撰 j + 撰 jT} j沂J的框架算子为( I + T)*S( I + T) .

又因为

( I + T)*S( I + T)逸S逸姿2KK*

再由引理 6,{撰 j + 撰 jT} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框
架. 对于任意自然数 n,{撰 j + 撰 jTn} j沂J的框架算子

为( I + TN)*S( I + Tn)逸S,所以{撰 j + 撰 jTn} j沂J为 U
关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架. 证毕.

注 4摇 用相同的方法,可以推广到有限个 K鄄g鄄
框架的情形.

推论 2摇 设{撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架

且框架算子为 S,{J1,J2}是 J 的一个分划,Si 是 g鄄
Bessel 序列{撰 j} j沂Ji,i = 1,2 的框架算子,则对于任

意的自然数 n、m,{撰 j + 撰 jSn
1} j沂J1 胰{撰 j + 撰 jSm

2 } j沂J2

为 U 关于{撰 j} j沂J的 K鄄g鄄框架.
证明:对于任意的 f沂U,

(

有

移
j沂J1

椰(撰 j + 撰 jSn
1) f椰 )2

1
2

(

=

移
j沂J

椰撰 j f椰 )2
1
2 (+ 移

j沂J
椰撰 jSn

1 f椰 )2
1
2
臆

B椰f椰 + B椰Sn
1椰椰f椰 = B(1 +椰Sn

1椰)椰f椰

(

类似有

移
j沂J2

椰(撰 j + 撰 jSm
2 ) f椰 )2

1
2
臆B(1 +椰Sm

2 椰)椰f椰

则{撰 j + 撰 jSn
1 } j沂J1、{撰 j + 撰 jSm

2 } j沂J2 均为 g鄄Bessel 序
列,所以

{撰 j + 撰 jSn
1} j沂J1胰{撰 j + 撰 jSm

2 } j沂J2

为 g鄄Bessel 序列,对于任意的 f沂U,有

移
j沂J1

(撰 j + 撰 jSn
1)*(撰 j + 撰 jSn

1) f =

( I + Sn
1)*移

j沂J1

撰*
j (撰 j + 撰 jSn

1) f =

( I + Sn
1)*S1( I + Sn

1) f =
( I + Sn

1)(S1 + Sn + 1
1 ) f =

(S1 + 2Sn + 1
1 + S2n + 1

1 ) f
所以,{撰 j + 撰 jSn

1} j沂J1、{撰 j + 撰 jSm
2 } j沂J2的框架算子分

别为 S1 + 2Sn + 1
1 + S2n + 1

1 和 S2 + 2Sm + 1
2 + S2m + 1

2 ,假设 S0

是{撰 j + 撰 jSn
1} j沂J1 胰{撰 j + 撰 jSm

2 } j沂J2 的框架算子,因
为{撰 j} j沂J为 U 关于{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架且框架算子

为 S,则由引理 6,存在 姿 > 0,使得 S逸姿2KK* . 所以

S0逸S1 + S2 = S逸姿2KK*
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因此,{撰 j + 撰 jSn
1 } j沂J1 胰{撰 j + 撰 jSm

2 } j沂J2 为 U 关于

{V j} j沂J的 K鄄g鄄框架. 证毕.

2摇 结论

1) 利用 K鄄g鄄框架诱导生成 K鄄框架的性质,给出

2 个 K鄄g鄄框架的和构成 K鄄g鄄框架的充分条件,见定

理 1.
2) 利用 K鄄g鄄框架诱导生成 K鄄框架的性质,给出

2 个 K鄄g鄄框架分别在不同的线性算子作用下的和构

成 K鄄g鄄框架的条件,见定理 2.
3) 利用 K鄄g鄄框架的框架算子的性质,给出 2 个

K鄄g鄄框架的和构成 K鄄g鄄框架的条件,见定理 3 及推

论 2.
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