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摘摇 要: 为了研究形式幂级数环的表现维数,基于对环与模的有限表现维数的研究,运用同调代数上的理论与方

法,得到了 R、R[[x]]为凝聚环时,模的表现维数之间的关系以及环的表现维数之间的关系等结论.
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Presented Dimensions of Formal Power Series Rings
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Abstract: Based on the research of finitely presented dimensions of modules and rings and by using the
theory and method of homological algebra, presented dimensions of formal power series rings were
described, and the relationship was obtained between presented dimensions of modules as well as between
presented dimensions of rings when R,R[[x]] are coherent rings.
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摇 摇 令 R 为环,n 为非负整数. 由文献[1鄄2],右 R鄄
模 M 称为 n鄄表现的,若它有有限的 n鄄表现,即存在

右 R鄄模的正合列

Fn寅Fn - 1寅…寅F1寅F0寅M寅0
其中每个 F i 是有限生成的自由(或投射)右 R鄄模.
显然,一个模是 0鄄表现的(或 1鄄表现的)当且仅当它

是有限生成的(或有限表现的) . 若 m逸n,则每个

m鄄表现的模是 n鄄表现的.
在文献[3]中,周德旭等定义了模的表现维数,

令 M 是右 R鄄模,记 M 的表现维数为

FPd(M) = inf {m |存在投射分解…寅Pm + j寅…
Pm寅Pm - 1寅…P0寅M寅0 使 Pm + i,i = 0,1,2…是有

限生成的}
若没有这样的分解,记 FPd(M) = 肄 . 特别地,若
FPd(M) = 0,则 M 有无限的有限表现,此时,称 M
为强表现模.

关于环 R 的表现维数,有

FPD(R) = sup {FPd(M) |M 是有限生成右 R鄄模}
易知,FPD(R) = 0圳每个有限生成模有无限的有限

表现圳每个有限生成模是有限表现的圳R 是右诺

特的.
由上可知,通过表现维数可衡量出一个模是否

有无限的有限表现,也可衡量出一个环是否是诺特

的. 本文中,研究形式幂级数环的表现维数,环为带

有单位元的环,模为右 R鄄模且是酉模,MR 为右 R鄄
模的范畴,WD(R)为 R 的弱维数,GD(R)为 R 的整

体维数. 相关文献及符号见文献[4鄄7] .

1摇 一些引理

引理 1[8] 摇 设 R1、R2 为环,f:R1寅R2 为环同态,
且通过 f,R2 成为有限表现的 R1 鄄模,则对任意 R2 鄄模
M,M 为强表现的 R2 鄄模圳M 为强表现的 R1 鄄模.

引理 2[3] 摇 若 FPd(M1),…,FPd(Mn)是有限

的,则
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FPd(M1茌…茌Mn) = max{FPd(Mi) | i = 1,…,n}
引理 3[3] 摇 假设 0寅M忆寅M寅M义寅0 是右 R鄄模

的正合列,FPd(M忆) = d忆,FPd(M) = d,FPd(M义) =
d义. 若其中 2 个是有限的,则第 3 个也是有限的,
进而

1) d臆max {d忆,d义};
2) d义臆max {d,d忆 + 1};
3) d忆臆max {d,d义 - 1} .
引理 4[3] 摇 有限生成右 R鄄模的表现维数不为

1;进一步,任意环 R 的表现维数不为 1.

2摇 形式幂级数环的表现维数

首先回顾一下形式幂级数环与模的相关知识.
设 R 为一个环,A 为一个 R鄄模,x 为一个符号,

定义形式幂级数环为 R [[ x]] {= 移
肄

i = 0
aixi | ai 沂

}R ,给出 R [[ x]] 中 2 个元 琢 ( x ) = 移
肄

i = 0
aixi,

茁(x) = 移
肄

j = 0
b jx j,定义加法和乘法为

移
肄

i = 0
aixi + 移

肄

i = 0
bixi = 移

肄

i = 0
(ai + bi)xi

移
肄

i = 0
aixi·移

肄

j = 0
b jx j = 移

肄

s =
(

0
移
i +j = s

aib )j xs

易证 A[[x]]为一个 R[[x]] 鄄模. 同时 R[[ x]]可

看成一个 R鄄模. 显然,有嵌入环同态 f1:R寅R[[x]]

以及自然环同态 f2:R[[x]]寅R,使得 f (2 移
肄

i =0
aix )i =

a0 . 于是,任意 M沂MR,通过 f2,M 成为 R[[ x]] 鄄
模,记为 MR[[x]],任意 M*沂MR[[x]],通过 f1,M*成

为 R鄄模,记为 M*
R .

引理 5[9] 摇 令 R 是完备凝聚交换代数,则作为

右 R鄄模,形式幂级数环 R[[x]]是平坦的;进一步,
有 M[[x]]艿M茚RR[[x]] .

推论 1摇 令 R 是完备凝聚交换环,则
1) 若 M 是自由 R鄄模, 则 M [[ x]] 是自由

R[[x]] 鄄模;
2) 若 M 是投射 R鄄模, 则 M [[ x]] 是投射

R[[x]] 鄄模.
定理 1摇 设 R、R[[x]]均为完备凝聚交换环,任

意 M沂MR,有
1) 若 FPd(MR) = 0,则 FPd(MR[[x]]) = 0;
2) 若 FPd(MR)逸1,则

FPd(MR[[x]]) = FPd(MR) + 1
从而又有

3) 若 FPD(R) = 0,则 FPD(R[[x]]) = 0;

4) 若 0 < FPD(R) < + 肄 ,则
FPD(R[[x]])逸FPD(R) + 1

证明:1) 若 FPd(MR) = 0,则M 为强表现 R鄄模.
考虑自然环同态 仔:R[[x]]寅R,则有 R[[x]] 鄄模的

正合列

0寅R[[x]] 寅
子

R[[x]] 寅
仔

R寅0 (1)
其中,子( f( x)) = f( x) x,仔( f( x)) = f(0),对任意

f(x)沂R[[ x]] . 于是,通过 仔,R 成为有限表现的

R[[x]] 鄄模,由引理 1,可得 M 是强表现 R[[ x]] 鄄
模,即 FPd(MR[[x]]) = 0.

2) 若 FPd (MR ) = n逸1,用数学归纳法证明

FPd(MR[[x]]) = n + 1.
淤设 FPD(MR) = 1,考虑非有限生成自由 R鄄模

F =茌R,则类似于式(1)可得 R[[ x]] 鄄模正合列:
0寅F [[ x]] 寅F [[ x]] 寅F寅0,其中 F [[ x]] =
R[[x]]茚RF为自由 R[[x]] 鄄模(由引理 5 和推论 1
可得),于是有 FPd(FR[[x]] )臆2,再由引理 1 可得

1臆FPd(FR[[x]])臆2. 若 FPd(FR[[x]]) = 1,则有 F 作

为 R[[x]] 鄄模的正合列 0寅K* 寅
i

P* 寅
仔

F寅0,这
里 P*为非有限生成投射 R[[ x]] 鄄模,K*为强表现

R[[x]] 鄄模,对任意 p沂P*,仔( xp) = x仔( p) = 0,
仔(p)沂F,x沂ann(F)(即对任意 a沂F,都有 xa = 0),
于是 xp沂 i(K*). 取投射 R[[x]]鄄模 Q*,使 P* 茌
Q* = F*为自由 R[[x]] 鄄模,因 i(K*)有限生成,故
存在 F*的直和分解 F* = F*

1 茌F*
2 ,其中 i(K*)奂

F*
1 ,F*

1 为有限生成的自由 R[[x]] 鄄模,F*
2 为自由

R[[x]] 鄄模. 又因 P*为 F*的一个非有限生成的直

和项,所以 P*埭F*
1 ,则存在 p1沂P*,使 p1埸F*

1 . 设

F*
1 和 F*

2 的一组基分别为(y1,…,yk,…)和{ z j} j沂J,

则有 p1 = 移
肄

i = 1
姿忆iyi + 移

j沂J
姿义jzj,式中:姿义j 不全为零;姿忆i、

姿义j沂R[[x]] . 再由 xp1沂i(K*)奂F*
1 ,得 移

肄

i = 1
k忆iyi =

xp1 = 移
肄

i = 1
x姿忆iyi + 移

j沂J
x姿义jz j,则有 x姿义j = 0,对任意 j沂

J. 而 x 为未定元,故 姿义j = 0. 这与 p1埸F*
1 矛盾,故

FPd(FR[[x]])屹1,FPd(FR[[x]] ) = 2. 类似地,由 P*

为非有限生成投射 R鄄模,仿上可证 FPd(P*
R[[x]] )逸

2,又因 P*茌Q* = F*为自由 R[[x]] 鄄模,由引理 2,
FPd(P*

R[[x]])臆FPd(F*
R[[x]])臆2,则 FPd(P*

R[[x]]) =2.
设 FPd(MR) = 1,考虑 R鄄模 M 的正合列:0寅

K寅P寅M寅0,这里 P 为投射 R鄄模,K 为强表现模,
该正合列可视为 R[[x]] 鄄模的正合列,由上面证明

可知:FPd(KR[[x]]) = 0,FPd(PR[[x]] ) = 2,由引理 3,
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有 FPd(MR[[x]])臆2 和 FPd(MR[[x]])逸FPd(PR[[x]]) =
2,所以,FPd(MR[[x]]) = 2.

于设 FPd(MR) = 2,由引理 1 及上面的证明可

知 FPd(MR[[x]])逸2. 考虑 M 的正合列:0寅K寅P寅
M寅0,这里 P 为投射 R鄄模, FPd ( KR ) = 1,于是

FPd(PR[[x]])臆2, FPd ( KR[[x]] ) = 2. 由 引 理 3,
FPd(MR[[x]])臆 3. 下 证 FPd ( MR[[x]] ) 屹 2. 若

FPd(MR[[x]]) = 2,可作 R[[x]] 鄄模的正合列

0寅K*寅F*寅M寅0
这里 F*为自由 R[[x]] 鄄模,FPd(K*

R[[x]] ) = 1,从而

又有 R鄄模的正合列:0寅K* / (xF*)寅F* / (xF*)寅
M寅0,由于 FPd(MR) = 2,F* / (xF*)为自由 R鄄模,
则有 FPd(K* / (xF*

R )) = 1. 作 K*的 R[[x]] 鄄模正

合列:0寅K*
1 寅F*

1 寅K* 寅0,这里 K*
1 为强表现

R[[x]] 鄄模,F*
1 为投射 R[[x]] 鄄模,由模同态定理

可得 R鄄模的正合列

0寅K*
1 / (xF*

1 )疑K*
1 寅F*

1 / (xF*
1 )寅K* / (xK*)寅0

式中:F*
1 / (xF*

1 )为投射 R鄄模;K*
1 / ( xF*

1 )疑K*
1 为

强表现 R鄄模. 则有 FPd(K* / (xK*
R ))臆1.

再考虑 R鄄模 的 正 合 列: 0 寅 xF* / ( xK* ) 寅
K* / (xK*)寅K* / (xF*)寅0,由前面所证 FPd(K* /
(xK*

R ))臆1和 FPd(K* / ( xF*
R )) = 1,再由引理 3,

FPd(xF* / (xK*
R ))臆1. 又因 x 为未定元,则 xF* /

(xK*) 艿F* / K*艿M,于是 FPd (MR ) 臆1,与假设

FPd(MR) =2 矛盾. 于是,有 FPd(MR[[x]]) =3.
盂归 纳 假 设 当 FPd ( MR ) = n 逸 2 时, 有

FPd(MR[[x]]) = n + 1. 下设 FPd(MR) = n + 1,作 R鄄
模的正合列:0寅K寅F寅M寅0,这里 FPd(KR) = n,F
为自由 R鄄模. 由归纳假设,有

FPd(KR[[x]]) = n + 1 > 2,FPd(FR[[x]])臆2
由引理 3,有

FPd(MR[[x]])臆max{FPd(FR[[x]]),
FPd(KR[[x]]) + 1}臆n + 2

又有

max{FPd(FR[[x]]),FPd(MR[[x]]) - 1}逸
FPd(KR[[x]]) = n + 1

则 FPd(MR[[x]])逸n + 2. 所以 FPd(MR[[x]]) = n + 2.
3)、4)显然成立.
注 1:从定理 1 的证明可见,对于任意 M沂MR,

FPd(MR[[x]])屹1.
推论 2摇 设 R、R[[ x]]为完备凝聚交换环,且

0 < FPD(R) < + 肄 ,则 FPD(R[[x]])逸3.
证明:因为无表现维数为 1 的环,故 FPD(R)逸

2,于是 FPD(R[[x]])逸3.
推论 3 摇 设 R 为半局部的完备凝聚交换环,

R[[x]]为完备凝聚交换环,且 0 < FPD(R) < + 肄 ,
则 FPD(R[[x]])逸4.

证明:因为没有表现维数为 2 的半局部环.
定理 2摇 设 R 是完备凝聚交换环,M 为 R鄄模,则

FPd(MR) = FPd(M [[x]] R[[x]]) .
证明:令 FPd(MR) = n,即存在投射分解…寅

Pn + j寅…Pn寅Pn - 1寅…P0寅M寅0 使得 Pn + i,i = 0,1,
2,…是有限生成的. 故得 M[[ x]]的投射分解(由
引理 5 和推论 1,R[[ x]]茚P i艿P i [[ x]],i = 0,1,
2,…是投射 R[[x]] 鄄模)

…寅R[[x]]茚Pn + j寅…寅R[[x]]茚Pn寅
R[[x]]茚Pn -1寅…寅R[[x]]茚P0寅R[[x]]茚M寅0

若 Pn + i, i = 0,1,…是有限生成的,则 R [[ x]] 茚
Pn + i,i = 0,1,…也是有限生成的. 于是

FPd(M [[x]] R[[x]])臆FPd(MR)
现在假定 M[[x]]有投射分解

…寅Qn + j寅…寅Qn寅Qn - 1寅…寅Q0寅M[[x]]寅0
(2)

使得 Qn + i, i = 0,1,2,…是有限生成的. 这些 Qi 都

是投射 R[[x]] 鄄模,但作为 R鄄模,它们首先是投射

R鄄模,作为一个 R鄄模,M[[x]]事实上是可数无穷多

个 M 的直积,因此 FPd( 仪 M)臆n,若取式(2)为
M[[ x]] 的一个最短的投射分解,则由引理 2,
FPd(MR)臆n = FPd(M [[x]] R[[x]]) .

综上,有 FPd(MR) = FPd(M [[x]] R[[x]]) .
定理 3摇 设 R、R[[x]]为凝聚环,则任意 M*沂

MR[[x]],FPd(M*
R[[x]])臆FPd(M*

R ) + 1.
证明:任意 M*沂MR[[x]],考虑 R[[x]] 鄄模的正

合列

0寅M*[[x]]寅M*[[x]] 寅
e

M*寅0
式中: e:M* [[ x]] 寅M*,m* 茚 xi am* xi,任意

m*沂M* . 由引理 3 和定理 2 得

FPd(M*
R[[x]])臆FPd(M*[[x]] R[[x]]) + 1臆

FPd(M*
R ) + 1

定理 4摇 设 R、R[[ x]]为完备凝聚交换环,若
下列 2 个条件之一成立,则有 FPD ( R [[ x]]) 臆
FPD(R) + 1.

1) 若存在一个有限生成的 R[[x]] 鄄模 M*,使
FPd(M*

R[[x]]) = FPD(R[[ x]]),且 M*视为 R鄄模是

有限生成的;
2) 若 存 在 循 环 R [[ x ]] 鄄模 ( a* ), 使

FPd (a*) R[[x]] = FPD(R[[x]]),且(a*)视为 R鄄模
是有限生成的.

从而当 FPD(R) > 0 时,又有
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FPD(R[[x]]) = FPD(R) + 1
证明: 2)的条件蕴含 1)中条件成立,故只需在

条件 1)下证明定理结论成立即可.
若 1) 成立,由定理 3,得 FPD ( R [[ x]]) 臆

FPD(R) + 1. 若又有 FPD ( R) > 0,由定理 1,得

FPD(R[[x]])逸FPD(R) + 1,于是 FPD(R[[x]]) =
FPD(R) + 1.

定理 5摇 设 R、R[[ x]]为完备凝聚交换环,若
下列 2 个条件之一成立,则有 FPD ( R [[ x]]) =
FPD(R) + 1.

1) WD(R) < GD(R);
2) FPD(R) = GD(R) + 1.
证明:显然 1)成立,则 2)成立(见文献[3]),当

FPD(R) = GD(R) + 1 时,有
GD(R[[x]]) = GD(R) + 1 = FPD(R)

从而由文献[3]中命题 4郾 2,有
FPD(R[[x]])臆GD(R[[x]]) + 1 = FPD(R) + 1

又因此时 FPD(R) > 0,由定理 1,得
FPD(R) + 1臆FPD(R[[x]])

从而有 FPD(R[[x]]) = FPD(R) + 1.

3摇 结论

1) 设 R、R[[x]]为完备凝聚交换环,任意 M沂
MR,有

淤 若 FPd(MR) = 0,则 FPd(MR[[x]]) = 0;
于 若 FPd(MR)逸1,则

FPd(MR[[x]]) = FPd(MR) + 1
从而又有

盂 若 FPD(R) = 0,则 FPD(R[[x]]) = 0;
榆 若 0 < FPD(R) < + 肄 ,则

FPD(R[[x]])逸FPD(R) + 1
2) 设 R 是完备凝聚交换环,M 为 R鄄模,则

FPd(MR) = FPd(M [[x]] R[[x]]) .
3) 设 R、 R [[ x]] 为凝聚环,则任意 M* 沂

MR[[x]],FPd(M*
R[[x]])臆FPd(M*

R ) + 1.
4) 设 R、R[[x]]为完备凝聚交换环,若下列 2 个

条件之一成立,则有 FPD(R[[x]])臆FPD(R) +1.
淤 若存在一个有限生成的 R[[x]] 鄄模 M*,使

FPd(M*
R[[x]]) = FPD(R[[ x]]),且 M*视为 R鄄模是

有限生成的;
于 若 存 在 循 环 R [[ x ]] 鄄模 ( a* ), 使

FPd (a*) R[[x]] = FPD(R[[x]]),且(a*)视为 R鄄模
是有限生成的.

从而当 FPD(R) > 0 时,又有

FPD(R[[x]]) = FPD(R) + 1
5) 设 R、R[[x]]为完备凝聚交换环,若下列 2

个条件之一成立,则有 FPD(R[[x]]) =FPD(R) +1.
淤 WD(R) < GD(R);
于 FPD(R) = GD(R) + 1.
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