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三体量子态的纠缠性质

赵 慧, 郭 莎
(北京工业大学 应用数理学院, 北京 100124)

摘 要: 为了研究多体量子态的纠缠性质,构造了一类三体量子态. 利用矩阵分析理论中的分块矩阵、正矩阵、对
角占优矩阵的性质,运用量子信息中的值域判据、可分判据,研究了密度矩阵的结构和部分转置;证明了在分割 A-
BC和 B-AC下密度矩阵是纠缠的,在分割 AB-C下密度矩阵是可分的. 由此得到在分割 A-BC和 B-AC下,量子态

是束缚纠缠态,在分割 AB-C下量子态是可分态,给出了一类三体量子态在任意两体分割上的纠缠性质.
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Entanglement Properties of the Tripartite Quantum States

ZHAO Hui, GUO Sha
(College of Applied Sciences, Beijing University of Technology, Beijing 100124,China)

Abstract: To study the entanglement properties of multipartite quantum states, a class of states in the
tripartite quantum systems was constructed. Using the properties of the partitioned matrix, the positive
matrix and the diagonally dominant matrix, applying the range criterion, the separable criterion, the
structure and the partial transpositions of their density matrices were analyzed. The research shows that
the states are entangled for the splits A-BC and B-AC, separable for the split AB-C. Therefore it can be
concluded that the states are bound entangled for the splits A-BC and B-AC, separable with respect to
the split AB-C, and finally the entanglement properties of any bipartite splits of the tripartite states are
provided.
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  纠缠是量子理论的一种重要资源,能解释很多

经典理论所不能解释的现象. 对于纠缠理论的研

究,人们已经相继提出部分转置正( positive partial
transposition, PPT)判据[1]、矩阵重排判据[2]、值域

判据[3]等. 不可提纯的量子纠缠态称为束缚纠缠

态. 自 Horodecki[3]给出第 1 个束缚纠缠态的例子

以来,越来越多的学者致力于束缚纠缠的研究[4-10] .
文献[11]在 4 4 量子系统上构造了一类束缚纠缠

态. 文献[12]给出了一类当且仅当 N≥6 时可违背

Bell不等式的 N体束缚纠缠态. 本文在子系统维数

分别为 3 的三体量子系统 HA HB HC 上构造了

一类三体量子态,利用值域判据证明了在分割

A-BC和 B-AC下,此类态是束缚纠缠态,利用文献

[13]的结论,证明了在分割 AB-C 下此类态是可

分的.

1 基本定义

定义 1 如果 N体态 ρ可写成

ρ = ∑
N

i = 1
piρi1 ρi2 … ρiN
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式中 pi 为对应概率,则称其为可分态;反之,如果态

ρ不能写成以上形式,则称其为纠缠态.
定义 2 复合系统 AB上的态 ρAB的部分转置记

为 ρTAAB或 ρ
TB
AB,其定义如下:设{ iA}{ iB}分别为 A、B系

统的标准正交基,则

ρTAAB = ∑
ij
< iA | ρAB | jA> | jA>< iA |

ρTBAB = ∑
ij
< iB | ρAB | jB> | jB>< iB |

定义 3 称 HM1 HM2 … HMk为 N 体量子系

统 H1 H2 … HN 的一个 k(k≦N)分割,其中 Mi

是M = {1,2,…,N}的互不相交子集,并且∪
k

i =1
Mi =M.

定义 4  不可提纯的纠缠态称为束缚纠缠态.
定义 5 设 A 为 n 阶方阵,如果 A 的主对角线

元素的绝对值大于等于同行其他元素的绝对值之

和,则称之为对角占优矩阵.

2 三体量子态的纠缠性质

设复合量子系统 ABC 的 3 个子系统分别为 3
维的复希尔伯特空间,{ei} 3i = 1是子系统的一个标准

正交基,则 HA HB HC 上的三体纯态 | ψ>可表

示为

|ψ> = ∑
3

i,j,k = 1
aijkei e j ek

式中 ∑
3

i,j,k = 1
aijka*ijk = 1.

定义纯态

|ψ ± b> =
(0,0,0,0, ± b,c,0,0,0,0,±b, - c,0,…,0) t

|ψ ± a> =
(0,…0,0, ± a,d,0,…,0,0,±a, - d,0,…,0) t

式中: | b | 2 + | c | 2 = 1 / 2; | a | 2 + | d | 2 = 1 / 2.

设 ρa =
1
2 ρ + a +

1
2 ρ - a,ρb =

1
2 ρ + b +

1
2 ρ - b,其中

ρ + a = |ψ + a><ψ + a | ,ρ - a = |ψ - a><ψ - a | ,ρ + b = |ψ + b>
<ψ + b | ,ρ - b = |ψ - b><ψ - b | .

构造三体态

ρ = ξρ0 + (1 - ξ)I,0 < ξ≦
1
4

这里,混态 ρ0 =
1
2 ρa +

1
2 ρb . I 是一个 27 × 27 阶矩

阵,且只有以下非零元:

I2,2 = I3,3 = I14,14 = I15,15 = I26,26 = I27,27 =
1
6

复合系统 ABC有 3 种不同的两体分割:A-BC、

B-AC、AB-C[14] . 以下将分别讨论量子态在这 3 种

不同分割下的纠缠性质.
1) 在分割 A-BC下 ρ的纠缠性质

首先利用分块矩阵来表示矩阵 ρ,设子块

D = 1 - ξ6

0 0 0
0 1 0
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, x3 =
ξ
2 | a |

2, x4 =
ξ
2 | d |

2

则矩阵 ρ可表示为

ρ =
D 0 0 0 0 0 0 0 0
0 C1 0 - C1 0 0 0 0 0
0 0 C2 0 0 0 - C2 0 0
0 - C1 0 C1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 D 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 - C2 0 0 0 C2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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当 0 < ξ≦14 时,ρTA非零厄米对角占优,从而 ρTA

是半正定矩阵[15] . 即当 0 < ξ≦ 14 时,ρ 是 PPT 的.

下面证明 ρ是纠缠的.
设 e1 e1 e1,e1 e1 e2,e1 e1 e3,e1 e2 

e1,…,e3 e3 e3 是希尔伯特空间 HA HB HC 的

一组基. ρ值域中向量可表示为以下 2 种形式:
μ = (0,A,B,0,C,D,0,E,F,0, - C, - D,0,G,
H,0,0,0,0, - E, - F,0,0,0,0,I,J) t

μ = (a1,a2,a3) t (b1,…,b9) t

比较以上 2 式可得:
① a1b1 = a1b4 = a1b7 = a2b1 = a2b4 = a2b7 =

a2b8 = a2b9 = a3b1 = a3b4 = a3b5 = a3b6 = a3b7 = 0.
② a1b5 = - a2b2 = C;a1b6 = - a2b3 = D.
③ a1b8 = - a3b2 = E;a1b9 = - a3b3 = F.
显然 a2a3 = 0,否则由①②③得 b1 =… = b9 = 0,

从而矛盾. 所以分以下情况讨论.
(i) 当 a2 = a3 = 0 时,a1≠0. 由①②③得向量
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μ1 = (a1,0,0) t (0,b2,0,…,0) t

μ2 = (a1,0,0) t (0,0,b3,0,…,0) t

μ3 = (a1,0,0) t (0,b2,b3,…,0) t

(ii) 当 a2≠0,a3 = 0 时. 若 a1 = 0,由①②得

向量

μ4 = (0,a2,0) t (0,0,0,0,b5,0…,0) t

μ5 = (0,a2,0) t (0,…0,b6,0,0,0) t

μ6 = (0,a2,0) t (0,…,0,b5,b6,0,0,0) t

若 a1≠0,由①得向量

μ7 = (a1,a2,0) t (0,b2,0,0,b5,0…,0) t

μ8 = (a1,a2,0) t (0,0,b30,b6,0,0,0) t

μ9 = (a1,a2,0) t (0,b2,b30,b5,b6,0,0,0) t

(iii) 当 a2 = 0,a3≠0 时,若 a1 = 0,由①③得

向量

μ10 = (0,0,a3) t (0,…,0,b8,0) t

μ11 = (0,0,a3) t (0,…,0,b9) t

μ12 = (0,0,a3) t (0,…,0,b8,b9) t

若 a1≠0,由①得向量

μ13 = (a1,0,a3) t (0,b2,0,…,0,b8,0) t

μ14 = (a1,0,a3) t (0,0,b30,0,0,0,0,b9) t

μ15 = (a1,0,a3) t (0,b2,b30,0,0,0,b8,b9) t

可得到张成 ρ的值域空间的一组线性无关的向

量组 μ1、μ2、μ4、μ5、μ7、μ8、μ10、μ11、μ13、μ14 . 对其作

相对 A系统的部分复共轭所得全体向量与 ρTA值域

中向量 μ = (1,0,0) t (0,0,0,0,1,0,…,0) t 线性

无关,从而无法张成 ρTA的值域. 因此,由值域判据

可知 ρ是纠缠的.
综上所述,在 A-BC分割下,ρ是束缚纠缠的.
2) B-AC分割下的 ρ的纠缠性质

类似 1)中的方法可证明 ρ是束缚纠缠的.
3) AB-C分割下的 ρ的纠缠性质

采用文献[13]中的方法分以下 4 步进行:

① 由等式 | λE - ρ | = λ (17 λ - 1 - ξ )6
6
(λ -

ξ | b | 2)(λ - ξ | c | 2)(λ - ξ | a | 2)(λ - ξ | d | 2) = 0 可得

ρ的非零特征值为
1 - ξ
6 (6 重),ξ | b | 2,ξ | c | 2,ξ | a | 2,

ξ | d | 2 . 属于特征值
1 - ξ
6 的一组线性无关的特征向

量为

v1 = (0,1,0,…,0) t

v2 = (0,0,1,0,…,0) t

v3 = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0…,0) t

v4 = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,…,0) t

v5 = (0,…,0,1,0) t

v6 = (0,…,0,0,1) t

属于特征值 ξ | b | 2、ξ | c | 2、ξ | a | 2、ξ | d | 2 的特征

向量分别是

v7 = (0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, - 1,0,…,0) t

v8 = (0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, - 1,0,…,0) t

v9 = (0,0,0,0,0,0,0,1,0,…,0,
- 1,0,0,0,0,0,0,0) t

v10 = (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,…,0,0,
- 1,0,0,0,0,0,0) t

② 设 Br( r = 1,…,16)是一个只有 4 个非零元

的 27 × 27 阶对称阵. 设(Aij,Akl) (Amn,Ast)表示

(Aij,Akl) = λ(Amn,Ast)(λ为一常数) . 根据

(A11,A12) (A21,A22),(A11,A12) (A31,A32),…,
(A11,A12) (A91,A92)

以及

(A11,A13) (A21,A23),(A11,A13) (A31,A33),…,
(A11,A13) (A91,A93)

可得 Br( r = 1,…,16)的 4 个非零元为

当 r = 1,…,8 时,有
(Br) 1,3r + 2 = - 1
(Br) 2,3r + 1 = 1
(Br) 3r + 1,2 = 1
(Br) 3r + 2,1 = - 1

当 r = 9,…,16 时,有
(Br) 1,3r - 21 = - 1
(Br) 3,3r - 23 = 1
(Br) 3r - 23,3 = 1
(Br) 3r - 21,1 = - 1

设对称矩阵 Tr( r = 1,…,16)的矩阵元为

Trij = <vi |Br | v*j >,i,j = 1,…,10
式中:*为复共轭; | vi>为①中对应于 ρ 的非零特征

值的线性无关的特征向量. 由此易得 Tr 均为零

矩阵.
③ 设 λ jr ( j = 1,…, lr ( lr≦11))表示 Tr (Tr) ＇

( ＇为转置共轭)的特征值的平方根,并且按递减排

列. 由②知 λ jr = 0,从而 ar = λ1r -∑
lr

i = 2
λ ir = 0.

④ 由③可知,只需考虑以下关于 ai1,…,ai10的
方程组是否有非零解.
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| zi> = ai1 | v1> + ai2 | v2> +… + ai10 | v10>

<zi |B1z*i > = 0
 
<zi |B16 | z*i > = 0
i = 1,…,k(k≥10

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï )

易知方程组有无穷多解,必有非零解,从而 ρ
可分.

3 结论

复合系统 ABC有 3 种不同的两体分割:A-BC、
B-AC、AB-C. 量子系统 HA HB HC 上的三体量子

态在以上 3 种不同分割下的纠缠性质如下:
1) A-BC分割下的 ρ 的纠缠性质. 密度矩阵 ρ

对于子系统 A的部分转置为正且 ρ 是纠缠的,因而

ρ是束缚纠缠态.
2) B-AC分割下的 ρ 的纠缠性质. 密度矩阵 ρ

对于子系统 B的部分转置为正且 ρ 是纠缠的,因而

ρ是束缚纠缠态.
3) AB-C分割下的 ρ的纠缠性质. ρ是可分态.
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