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摘 要
�
为了研究血管的超弹性能

，

建立了动脉血管的 �种各向同性超弹性材料模型
�

应用三维有限元方法对

血管的双向拉伸实验进行模拟计算
，

通过与实验结果比较证明
，

在一定变形范围内
，

血管为各向同性超弹性材

料
，

它的应力一应变关系可以用这 �种模型表示
，

在不同的变形范围内
，

血管内各类纤维的走向和性能决定血管

的宏观力学性能
�

关镇词
�
血管 �超弹性
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血管是典型的生物软组织
，

宏观力学性能具有典型的非

线性和钻弹性等特性
，

这是由其生理结构决定的
，

见图 ��
’ 〕

�

一般说来
，

血管共分为 �类 〔‘��弹性血管和肌肉血管
�

弹性血

管的直径通常较大
，

一般分布在心脏附近
，

如大动脉
、

颈动脉
、

骼动脉等 �肌肉血管多分布在肢体上
，

直径通常较小
，

如股动

脉
、

腹动脉
、

脑动脉等
�

血管具有明显的层结构
，

可分为内
、

中
、

外 �层
，

分别由内弹性膜和外弹性膜分隔开
，

力学性质明

显不同���
�

内层最薄
，

为一层基膜
，

上面附着一层 内皮细胞
�

在年轻人的肌肉血管中
，

内层很薄甚至不存在
，

对血管壁的力

学性能不起什么作用
�

中层最厚
，

由平滑肌细胞
、

弹性纤维
、

胶原纤维及多层弹性膜构成的三维网状结构
，

呈螺旋状分布
�

因为螺旋爬升的角度很小
，

所以中层的纤维近似环形分布
，

使 图 � 动脉血管的细观结构

中层能承受很大的载荷作用
�

外层的厚度介于内
、

中层之间
，

���
�

� �������������� �� 。 �����

由生产胶原纤维和弹性纤维的纤维原细胞
、

细胞基质
、

大量束

状胶原纤维交错组成
，

纤维排列与中层相比较为杂乱
，

外层外面包围着大量疏松结缔组织
�

胶原纤维的数

量多
，

它的形状呈波形并沿小角度螺旋状爬升分布
，

在变形较小时
，

主要由中层的弹性纤维来抵抗载荷作

用
，

可视为各向同性体 �当变形加大时
，

胶原纤维被拉伸
，

此时血管的刚度明显增大
，

表现出各向异性的材

料性质
�

另外
，

人体不同部位的血管结构也大不相同
，

例如在脑血管中
，

仅仅有内
、

中层而没有外层�‘ 〕
�

最先对血管进行研究的是 ����等人 〔�
一

��
，

他们提出的血管模型至今仍广为应用
�

����������
“ 一

��等人

在 ����工作的基础上对模型进行了简化
，

忽略了血管壁厚方向的变形
，

将血管简化为膜材料
，

运用有限

元方法求出血管的应力与应变并与实验结果作比较
，

通过实验证明 ����的模型较为刚性化
，

不能描述血

管壁完整的应力一应变关系
�

人们通常对血管进行如下基本假设
�

��血管壁是不可压缩或近似不可压缩材料 ���完全的超弹性体 �

��具有各向同性性质 ���没有残余应力和应变
�

对于假设 �
、
�

，

学者们没有疑问
，

但假设 �
、
�却受到普遍质
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疑
�

简单却经典的例子就是将一段血管纵向剪开一个小豁 口后
，

血管会在豁 口处张开一定角度
，

这是由于

解剖后从活体中取得的血管具有残余应力
，

在豁 口处得到应力释放的原因
�

与经典的弹性理论不同
，

在发生大变形的条件下
，

仅用弹性模量不能描述血管的应力一应变关系���
，

需要使用应变能函数—势能函数表示
，

一般是右柯西一格林应变或主伸长率表示的函数
�

应力的具体表

达式直接从应变能函数推导出
，

作者将血管模拟成近似不可压缩材料
，

采用经典的 ����������� 材料和

主轴超弹性材料来模拟血管
�

这 �种材料分别用右柯西一格林应变和主伸长率来表示应变能函数
�

� 超弹性模型

�
�

� ��，������� 材料

���
一

������� 材料通常用来描述各向同性的超弹性橡胶类材料
�

近似不可压缩 ���
一

������� 材料的

势能函数表达式为���

必���� 必���� ���� ���

式中
，

必���为畸变能 � ����为体积应变能 �� 为右柯西一格林应变张量 ��二 ���� 表示体积变量
�

由于 必

���� 必�亡�
，

式���可以分别表示为

、、，矛、�产
�八�

了‘、、亨了、、一

合�
‘�亡一 ��

��一 ���付

�一�
一一

必���

����

式中
，
产 为材料的拉梅系数

，

与泊松 比
。
和杨氏模量 � 的关系为 产 二 �

���� 。 �
’
‘
为体积模量

�

把式���对

� 求导可得第 �����
一

������
���应力�简称第 ��

一

� 应力�的表达式为

、�产、�产、了�
�‘�反�

�了、护‘、了�、、
�一 �

半
一 �

罕
一 。
旦卫亚� ‘ ， 丫 八 �
�� ��

将式���
、

���代入式���中可得

�旦

半
立一 、 号�

�一

晋
�·

��一

�

式中
，
�表示单位 �

。

丝互‘ ， ， 入 一
�� ��

阶张量
，

� ‘ ��一 ����
一 �

整理可得

、，产、产�﹃了只︶
了�、�‘
、

� 之

� �川
�

，一
冬
��

��
�

为了在欧拉坐标系下实现有限元计算
，

� ��
一 �万���

�
� “ ，一 ‘，�� 一 ‘

需要将第 ��
一

� 应力 �转换为柯西应力
。 ，

式中
，
� 是变形梯度张量 �� 二

��
�

�

将式���代人到式���中
，

可以得到

一 、 一

普�卜告小
‘ ��一 ��，�一

式中
，
�为左柯西一格林应变张量 ��� ���

�

材料的本构关系可以表示为

口��� ���走声走�

���

����

式中
， ��‘为 �阶欧拉弹性张量 �也称物质弹性张量�分量 �。 一 �

器
� 。 表示阿尔曼西应变

， 。 一 �， �

�
一 ‘
��� �。 沙，的表达式为

·���‘ 一 �、 一

晋�合
�·。 。 ‘、。 ，一

告
，。 。�，一

告
�。 。走，�

合
��。�。爪‘

〕�
·�，一 ����。 。 �，一 �。 谈。 ‘

� ����

�
�

� 主轴超弹性材料

在许多以实验数据为基础构造的本构关系中
，

常以主方向
� 。
�
。 一 �

，
�

，
�的伸长率 又

。
�
。 一 �

�

�
�

�
来表示应变
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能函数
�

�
。
�
。 一 �

�

�
，
�、 �。

�
。 一 �

，

�
�

�分别表示拉格朗日坐标系下和欧拉坐标系下的坐标轴方向单位向量
�

右柯

西一格林应变张量与的关系为
�

� 名
� 二 �

又己
� 。 ⑧ � 。

���� 二��二 、子�圣又圣
��� � 几子� 久圣� �圣

应变能函数的表达式为���

必�入�
，
久�

，
入��� 毋�入

�，
入�

，
人��� ����

���
�
�

�����

���
��

���
�
�

式中

必�久
�，

����

几�
，
几��� 产���

�万
，
�“ � �一�万���� ���万����

�����

�����

���
�
��

�一�
一一

式中 天
。
一�

一

勺
。

��� 二 �
�沪�几

，，
几�

，
久��

�几乙
����

将式�����
、

���
。
�代入式����

，

根据式���可得
·。 一

鑫�
一

舒
‘、 ·

赘
，·‘ ·

�
��

‘
���

·

笋
。

����

式中
，
�� ���

。 ·
�‘ �口��� ����八‘中的欧拉弹性张量的表达式为

当 又
。

并几�

石 �厂�
����‘ � �

倪
，

了以产 十

� ， 廿砂 ‘

务���
一

枷
、 ·

�、
一

剑������。 、
习 �

� ，

月� �

立宝竺生叫立受上缸业
、己一 ‘丢

��
、
介�以场 ����

当 入
。
二 久月

十
产

尸���﹂
�一」

�红掩�� 爵
�� 一

赞���
。

�
。 、 一

剑����·。 。

架�、 一

毕��入
。

�
�� � ，

��
、
���几场 ����

�

习︸呼
�

名

� 超弹性有限元法

首先建立欧拉坐标系下的平衡方程���
�

在平衡状态下
，

单位体积中的非平衡应力
� � ���， � 了在虚速

度 加 方向上作的虚功为
占� 二 �

·

占� � � ����

在全部体积上积分
，

整理可得

“� 一

�
、 ��‘一

��，
·

“·�� ����

根据高斯定理 ����时
，�� ���

� 。 �
·

�， � 叮 �� �，
，

代入式����整理后得

。��，
， 。，�一 �

， �

拟�� 一

��
·

。，�� 一

�
� � �

，·

、 ��

�� � � � ��

式中
， ， 表示柯西应力 ��表示变形率 �了表示体力 � �表示面力

�

����

离散后虚功可以用单元上的内
、

外等效节点力 �犷�和 �犷�表示为

占� ‘· ’�价
，
�广�

。

�� 占�
。 ·

��且
‘ ’ 一 �犷’� ���

�
�

式中
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一

丁
� “ � ， 二 �

。
�� �����

产

�
�

�

�

尸

�
�

一一

心亡��
‘
石
、
�

��

式中
， �
代表所有节点中的第

�

���� �

个节点 �

��·��
·��� ���

�
�

表示节点
�
的形函数

�

将整个体积上的节点力相加可得

。��笋
，

如�� 习 占��笋
，
�

�
��

。
�二

式中
，
� 表示共有 � 个节点

，

其中 �� �

名�二
‘ ，，

�� �

包含节点
。
的单元共有 � 个

�

占，� � 〔占，不
，
占，歹

，
占叮

， …

占��户
，
占，�� 占

���� 一 ��

困 ��
。 ·

�℃ 一 �
。

�

习式
‘ ’分别表示节点

。 上的等效节点力 �

，
占，无�代入式����化简得

����

�
。

表示

����

根据变分原理
，

功在节点位移 “ � 二 〔“ 丁
， �
歹

， �
歹

，
�

， “
知上的变分等于

娜��笋
，
�，�〔� �� 占，�众

比较式����
、

����可得有限元形式的平衡方程为

����

�“ � � 一 � 二 � ����

式中 � 表示切线刚度矩阵
�

“

矛
习�

一

�

�

匕

� 算例与分析

血管具有复杂的结构
，

其力学性能不能仅用简单

的单向拉伸实验来说明
�

为了贴近人体内正常环境
，

对血管进行膨胀实验
，

即在一定的纵向拉伸率下沿血

管内壁施加一定的内压
，

测量血管外壁直径和受力情

况的变化
，

并与文献 【�
一

��的实验结果作比较
�

根据

文献
， 【�一

��所述条件建立模型进行计算
，

所建模型的

几何尺寸如图 �所示
�

根据对称性条件
，

取血管的 ��� 部分建立模型
�

采用有限元软件 �����
构建模型并进行网格划分

，

用

������� 语言编制有限元程序进行计算
�

选取 �节点

六面体等参元作为基本单元
，

之所以选取这种等参

元
，

是由于血管具有复杂的几何轮廓
，

六面体等参元

对边界适应性较强
，

用较少的单元便可将其描述出

来���
，

具体的单元划分如图 �所示
，

共划分为 ���个

单元
，
���� 个节点

，

每个单元的尺寸约为 �
�

��� ��

� �
·

����� 只 �
·

��� ��
�

血管的拉梅系数 产 取

��
�

����
，

体积模量 ‘ 取 ��������
�

根据所取材料性质的不同分为 �种模型
��。

������� 材料模型为模型 ��主轴超弹性材料模型为

模型 �
�

根据文献 【��，

利用 �种模型分别进行 �组实

验
�

首先进行纵向拉伸
，

使伸长率为 �
�

�� 或 �
�

��
，

再

使内压从 �开始按 △�二 ���� 增长
，

分步计算出血

管内
、

外表面的第 ��
一

� 应力与格林应变
，

绘制应力一

应变曲线
�

图 �是根据计算得到的 �种模型外表面

周向格林应变 �。 ，

周向第 ��
一

� 应力 �。 及纵向第 ��
一

�

图 � 血管简化模型及几何尺寸 �单位
�

毫米�

���
�

� ��� ��������������� �� ��� ���������
��

图 � ���血管有限元模型及边界约束条件

���
�

� �� ���
�������

������ �����������
�

���
���
卿

����� ��������

应力 ��绘制的应力一应变曲线
，

并与文献 〔��中
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给出的实验结果做比较
�

图��
�
�表示在 心 二 �

�

�� 的条件下
，

周向格林应变与周向第 ��
一

� 应力的关系
�

可以看出
，

模型 �
、

模

型 �曲线的变化趋势与实验曲线相同
，

都是上凸形的
，

并且模型 �的计算结果与文献 〔��较好吻合
�

表明

血管在 琴� 平面�横向截面�上具有匀质
、

各向同性的性质
�

当周向应变大于 �
�

�后
，

与实验结果相比
，
�

种模型应力增长速度变得缓慢
，

在曲线上表示为曲线上各点的曲率半径不断增大
�

这是因为随着应变的

增大
，

中层和外层中的波状胶原纤维被拉伸
，

使得血管的刚度不断增大
，

所以实验曲线上相应的应力增长

要大于模型 �
、

模型 �所代表的超弹性匀质各向同性材料
�

图 ����表示在 七 � �
�

�� 的条件下
，

周向格林

应变与纵向第 ����应力的关系
，

实验曲线为下凸曲线
，

模型 �
、

模型 �计算所得的曲线为上凸曲线
，
�条

曲线上各点的曲率半径都非常大
，

曲线近似于直线
�

应变相同时
，

模型 �
、

模型 �对应的应力要大于实验结

果
�

总体看来 几�二 �
�

�� 时模型 �
、

模型 �计算结果与实验结果相近
�

������
�卫�且

����八
勺几�����

厂
，
�����’�

一 ‘

乡
�

“�

身
��

��

�丫
· “ 一 ’ ‘ ” ‘ 三

��

身��

��

� ‘ ’

二丁井二
下

“ 一 ’ 一 ’ ·����

。�例�讨�丁

尹
‘ ’ “

价

，，�

�

厂

���������������、������，���卜�������
��护��，一

。�例、才

片湍不六

���周向

万犷斌犷斌� 旦打才斌石方
�� ��
，
兄�二�

�

�� ���纵向
，

肠�

�
�

� �� 旦仗乏或劝节 �
�

� �
‘

� �
�

� �
、

�

��

旦旅二的洁

���周向
，

兄�二�
�

�� ���纵向

�
�

� �
�

� ��

— 实验结果 �
一模型 �计算结果

�

一 模型 �计算结果

图 � 第 ���应力与周向格林应变的曲线

���
�

� ��
������

��

����
������ �������������������� �����

图��
�
�表示在 几�� �

�

�� 的条件下
，

周向格林应变与周向第 ��
一

� 应力的关系
，

可见纵向伸长率 久� 的

增大对周向应力的影响非常大
�

作为各向同性材料
，

模型 �的周向应力在 �。 ��
�

巧 时与图 ��
�
�相比应力

增长很快
，
�。 ��

�

�� 时则增长缓慢
，

曲线变得平缓
�

模型 �与实验曲线中的周向应力都增长很快
，

表现为

曲线变陡
，

但模型 �的最大应变仅为 �
�

��
�

实验曲线中的最大周向应力由图 ��
�
�中的 �

�

�� 增长至 �
�

��
，

这同样是由胶原纤维决定的
�

当纵向拉伸率增大时
，

血管壁外层埋藏在基质中的胶原纤维伸长大大增加
，

除了血管刚度增大外
，

血管壁内各种物质的重新分布也是造成图 ��
。
�中应力增长加快的原因

�

此时
，

血管

已不能视为各向同性材料
�

图 ����表示在 久� 二 �
�

�� 的条件下
，

周向格林应变与纵向第 � �
一

� 应力的关

系
�

图����中
，

随着刚度的增大
，

实验曲线呈明显的下凸曲线
�

可以看到
，

由于 ���
一

������� 材料和主轴

超弹性材料描述的是各向同性材料
，

没有考虑纤维的作用
，

模型 �
、

模型 �的纵向应力要小于实验曲线的

�
勺、才

纵向应力
�

从上述图 ����
、

�
。
�中可以看到

，

当仅对模型进行

纵向拉伸即内压 �二 �时
，

计算所得的周向应变�绝

对值�要明显大于实验结果
，

并且与所取材料无关
�

这是血管内存在残余应力
、

应变
，

并且因私弹性导致

应力滞后的原因
�

还与实验中所取血管初始条件有

关
，

如年龄
、

身体健康状况等
�

文献【��中忽略了沿壁厚方向的变形 ，

将血管简

化为薄膜材料
�

作为比较
，

我们考察模型 �内
、

外壁

的应力一应变关系
，

见图 �
�

从图 �可见
，

在内压的作用下
，

外壁的应变小于

内壁的应变
�

当内压最大时
，

血管内壁的格林应变为

�
�

��
，

血管外壁的格林应变为 �
�

��
，

周向第 ��
一

� 应

力都是 �� ���
�

应变相同时
，

外壁的应力明显大于内

厂
· “ ‘

一�

卫打
�

才万丫命灭汀飞扮斌
�

��

图 � 几� � �
�

��时模型 �内外壁的周向第 ��
一

� 应力与

周向格林应变曲线
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壁的
�

说明血管沿壁厚方向各点的变形过程不同
�

事实上
，

由于血管具有分层结构
，

各层的性质差异很

大
，

在研究血管壁的性质时要区分不同层次
�

� 结束语

通过对血管建立模型并进行数值计算得知
，

变形在一定范围内时
，

血管内的弹性纤维是抵抗外力作用

的主要物质
，

可以将血管看作均匀的
、

各向同性超弹性材料
，
���

一

������� 材料与主轴超弹性材料都能很

好地模拟它的力学行为
�

当变形加大时
，

血管壁外层的胶原纤维受到拉伸
，

刚度增大
，

表现出明显的各向

异性 因此
，

各类纤维是血管力一变特征的决定因素
，

进一步的工作从血管细观结构的角度出发来研究血

管的力学行为
�
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