
第 36 卷 第 3 期
2010 年 3 月

北 京 工 业 大 学 学 报

JOURNAL OF BEIJI NG UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
Vol． 36 No． 3

Mar． 2010

基于再生核空间的语音信号的正交分解与实现算法

章　森，刘　磊，刁麓弘
（北京工业大学 应用数理学院，北京　100124）

摘　要：提出了一种在 Hilbert空间 W1
2［a，b］中对语音信号进行正交分解的方法及其实现算法． 利用 Hilbert 空

间 W1
2［a，b］的再生核函数构造一组｛φ∗

j （x）｝ n
1 标准正交函数组，基于该函数组｛φ∗

j （x）｝ n
1 对语音信号实施正交

分解，再根据 W1
2［a，b］中再生核函数的性质给出了计算正交分解系数的快速算法． 该方法将离散的问题影射到

连续函数空间中进行处理，同时将 Hilbert空间中的内积计算问题转化为函数在离散点的取值问题． 实验结果表
明，该方法可用于语音信号重建与特征抽取．
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　　正交分解是语音信号分析和处理的主要手段之一，其特点是语音信号经过正交分解后可以压缩信息
冗余，抽取相互独立的特征参数，以便于语音信号的压缩编码、信噪分离和特征变换等． 傅里叶变换、小波
变换等都可以看作是正交分解的特例． 因为傅里叶变换有直观的物理解释和快速实现算法，小波变换有
多分辨率分析能力，所以，在工程上它们都得到了广泛应用． 但是，傅里叶变换和小波变换在理论上存在
的局限也是众所周知的［1］ ．

再生核空间是研究语音信号分析和处理的比较理想的空间框架［2-8］ ． 这是因为再生核空间中存在再
生核函数 Kx（y），使得对再生核空间中的函数 f（y）和固定的点 x，通过内积运算表现出再生性，即：f（x）＝
（f（y），Kx（y））y ． 于是，离散的取值运算 f（x i）就可以用连续的形式表示出来：f（x i）＝（f（y），Kx i（y））y ． 这
样，离散的语音信号的分析和处理就可以通过对其等价的连续表示形式的理论分析而得到． 事实上，再生
核空间有许多特殊性质，基于再生核空间的信号分解不仅可以降低计算量，而且可以通过算子特征值理论
对语音信号的非线性特征进行研究，并分析语音信号的非线性特征与高次谐波之间的关系． 另外，可以利
用再生核空间中的近似最优插值算法构造离散语音信号的连续一致逼近［9-12］，此方法可应用于语音信号
的恢复重建，在此基础上可以实现对语音信号的高倍压缩．

再生核空间理论近十多年来得到了迅速发展，并已经被应用于信号处理、SVM、机器学习、模式识别等
领域［13-14］ ． 目前，对再生核空间的理论研究主要集中在再生核空间及其核函数的构造问题，基于再生核空
间的插值逼近问题、数值泛函问题、数值积分问题以及各类非线性算子方程的求解问题等方面． 在应用方
面，基于核函数的 SVM在模式识别与分类方面表现出了优良的性能，通过 SVM 的训练和机器学习，可以
解决非线性分类问题． 对于一维的语音信号，基于再生核空间提取的语音信号特征与语音识别中现在普
遍采用的 MFCC相比对噪声更健壮． 另外，在信噪分离、说话人识别和语音识别等领域，再生核理论及其
方法也得到了应用．

本文主要讨论基于再生核空间的语音信号的正交分解及快速实现算法． 利用 Hilbert 空间 W1
2 ［a，b］

的再生核函数构造一组标准正交函数组｛φ∗
j （x）｝ n

1，基于该函数组｛φ∗
j （x）｝ n

1 对语音信号实施正交分解，
再根据 W1

2［a，b］中再生核函数的性质给出了计算正交分解系数的快速算法． 该方法将离散的问题影射到
连续函数空间中进行处理，同时将 Hilbert 空间中的内积计算问题转化为函数在离散点的取值问题． 实验
结果表明，该方法可用于语音信号重建与特征抽取等方面．
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1　再生核空间 W1
2［a，b］

首先考察一个特殊的函数空间 W1
2［a，b］，其元素是区间［a，b］上的实值或复值函数，在其上定义适当

的内积和范数可以构成一个 Hilbert空间，而且它还是一个再生核空间，其再生核函数可以用有限的形式
表示出来．

定义 1　W1
2≡W1

2［a，b］ ＝ ｛f（x）｜ f（x）是［a，b］上绝对连续的函数，而且 f′（x）∈L2 ［a，b］｝，其中 L2

［a，b］表示在区间［a，b］上平方可积的函数集合．
定义 2　在 W1

2［a，b］上的内积与范数定义为

（f，g）＝ ∫ba （f（x）g（x）＋ f′（x）g′（x））dx，‖f‖ ＝（f，f）1 ／ 2 （1）
定理 1　W1

2［a，b］在如定义 2 所定义内积下构成一个完全的内积空间［1］ ．
定理 2　内积空间 W1

2［a，b］具有唯一的再生核函数 K（x，y），其表达式为

K（x，y）≡Kx（y）＝ 1
2sh（b － a）［ch（x ＋ y － b － a）＋ ch（｜ x － y ｜ － b ＋ a）］ （2）

且 W1
2［a，b］以 K（x，y）为再生核函数构成一个再生核空间［1］ ．
W1

1［a，b］上的再生核函数 Kx（y）满足再生性，即∀f（x）∈W1
2［a，b］和∀y∈［a，b］，有

f（y）＝（f（x），Ky（x）） （3）
在区间［a，b］上取定一稠密集 T ＝ ｛ t1，t2…｝，并记 φi（x）＝ K t i（x），可以构造 W1

2 ［a，b］上的一个完
备系．

定理 3　函数系｛φi（x）｝∞
i ＝ 1是函数空间 W1

2［a，b］上的一个完全系．
证明：设 f（x）∈W1

2［a，b］，如果有（f（x），φi（x））＝ 0，i ＝ 1，2…，，那么 f（ti）＝（f（x），φi（x））＝ 0，i ＝ 1，
2，…，由于 T ＝ ｛t1，t2…｝是［a，b］的稠密集及 f（x）的连续性，便可得 f（x）≡0，这便说明函数系｛φi（x）｝∞

i ＝ 1
是 W1

2［a，b］的一个完全系．
对｛φi（x）｝∞

i ＝ 1做 Schmidt正交化，得到 W1
2［a，b］的一个标准正交基

｛φ∗
i （x）｝∞

i ＝ 1，φ∗
i （x）＝ ∑i

j ＝ 1
β jiφ j（x） （4）

其中 β ji为正交化系数．
定理 4　W1

2［a，b］中函数 f（x）关于｛φ∗
i （x）｝∞

i ＝ 1的傅里叶级数收敛，且有

f（x）＝ ∑∞
i ＝ 1 ∑

i

j ＝ 1
β ji f（t j）φ∗

i （x） （5）
记 αi ＝ ∑i

j ＝ 1
β ji f（t j），αi 称为 f（x）的广义傅里叶系数，其中 β ji是已知的． 因此计算系数 αi 仅须计算一

些函数值即可． 在一般空间中求傅里叶系数基本都要计算积分，这样的计算实际是以丢掉大量有效数字
为代价的． 这是 W1

2［a，b］的优势之一．
定理 5　W1

2［a，b］中函数 f（x）在其子空间 S ＝ span｛φ1，φ2，…，φn｝上的投影为

　fn（x）＝（Pn f）（x）＝ ∑n

i ＝ 1 ∑
i

j ＝ 1
β ji f（t j）φ∗

i （x） （6）
且 f（ti）＝ fn（ti），fn（x）一致收敛于 f（x）． 其中 Pn ∶ W1

2［a，b］→S为投影算子．

证明：（Pn f）（x）＝ ∑n

i ＝ 1
（f（x），φ∗

i （x））φ∗
i （x）

注意到 φ∗
i （x）＝ ∑i

j ＝ 1
β jiφ j（x）以及再生核性质，那么，（Pn f）（x）＝ ∑n

i ＝ 1 ∑
i

j ＝ 1
β ji f（t j）φ∗

i （x）． 另一方面，

注意到算子 Pn 是共扼算子，因此
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　fn（ti）＝（Pn f）（ti）＝（（Pn f）（x），φi（x））＝（f（x），（Pnφi）（x））＝
　（f（x），φi（x））＝ f（ti）

可知 fn（x）一致收敛于 f（x）．
定理 5 表明，在 W1

2［a，b］中的函数 f（x）的投影即为 f（x）的一种插值． 因为在 W1
2［a，b］中完全可以利

用计算函数值而取代积分计算，这可以使计算速度与精度大大提高． 投影逼近可有更高的速度，并在保证
精度下快速实现，这是 W1

2［a，b］的优势之二． 此外，投影逼近又是一种插值逼近，因为它在插值节点处与
函数精确相等． 这是 W1

2［a，b］的优势之三．
综合定理 4 和定理 5 可以得到函数 f（x）在有限样本空间上基于再生核函数｛φi（x）｝ n

i 的正交分解为

f（x）＝ ∑n

i ＝ 1
（f（x），φ∗

i （x））φ∗
i （x）＝ ∑n

i ＝ 1 ∑
i

j ＝ 1
αiβ jiφ j（x）＝

　∑n

i ＝ 1 ∑
i

j ＝ 1 ∑
i

k ＝ 1
β jiβ ji f（x j）φk（x） （7）

由式（7）可以看出，函数 f（x）可以用有限个样本点｛f（x j）｝ n
1 来表示，这是一种插值表示形式． 在实际

计算的时候，不需要计算全部的 β ji，最多只要 3n个就够了．
再生核函数 K（x，y）的 3 维图像和 2 维图像分别如图 1 和图 2 所示． 图 1 中，x，y∈［0，1］，图 2 中，

x∈［0，1］，y分别取 0. 1，0. 2，0. 3，0. 4，0. 5，0. 6，0. 9，相当于对 y的一个离散采样．

图 1　再生核函数 K（x，y）的 3 维图像
Fig． 1　The 3-dimensional image of K（x，y）

　

图 2　再生核函数 K（x，y）的 2 维图像
Fig． 2　The 2-dimensional image of K（x，y）

　

2　语音信号在 W1
2［a，b］中的分解

语音信号 f（t）可以看作是一维时间 t的绝对连续函数． 但是，f（t）的导数函数 f′（x）是否在有限区间
上平方可积？ 这是一个必须解决的问题． 因为一般情况下不能给出语音信号 f（t）的有限解析表达式，而
给出的只是通过采样得到的一些 f（t）的离散值，所以这个问题难以直接进行处理． 一般可以用 2 种方法
对该问题进行间接处理：一种是实验的方法，即通过数值微分和数值积分大量计算［ f′（x）］ 2 在所考虑的
有限区间中的积分情况来分析 f′（x）是否在有限区间上是否平方可积；为此，对汉语语音信号中的辅音和
元音进行了计算，选取的帧长（积分区间）为 30 ms（即 240 个样本点，8 kHz采样率），计算结果表明元音段
积分值比较稳定，辅音段稍差，但［f′（x）］ 2 可积的假设是可以接受的． 另一种是逼近分析的方法． 因为语
音信号 f（x）连续，在一个有限区间内可以分解为傅里叶级数，所以，函数 f（x）可以用傅里叶级数的有限和
Sn（x）逼近之． 注意 S′n（x）是连续的，平方可积的；因此，［f′（x）］ 2可积性的假设在语音信号分析中是可以
接受的． 但 S′n（x）的第 k 项比 Sn（x）的第 k 项扩大了 k 倍，这表明原始语音信号 f（x）的高频成分对
［f′（x）］ 2的可积性有较大的影响． 因此，为了满足［f′（x）］ 2 的可积性条件，可以对原始语音信号 f（x）进行
低通滤波处理，以减少高频成分的影响，增加 f（x）的光滑性． 综上所述，在有限区间上，可以把语音信号
f（x）作为再生核空间 W1

2［a，b］中的元素进行分析和处理，并与语音信号的短时处理方法相结合．
本文均假设语音信号 f（x）∈W1

2［a，b］，并且只是在有限区间［a，b］上对 f（x）进行分析和处理． 这里
区间［a，b］相当于语音信号短时处理方法中的帧． 下面讨论如何把一帧的语音信号影射到区间［a，b］上
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并利用再生核空间 W1
2［a，b］中的再生核函数进行快速计算． 假设在［a，b］区间上的 n个采样点为

t1 ＝ a，t2 ＝ t1 ＋ b － a
n － 1，…，tn ＝ b，（n ＞ 1）

语音信号的采样值为｛f（t j）｝ n
1 ． 将一帧中语音信号的采样点影射到［a，b］区间上的｛ti｝ n

1 上，其采样值
不变． 例如，取［a，b］区间为［0，1］，在［0，1］上划分出 512 个等距节点，让这些节点与语音信号的采样点
一一对应，从而在［0，1］上利用再生核性质进行分析处理．

将语音信号在 W1
2［a，b］中进行正交分解，其特点是计算方便，插值函数 fn（x）能高速地、一致地收敛

到语音信号 f（x），这为语音信号的压缩和恢复提供了理论基础． 因为语音信号的插值函数 fn（x）在 W1
2［a，

b］中是连续的，且是由投影映射得到的，所以在语音信号分析与处理中效果较好． 在语音信号分析与处理
过程中（参见式（7）），φi（x）与 β ji并不需要对每帧语音信号都重新求 1 次，它们不依赖于分析的信号，可以
用递推算法获得． 另外，语音信号正交分解系数｛α j｝ n

1 可以作为语音信号的短时特征，也可以用于语音信
号的插值重建和滤波平滑等．

3　实现算法

在再生核空间 W1
2［a，b］中对语音信号 f（x）进行正交分解时，其正交分解系数｛α j｝ n

1 的计算方法为

α j ＝ ∑j

k ＝ 1
βkj f（xk）

其中 βkj为｛φ j（x）｝ n
1 的 Schmidt正交化系数． 因此，在计算｛α j｝ n

1 的过程中，主要工作量是计算 Schmidt 正
交化系数 βkj，而这又涉及到内积的计算． 一般情况下，计算内积需要积分运算，其计算量是很大的． 因此，
实现语音信号在再生核空间W1

2［a，b］中正交分解的主要问题是 βkj的计算能否快速实现． 本文利用W1
2［a，

b］中再生核的特性可以解决该问题．
根据｛φ j （x）｝ n

1 的定义，它是 W1
2 ［ a，b］中的线性无关函数组并具有再生性质． 对｛φ j （x）｝ n

1 施行
Schmidt正交化为

Ψ1（x）＝ φ1（x），φ∗
1 （x）＝ Ψ1（x）／‖Ψ1‖

……………………………………………………
Ψk（x）＝ φk（x）－ ∑k －1

j ＝ 1
（φk（x），φ∗

j （x））φ∗
j （x）

φ∗
k （x）＝ Ψk（x）／‖Ψk‖，k ＝ 2，…，n

（8）

由上述正交化过程可知，φ∗
j （x）是｛φi（x）｝ j

1 的线性组合． 因此，式（8）中的内积运算（φk（x），φ∗
j （x））

可以转化为计算（φk（x），φ j（x）），j ＝ 1，…，k － 1． 另外，在计算‖Ψk‖的时候需要计算（φk（x），φk（x））．
因此，计算（φk（x），φ j（x）），j ＝ 1，…，k是必不可少的． 根据 W1

2［a，b］中再生核的性质和｛φ j（x）｝ n
1 的定义

可知，（φk（x），φ j（x））＝ φk（x j），j ＝ 1，…，k．
由上述分析可知，正交化系数 βkj的计算过程可采用如下的递归算法：
1）对于 k ＝1且 j ＝1，‖Ψ1‖ ＝ ［φ1（x1）］1 ／ 2 ． 因此，β11 ＝1 ／‖Ψ1‖ ＝1 ／ ［φ1（x1）］1 ／ 2，φ∗

1 （x）＝ β11φ1（x）
2）对于 k ＝ 2 时，利用上述 1）中的计算结果可知

（φ2（x），φ∗
1 （x））＝ β11φ2（x1）‖Ψ2‖2 ＝ φ2（x2）－ ［β11φ2（x1）］ 2

β22 ＝ 1
φ2（x2）－ ［β11φ2（x1）］ 2

因此，计算可得
β12 ＝ － β22β2

11φ2（x1）
φ∗

2 （x）＝ β12φ1（x）＋ β22φ2（x）
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3）对于 1 ～（k － 1），假设 β ji（j ＝ 1，…，i，且 i≤k － 1）都已经计算出来，下面计算 β jk，j ＝ 1，…，k． 因为

对于 j ＜ k，有 φ∗
j （x）＝ ∑j

i ＝ 1
β ijφi（x）．

所以，（φk（x），φ∗
j （x））＝ ∑j

i ＝ 1
β ij（φk（x），φi（x）＝ ∑j

i ＝ 1
β ijφk（x i））　（j ＜ k）

‖Ψk‖2 ＝ φk（xk）－ ∑k －1
j ＝ 1 ∑j

i ＝ 1
β ijφk（x i）

2

βkk ＝ 1 ／‖Ψk‖，可得 β jk，j ＝ 1，…，k － 1 为
β jk ＝ － βkk∑k －1

i ＝ j
β ji∑i

m ＝ 1
βmiφk（xm） 　　j ＝ 1，…，k － 1

4）由上述 3 个步骤可以递归计算出所有的正交化系数 βkj，再根据 α j ＝ ∑j

k ＝ 1
βkj f（xk）可以计算出正交

分解系数｛α j｝ n
1 ．

对上述算法做一个简要分析：假设问题规模是 N，即有 N个节点． 在计算 βkk（k ＞ 1）时，需要的乘法计
算量为：1 ＋ 2 ＋… ＋ k ＝ k（k ＋ 1）／ 2，即 O（N2）；同样，β jk（j ＝ 1，…，k）需要的乘法计算量也为 O（N2）． 因此，
当 k从 1 遍历到 N时，算法所需总的乘法计算量为 O（N3）． 在上述分析中，对 φk（x j）（k ＝ 1，…，N，j ＝ 1，
…，k）中涉及的乘法计算量没有计入，只看作 1 次取值运算；另外，算法所需总的加法计算量也为 O（N3）．
从计算量的角度看，该算法比快速傅里叶变换和小波变换需要的计算量更大，这也是该算法的一个需要改
进的地方．

4　实验结果分析

实验数据是从 1 段连续语音中截取的汉语拼音“shi4”的语音数据，时长为 3. 26 s，5 217 个样本值，16
kHz采样率，16 位量化，这段语音中既有辅音，也有元音，且二者的时长相当． 在分析过程中取帧长为 512
个样本值．

针对上述语音信号，实验内容主要包括对辅音“sh”和元音“i”的正交分解． 首先计算正交化系数 β jk

（j ＝ 1，…，k），将［0，1］区间 n等分，等分点集合记为｛x j｝ n
1，在实验过程中针对不同的 n 取值，如 16，160，

320，512，1 000 等，分别计算了正交化系数 β jk（j ＝ 1，…，k），计算结果显示，除 β11大约在 0. 8 左右，其他 βkk

（k ＞ 1）在 4. 12 ～ 31. 63 数量级上，而 βk － 1，k（k ＞ 1）与 βkk（k ＞ 1）反号且差别不大，但其他 β jk（j≤k － 2）数值
都很小，在 10 － 10数量级或更小，可以忽略不计，对计算结果没有实质影响． 表 1 列出了 β jk（j ＝ 1，…，k）的
一些计算结果．

表 1　正交化系数 β jk（j ＝ 1，…，k）
Table 1　Samples of β jk（j ＝ 1，…，k）

点数 n β11 βkk（k ＞ 1） βk － 1，k β jk（j ＜ k － 1）
8 0. 91 2. 95 － 2. 72 10 － 15

16 0. 89 4. 12 － 3. 91 10 － 14

160 0. 87 12. 68 － 12. 62 10 － 13

点数 n β11 βkk（k ＞ 1） βk － 1，k β jk（j ＜ k － 1）
320 0. 87 17. 91 － 17. 87 10 － 12

512 0. 87 22. 64 － 22. 61 10 － 11

1 000 0. 87 31. 63 － 31. 61 10 － 11

　　在计算 Gram正交化系数 β jk（j ＝ 1，…，k）的过程中，没有用到语音信号 f（x）的值，仅仅用到了节点
｛x j｝ n

1 和再生核函数｛φi（x）｝ j
1 ． 因此，计算出 β jk（j ＝ 1，…，k）后可以暂时存放起来，在分析其他帧的语音信

号时不用重复计算了． 从 β jk（j ＝ 1，…，k）的特性可以看出，它具有很好的局部性，即 βkk仅与 βk － 1，k有关，而
与其他的 β jk（j ＜ k － 1）几乎无关． 图 3 是在节点数 n ＝ 512 时的 β jk（j ＝ 1，…，k）的分布，其中颜色越深表示
其值越大，灰色表示为 0．
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图 3　正交化系数 β ji分布图

Fig． 3　Distribution of β ji

计算正交分解系数 αi 时需要用到语音信号 f（x）
的采样值． 因为 β ji具有很强的局部性质，所以 αi 的

计算只需要 β ji，β i － 1，i以及 f（x i）和 f（x i － 1），而与其他
正交化系数和采样值基本无关． 另外，｛αi｝ n

i 本身之

间的相关性也应该显著减少（理论上它们是线性无
关的）． 图 4 到图 7 分别显示了汉语辅音“sh”“i”的
部分原始采样数据及其正交分解系数． 比较元音“i”
的波形图像和正交分解系数图像可以看出其正交分

解系数之间的相关性已经大大减弱．

在基于再生核空间的语音信号正交分解过程中，不要求采样点｛x j｝ n
1 是等间隔的． 因此，该方法也适

合于采用非均匀采样得到的数据序列．

5　结束语

本文介绍了基于再生核空间 W1
2［a，b］的对语音信号进行正交分解的方法以及快速实现算法． 该方法

将离散的问题影射到连续函数空间中进行处理，同时将 Hilbert空间中的内积计算问题转化为函数在离散
点上的取值问题进行处理． 计算结果显示，正交化系数的分布主要集中在对角线附近，其他的系数很小，
可以忽略不计，简化了正交分解的计算量．

再生核空间作为一种分析框架，可以实现对语音信号的分解． 但分解不是目的，只是一种手段，通过
分解能实现对语音信号进行处理才是目的．
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The Orthogonal Decomposition and Implementation Algorithm for
Speech Signals Based on Reproducing Kernel Space

ZHANG Sen，LI U Lei，DIAO Lu-hong
（College of Applied Sciences，Beijing University of Technology，Beijing，100124，China）

Abstract：An new orthogonal decomposition method and implementation algorithm for speech signals is proposed
in this paper． From the reproducing kernel function of Hilbert space W1

2 ［a，b］，a set of normalized orthogonal
functions ｛φ∗

j （x）｝ n
1 are generated． Based on ｛φ∗

j （x）｝ n
1，speech signals can be orthogonally decomposed，and

the orthogonal decomposition coefficients can be computed by a fast algorithm based on the properties of
reproducing kernel function． This method transforms the discrete problem to continuous function space and
convert the inner product computation problem in Hilbert space into function evaluation problem in some discrete
points． The experiment results indicate that it can be applied to the reconstruction and feature extraction of
speech signals．
Key words：speech signal；reproducing kernel space；orthogonal decomposition；signal analysis
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